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PRÉFACE  DU  TOME  SECOND 


Ce  second  volume  est  consacré  au  calcul  des  inté- 
grales et  à  la  solution  des  équations  différentielles. 
Comme  le  premier^il  s'adresse  surtout  aux  Ingénieurs; 
il  offre  même  un  caractère  pratique  plus  accentué,  vu 
le  nombre  beaucoup  plus  considérable  des  applications 
géométriques  ou  mécaniques  qu'il  renferme. 

Les  applications  relatives  au  calcul  des  intégrales 
concernent  les  rectifications,  les  quadratures,  les  vo* 
lûmes,  les  centres  de  gravité,  les  moments  d'inertie, 
etc..  Nous  avons  donné  (pages  346  à  376)  des  tableaux 
contenant  les  formules  que  Ton  rencontre  le  plus  fré- 
quemment; et  même,  pour  faciliter  l'emploi  de  ces 
tableaux,  nous  n'avons  pas  craint  de  nous  répéter 
en  plaçant  à  côté  des  types  généraux  quelques  types 
particuliers;  c'est  ainsi  que,  après  avoir  donné  les  inté- 
grales où  figure  le  trinôme  ma^  -|-  2nx  -|-  p,  nous 
avons  donné  aussi  celles  qui  renferment  les  trinômes 
— mx^  -}"  2w^  +  p,  or"  -f  a",  x^  —  a*,  (x  —  a)  (a?  —  b). 

Les  applications  relatives  aux  équations  différen- 
tielles sont  empruntées  à  la  théorie  de  l'élasticité,  à 
la    résistance   des  matériaux,    au    mouvement    des 
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ctricilé,  etc.  Il  ne  pouvait  évidemment 
tre  cadre  d'exposer  les  théories  physiques 
!s  conduisant  aux  équations  différen- 
par  nous  ;  il  nous  a  sufG  d'indiquer  le 
chaque  lettre,  puis  de  donner  la  solution 
considérées,  de  telle  sorte  que  l'ingénieur 
l'à  traduire   en   nombres   les  résultats 

r  satisfaction  aux  lecteurs  qui  voudraient 
avant  leur  instruction  mathématique, 
ait  place  à  quelques  théories  qu'on 
i  dans  une  première  lecture;  telles  sont 
is  intégrales  abéliennes,  ou  la  méthode 
■  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
premier  ordre.  Nous  avons  .aussi  laissé 
1  peut  exister,  pour  les  problèmes  les 
les  solutions  discontinues  ou  même  des 
analytiques;  mais,  nous  avons  évité  de 
sur  les  considérations  qui  permettent 
le  prévoir  de  telles  solutions,  notre  but 
Lvertir  le  lecteur  qu'il  faut  parfois  sortir 
ïtlus. 

es  heureux  d'oiïrir  nos  remerciements  à 
ard  qui  a  bien  voulu  résumer,  spéciale- 
tre  ouvrage,  ses  beaux  travaux  sur  les 
proximation  relatives  aux  équations  dif- 
dinaires  ou  aux  dérivées  partielles.  Ce 
propre  à  intéresser  les  ingénieurs;  il  est 
fient  peu  de  recherches  qui  puissent  leur 
s. 

ison  nous  a  amenés  à  insister  sur  le  calcul 
;  ;  ce  calcul  a  parfois  paru  rebutant  à 
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•  « 

a 

cause  de  la  complication  des  formules  générales.  En 
nous  restreignant  volontairement  aux  cas  lés  plus 
simples  qui  sont  aussi  les  plus  usuels,  et  en  changeant 
profondément  le  mode  d'exposition,  nous  espérons  avoir 
fait  de  ce  chapitre  un  des  plus  attrayants  du  csrlcuL 
intégral. 


V. 


SUITE  DE  L'ERRATUM  DU  TOME  PREMIER 


233, 

» 

273, 

» 

284, 

» 

290, 

» 

311, 

» 

338, 

» 

Page  232,  ligne  7,  effacer  le  crochet. 

16,  au  lieu  d«  :  (y  —  1/3)^,  lire  :  (y  —  yg)*. 

3,  au  lieu  de  :  J^,  lire  :  As- 

2  en  remontant,  ajouter  dx  après  le  radical. 

1.  après  quelconque  effacer  la  virgule. 

13  en  remontant,  mettre  S  =  devant  le  £. 

12  en  remontant,  effacer  le  n*  5. 
390,  dans  la  dernière  ligne  du  texte,  au  lieu  de  :  d'une  forme,  iire  : 

conforme  d'une. 
431,  ligne  5,  au  lieu  de  :  ^  lire  :  Pt\. 

498,      »     9  en  remontant,  au  lieu  de  :  disons,  que,  lire  :  dirons  que. 
Id.,      »     8  en  remontant,  au  lieu  de  :  voulons,  lire  :  voudrons. 

P31,      »     3,4,5enremontant.avZteud^:3^,       J^.       ^, 

I-         5*ay  &^y  J>^J! 

"***  •  SïTôê»        ôuôp'        ôttôr* 
532,  dernière  ligne,  effacer  Tindice  du  premier  r|. 

538,  formule  (66).  ati  Zûru  cfo  :  ^*  -  g,  lire  :  ^  -  §  • 

539,  ligne  7,  au  lieu  de  :  G,  lire  :  6. 
546,      »     14,  au  lieu  de  :  X  étant  en  fonction  de  u  et  de  v,  lire  :  (X  étant 

fonction  de  u  et  de  v). 


ERRATUM  DU  TOME  SECOND 


166, 

» 

167, 

» 

173, 

» 

191, 

» 

224, 

» 

249, 

K 

id., 

» 

Page    55,  ligae  13,  au  lieu  de  :  ^\  lire  :  ^px^.  ■ 

75,      1'    5,  mettre  le  signe  —  devant  la  fraction,  après  le, mot  «.log  »• 

98,      »     4,  régaUté  (fô)  doit  être  écrite  ainsi  :  I  =  —  |  log  2. 

ICI,     »     3  en  remontant,  rétablir  la  barre  de  fraction  entre  les  lettres 

b  et  a, 
id.,  dernière  ligne,  après  le  signe  +>  écrire  G. 
102,  ligne  6,  au  lieu  de  :  a„„  {ire  :  A„.        •   • 
lOÇ,  dernière,  ligne,  lire  :  dans  laquelle  les  coefficients  o,-  sont  entiers. 
155,  ligne  6,  au  lieu  de  :  'Z/lire  \  z, 

6,  le  paragraphe  doit  être  numéroté  125. 
10,  au  lieu  de  :  j*,  lire  :  Z. 

7,  la  lettre  a  doit  avoir  Tindicè  k  et  la  lettre  p  Tindice  j. 
14  en  remontant,  au  lieu  de  :  138,  We  :  139. 
lO^et  11,  au  lieu  de  :  168  à  171,  lire  ;  169  à  172. 

10,  rétablir  la  parenthèse  entre  les  lettres  f  et  x. 

11,  au  lieu  de  \  tendue»  lirt  f  étendue. 

278,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (35  bis),  mettre  le  signe  + 

entre  Pdu  et  Q,dv. 
*d08,  ligne  2^en  remontant,  le  premier  terme  du  second  membre  Hoit  être 

précédé  du  facteur  -  -. 

e 

345,  la  dernière  ligna  se  termine -par  dz  et  non  par  yz. 

353,  ligne  3,  sous  le  second  radical,  au  lieu  de\a^  +  afl,  lire  :  a^  +  x^. 

2 

354,  f     1,  immédiatement  après  le  signe  =,  au  lieu  de  :  7-; ^, 

va*  —  b* 

2 

lire  :    , _- , 

v/a2  +T2 

368,      »     3,  au  lieu  de  :  segment  =  ab  ara  sin a^y/a* — x^plire: 

a       a  « 

segment  =  5  f  a*  arc  sin  -  +  -  a  Va^  —  xA. 

481,      »     15,  au  numérateur  de  la  fraction,  au  lieu  de  :  ^a,  lire  :  a^, 
626,      »•  -  9  en  remontant,  entre  (72)  et  le  mot  «  devient  »  ajouter 

«  (chap.  i)  ». 
.663,      »     13  en  remontant,  au  lieu  de  :  Ârupère,  lire  :  Ampère, 
id.,      »     7  en  remontant,  au  lieu  de  M.  Kowaleski,  lire  :  M'A®  Kowaleski* 
666,      »     4,  au  lieu  de  f^,  lire  :  /g. 
752,  le  numéro*  du  paragraphe  est  6(fô  et  non  695. 
'  T74,  ligne  8  en  remontcmt,  rétablir  la  lettre  y  sous  le' radical  après  le  signe—*- 


CHAPITRE  PREMIER 


DES  INTÉGRALES  INDÉFINIES 


Rappel  de  définilioiis  el  définitions  nouvelles 

Premières  propriétés 

1.  Nous  avons  eu,  à  plusieurs  reprises,  dans  le  premier 
volume,  Toccasion  de  donner  les  premières  définitions  du 
calcul  intégral.  Rappelons-les  rapidement. 

Considérons  la  somme 

n  - 1 
0 

dans  laquelle  i  reçoit  les  valeurs  0,  1,  2...  n  —  1.  et  où  ?. 
représente  un  nombre  quelconque  compris  entre  Xi  et  a^^  ^ ,  ; 
on  suppose,  de  plus,  que  Xo  =  </,  et  Xn  =  b,  a  ei  b  étant  deux 
•constantes.  Nous  avons  démontré  (t.  I,  n*"  3),  par  des  considé- 
rations géométriques  et  Ton  démontrerait  aisément,  par  une 
méthode  analytique  analogue  à  celle  que  nous  avons  déve- 
loppée n^  282,  que  cette  somme  a,  lorsque  les  différences 
Xi^i  — Xi  tendent  toutes  vers  zéro,  une  limite  bien  définie; 
nous  supposons  pour  le  moment  que  /  {x)  reste,  pour  toutes  le*? 
valeurs  de  x  comprises  entre  a  et  b,  continue  et  bien  déter- 
minée. On  appelle  cette  limite  somme  de  a  k  b,  et  on  la  désigne 
par  la  notation 


Calcul  nfFinnÉsiiLvL  i 


CHAPITRE    I 


Cette  expression  s'appelle  a^ssi une  intégrale  définie',  a  et 
b  sont  les  limites  de  cette  iatégrale^  jet  il  est  essentiel  de  remar- 
quer qu'il  n'y  a  aucun  lien  entre  les  limites  et  la  lettre  qui 
figure  dans  l'expression  f{x)dx.  Ainsi  on  a 


/    f{œ)dx=    1 


=  /  md^ 

^  a 

L'intégrale  définie  ne  dépend  que  de  ses  limites.  La  différen- 
tielle f(x)dx  s'appelle  aussi  la  quantité  sov^  le  signe  J  on 
V expression  à  intégrer. 

2.  Si  la  limite  supérieure  b  est  variable,  et  nous  la  désigne- 
rons alors  par  x^  l'intégrale  définie  devient  une  fonction  A'x 
qu'on  appelle  une  intégrale  indéfinie  ;  cette  intégrale  indéfinie 
a  pour  dérivée  f{x)  (I,  n<*  4)  ;  ainsi  l'on  a 


/•(tx)rfa 


=  r(^), 


(2) 


et  l'intégrale  indéfinie  est  une  fonction  primitive  de  f[x), 

3.  Soit  <p  {x)  une  fonction  primitive  quelconque  de  f(x). 
Nous  avons  démontré  (n®  234)  que 


f{7)d<X  =  ^{h)  —  (p(û) 


(3) 


«^  a 


On  écrit  souvent 


4.  Voici  maintenant  quelques  propriétés  évidentes  du  nou- 
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veau  symbole  dans  lequel  nous  supprimerons,  pour  la  rapidité 
de  récriture,  l'expression  différentielle  /'(a)rfa.  Soit 

f Z  >  c  >  &  >  a  ; 
on  aura 


r=  r.  r.  r 

^  a         ^  a         ^h         ^  c 


5.  Si,  dans  la  définition  de  Tintégrale  définie^  on  change  le 
signe  de  toutes  les  différences  Xi^^  —  x,,  on  voit  immédia- 
tement que 


É 


6.  Il  résulte  des  n»'  3  et  5  la  dérivée  d'une  intégrale  définie 
par  rapport  à  sa  limite  inférieure  : 


^   /     f{x)dx  =  -  /-(a)  (6) 

a 


V«  On  a  encore  évidemment 


/     [a  f{x)  -+-  Bo(a;)  +  0)^x)  +  ...] 


dx 


/pP  /ni) 

f{x)dx  -+-  B    /     ^{x)dx  -+-  C    /    ^{x)dx 


A,  B,  C...  étant  des  constantes.  Et  la  relation  subsiste  pour 
les  intégrales  indéfinies,  à  condition  d'ajouter  au  second 
membre  une  constante  arbitraire,  puisque,  pour  passer  à  l'in- 
tégrale indéfinie,  il  suffit  de  rendre  variable  la  limite  supérieure. 
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Théoi^ines  de  la  nioyeiinc 

8.  Soit  M  la  plus  {grande  et  m  la  plus  petite  des  valeurs 
que  peut  prendre  la  louction  f(x)  entre  a  et  b.  Comme  on  a 
évidemment,  en  supposant  a:;  ^. ,  >  X;, 

M(Ji  +  ,  -  x)  >  /(ÎO  (rc^. ,  —  a-i)  >  ^{^^+  ,  —  ^')- 
on  aura  aussi 
f  =  n— i 

V  M{:ri + ,  -  ^^  >  2  m  {^i  i- .  -  ■'T)  >  2  "'f-^* + ■  -  '^')- 

c'est-à-dire,  en  supposant  6  >  a, 

M{6  —  a)>l    f{x)dœ  >  m;6  —  o). 

Si,  comme  nous  l'avons  suppose,  la  fonction  f{x)  est  con- 
tinue, le  produit  {b  —  a)  f{x)  passe  par  toutes  les  valeurs 
comprises  entre  m{b  —  à)  et  M(6  —  a)  el,  en  particulier,  il 
y  aura  une  valeur  f  do  x  comprise  entre  a  et  b,  telle  que  l'on 
ait 


C'est  dans  cette  dernière  égalité  que  consiste  le  premier 
théorème  de  la  mot/enne;  elle  suppose  essentiellement,  rap- 
pelons-le, î  compris  entre  a  et  b. 

Si  l'on  désigne  par  F  (x)  une  fonction  primitive  de  f(x), 
régalîtc5  (7)  peut  s'écrire 

V(l,)  _  F{«)  =  {b-  fl)F'(;)  ; 
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on  retrouve  ainsi  le  théorème  des  accroissements  finis  (t.  I, 
n^  37). 

9.  Considérons  maintenant  une  fonction  ^{x)  qui  reste  posi- 
tive pour  toutes  les  valeurs  de  œ  comprises  entre  a  et  b,  et 
conservons  les  notations  du  numéro  précédent;  on  aura 
encore 

En  faisant  la  somme  de  toutes  les  inégalités  analogues  pour 
t  =  0,  1,  2...  n  —  1,  et  passant  à  la  limite,  comme  le  veut  la 
définition  de  l'intégrale  définie,  on  trouve 

o(œ)da)  >   /     /"(a:)  ^{x)dx  >  m    j     ^{x)dx. 


1 


On  peut  encore  écrire,  pour  les  mêmes  raisons  qu'au  n"  8 


/     «P(^)  f{p)da:  = 


/-(S)   /     ?(«')rf^.  (H) 


a 


l  étant  compris  entre  a  et  6.  Nous  donnerons  à  cette  égalité 
le  nom  de  second  théorème  de  la  moyenne  (*). 
Ainsi  l'intégrale 


dv 


0 

dans  laquelle  on  suppose  x  et  A-'  inférieurs  à  l'unité,  est 
égale  à 


^1 /  dx 

^0 


{*)  On  réserve  souvent  ce  nom  à  un  théorème  un  peu  plus  compliqué, 
dû  à  0.  Bonnet,  dont  nous  n'aurons  pas  à  faire  usage. 
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c'est-à-dire  à 

arc  sîn  œ 


V^4  -  A«ï^  • 


On  peut  encore  écrire,  en  remplaçant  J  par  zéro  et  par  un 
,   successivement, 


arc  sîn  x  < 


dx  arc  sîn  .r 


0 


Objet  du  calcul  intégral 


iO.Le  calcul  intégral  a  pour  objet  de  déterminer  les  inté- 
grales indéGnies  connaissant  leurs  différentielles,  de  calculer 
les  valeurs  des  intégrales  déOnies,  môme  dans  les  cas  où  l'in- 
tégrale indéfinie  ne  peut  (^tre  obtenue,  d'étudier  les  propriétés 
des  intégrales  indéfinies  lors  môme  qu'elles  ne  peuvent  être 
exprimées  à  l'aide  d'aucune  fonction  antérieurement  connue, 
d'étendre  cette  étude  au  cas  où  la  variable  devient  imaginaire. 
Des  problèmes  analogues  se  posent  avec  plusieurs  variables. 
On  sait  encore  déterminer  certaines  fonctions,  connaissant  une 
relation  dite  équation  différentielle,  entre  la  fonction  et 
quelques  unes  de  ses  dérivées,  traiter  le  même  problème  lorsque 
plusieurs  fonctions  d'une  variable  sont  reliées  par  un  môme 
nombre  d'équations  différentielles,  étudier  une  fonction  de 
plusieurs  variables  étant  donnée  une  relation,  dite  équation 
aux  dérivées  partielles^  entre  ses  dérivées  de  divers  ordres 
par  rapport  à  ces  variables,  s'élever  enfin  au  cas  de  plusieurs 
fonctions  satisfaisant  à  un  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles.  Chemin  faisant,  nous  rencontrerons  d'autres  recher- 
ches suggérées  par  les  problèmes  dont  il  vient  d'ôlre  question. 
Ce. premier  chapitre  sera  consacré  à  la  recherche  des  intégrales 
indéfinies  qui  peuvent  s'exprimer  à  l'aide  de  fonctions  anté- 
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rieurement  connues,  c'est-à-dire,  au  fond,  à  la  recheixhe  des 
(onctions  primitives  ;  nous  écrirons 


f{pc)dx 


au  lieu  de 


A«)û?«» 


le  changement  de  la  limite  inférieure  n*in(luant  que  sur  la 
constante  arbitraire  qui  doit  être  ajoutée  à  la  fonction  pri- 
mitive. 


Extension  de  la  notion  d*lntégrale  déflnie 


M 


1  !•  La  fonction  f  {x)  a  été,  jusqu  à  présent,  supposée  con- 
tinue et  bien  déterminée.  On  peut,  dans  une  certaine  mesure, 
supprimer  la  première  condition.  D'abord,  il  est  évident  que 
f{x)  peut  avoir  un  nombre  fini  de  discontinuités  dans  le  champ 
de  l'intégration.  Supposons,  en  effet,  que  pour  x  =  x^^  fix) 
saute  brusquement  de  la  valeur  pB 
à  la  valeur   pC,  l'élément  de   la         1 

somme  (1), 

.  . IB 

qu'on  peut  faire  correspondre  à 

j-,  =  ar^  —  e  et  x,  A.  j  =  :ro  -h  e',  tend 

vers  zéro,  quelle  que  soit  la  valeur 

donnée  à  /"(Ji),  lorsque  e  et  e'  tendent  vers  zéro  ;  sa  valeur 

n  —  1 

n'influe  donc  pas  sur  la  somme  "S  /(?*)'>,  j-i  —  ^i).  L'intégrale 

0 

représente  encore  Taire  aABC!\l{jLa. 

12.  En  second  lieu,  admettons  que,  pour  x  =  x^,  f{x)  de- 
vienne infinie.  Ici  il  faut  y  regarder  de  plus  près. 


FiG.    1 
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« 

Reprenons  Tégalité  (4)  que  nous  écrirons  ainsi 


^  a         ^ a  t/;r«— €  ^ x„ -\- 1' 


L'intégrale  intermédiaire 


f{x)dœj 


Xo  —  e 


qui  tend  vers  zéro  en  môme  temps  que  e  et  e'  lorsque  f(x)  de- 
meure finie,  perd  toute  signification^  en  général,  si  {(x)  de- 
vient infinie  pour  x  =  x^.  Supposons  alors  que  les  intégrales 


f(x)dx        et  /         f{x)dœ 


aient,  dans  les  mômes  hypothèses,  des  limites  bien  détermi- 
nées ;  nous  prendrons  pour  définition  de  l'intégrale  définie 


Tégalité 


f(x)dx  =:[im    j  f(x)dx -[-ïim    j         f[x)dx, 

^  a  ^  Xo  +  fi' 


(9) 

+ 


Cette  définition  ne  suppose  pas  que  l'intégrale    /  tende 

vers  zéro  ;  mais,  si  cette  dernière  intégrale  tend  vers  zéro 
lorsque  e  et  e'  tendent  d'une  manière  quelconque  vers  zéro,  les 

intégrales    /        et    /  tendent  évidemment  vers  zéro  ;  les 

x^ 


et    / 

—  e      ^x. 
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intégrales  qui  figurent  dans  le  second  membre  de  Tégalité  (9) 
ont  des  limites  et  cette  égalité  s'applique. 

f  3.  Considérons  par  exemple  l'expression 
L*intégrale  indéfinie  de  x^dx  est 


X 


a+  1 


a  -h  1 


et  Ton  aura  (n<^  3) 


Mais  il  faut,  pour  que  cette  formule  subsiste»  que  x^  ne 
devienne  pas  inBnie  dans  le  champ  de  l'intégration,  c'est-à- 
dire  que  a  soit  positif,  ou^  si  cet  exposant  est  négatif,  que  les 
conditions  exposées  au  n^  12  soient  remplies. 

Dans  ce  dernier  cas,  x^  devient  inGnie  pour  2:  =  0,  et  nous 
avons  à  examiner  l'intégrale       • 


X  dx  = à 


—  < 


lorsque  %  et  *'  tendent  simultanément  vers  zéro.  Pour  que  cette 
intégrale  devienne  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  l'exposant  a  +  1 
soit  positif,  ce  qui  donne  la  condition 

«>—  1. 
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Oa  a  alors 

x^dx  =  lim 


lim    I     x^^dœ  -h  lim     1         x  doo  = 


_(_l)a+i  1 


a  4-  1  a  -4-  1  ' 


comme  dans  le  cas  où  a  est  positif. 
Si  a  =  —  1,  on  a  j:*  =  -, 


dûs       , 

—  =  log  ^» 


'  1 


ce  qui  exige  essentiellement  que  x  soit  positif. 
L'intégrale 


►+1 
dx 


X   ' 


—  1 


n'a  aucun  sens  jusqu'à  présent. 

Si  Ton  a  a  <  —  l,  les  deux  intégrales   /    x^dx^i  j        x^dx 


r        r 

\  I    x'^dxel  I        x'^i 


sont  infinies  et  leur  somme  n'a  aucun  sens. 

14,  Les  limites  de  l'intégrale  ont  été,  jusqu'à  présent, 
supposées  finies.  Faisons  maintenant  croître  à  l'infini  la  limite 
supérieure  6.  Si  l'intégrale  tend  vers  une  limite,  on  aura,  par 
définition, 


►X 


f{x)dx  =  lim      /     f{x)dx. 

b  =00 
a  •     ^  a 


DES   INTEGRALES   INDÉFINIES  ii 

1 5.  Soit  par  exemple  f{x)  =  — ,  (p  >  1  ). 


xi' 
On  aura 


dx  ^     i       /  1 l_\ 

xi'        1  —  p  \bi*'^       ai"^) 


(iO) 


et 


dx 


a 


Si  au  contraire  jo  est  inférieur  ou  égal  à  l'unité,  le  symbole 
n'a  plus  de  sens  ;  le  second  membre  de  (10)  croit  çans 


a 

limite. 


16.  Il  n'existe  pas  de  règle  générale  pour  reconnaître  si 


fn^ 


)dx  est  bien  déterminée,  pas  plus  qu'on  ne  sait  en 


général,  reconnaître,  si  l'intégrale   /    f{x)dx  conserve  un 


o 

a 


1  ^''' 


sens  défini  lorsque /(.r)  devient  infinie  pour  une  valeur  de  x 
comprise  entre  a  et  6. 

Voici  deux  théorèmes  qui  permettent  de  résoudre  la  question 
dans  des  cas  assez  étendus. 

1 1.  Si,  pour  X  =  Xof  f{x)  devient  infinie^  mais  si  le  produit 
(x  —  ^offi^)  conserve  une  valeur  finiey  *  étant  inférieur  à 


runité,  rintégrale   1    f[x)dx^  où  Von  a  a  <CXo<:ibyanraun 


a 

sens  bien  détermine. 


Il  suffit  évidemmeat,  à  cause  de  la  définition,  de  démontrer 
que  chacune  des  intégrales  suivantes 


/     fix)dw       et  /    j 


r{«')d.-c. 


a  un  sens  bien  déterminé  ;  la  démonstration  esl  ta  même  pour 
les  deux.  Nous  n'examinerons  que  la  première.  Soit  A  la  limite 
du  produit  {x,  —  x)' f(x),  on  aura,  pourvu  que  x  soit  suf- 
fisamment voisin  de  x„  {x  <  x„), 

A  -  E<(a7,  — a-)"/'(x)<A  +  t, 

t  étant  un  nombre  donné  aussi  petit  qu'on  voudra.  Ou  déduit 
de  là 


et  par  suite 

<*->/'(^.  </>«-«* -)/',^.- 

Or  l'intégrale  qui  figure  dans  le  premier  et  dans  le  troi- 
sième  membres  a  une  valeur  L  bien  déterninée.  L'intégrale 

/     f{x)dx  a  donc  une  limite  A  X  L  bien  déterminée. 

De  méme,si  ce  produit  ne  tend  pas  vers  zéro,  et  sia  est  supérieur 

à  l'unité,  l'intégrale   /     f{T)dx  n'a  pas  de  sens  ;  l'expression 


r 


croit  sans  limite  quand  c  tend  vers  zéro.  La  démonstra- 


DES   INTÉGRALES   INDÉFINIES  13 

tîoa  est  identique  à  celle  qui  vient  d'être  donnée  :  on  pourra, 
pour  t  sufBsamment  petit,   et  en   supposant,  par  exemple 

(Xo  —  xf  f(x)  positif,  trouver  un  nombre  n  tel  que  Ton  ait 
ou,  comme  (x^  —  x)*est  positif, 


ou,  en  intégrant 


fÇv)dx  >  71 


d,v 


(Xo  —  xf 

a 


L'intégrale  du  second  membre  a  pour  valeur 


-1 L-»  (xo^yA 


{xo  ~  y 

et  croit  sans  limite  lorsque  t  tend  vers  zéro. 

18.  Si,  pour  x  infiniy  le  produit  x^  f{x)  reste  inférieur  en 


valeur  absolue  à  un  nombre  donné  Zr,  r intégrale   1     f{x)dx 


a 


aura  une  limite^  pourvu  que  n  soit  supérieur  à  Funité. 

Supposons  positives  les  quantités  x^  f{x),  et  par  suite  L,  ce 
qui  facilite  Técriture  sans  diminuer  la  généralité  de  la  démons- 
tration. On  aura 

x^f{xXU 
d'où 
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et,  en  intégrant, 


fix)d.K  <  j^-  [^.  -  ^  LJ 


Lorsque  x  croit  à  Tinfinî,  le  second  membre  a  une  limite  finie  ; 
il  en  est  donc  de  même  du  premier  qui  est  une  somme  de  quan- 
tités positives. 

En  particulier,  si  L  est  la  limite  du  produit  af^  f{^)j  on  aura 


/  i^^y^  =  l^^-ZTK  ^^ 


Au  contraire  si  n  est  supérieur  ou  égal  à  Funité  et  si  le 
produit  X"  f{x)  reste,  pour  x  suffisamment  grande  supérieur 


en  valeur  absolue  à  un  nombre  donné 


y  Vintégrale  j      f{x)dx 

^  a 


n^aura  pas  de  limite.  La  démonstration  étant  analogue  aux 
précédentes,  nous  nous  dispenserons  de  la  donner. 

10«  Par  exemple,  les  deux  théorèmes  précédents  permettent 
d'affirmer  que 


ri 


dx 


Xx)  {p:  —  x^)  (a?  —  073)...  ' 
^'  a 


est  infinie,  tandis  que 


»a?, 


dx  .  I  dx 

et 


v/4a7^  —  g.^x  —  g^  f       )/{i  —  x^)  (1  —  k^'x-)  ' 


a 


ont  des  valeurs  bien  déterminées,  x^  étant  une  racine  du  poly- 
nôme soumis  au  radical  et  a  un  nombre  inférieur  à  cette  racine, 
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mais  sapérîeur  à  la  racine  qui  est  immédiatement  inférieure  à 
Xj.  Â  vrai  dire  une   nouvelle  difGculté  se   présente  ici,    les 
quantités  soumises  au  radical  pouvant  être  négatives  ;  mais 
nous  supposerons,  dans  ce  cas,  qu*on  a  changé  tous  les  signes,  ' 
sauf  à  multiplier  l'intégrale  pary —  1. 

00 

•    De  même  [on  peut  affirmer  que   /      e'^^dx  a  une  valeur 

finie. 

Rappelons  que  les  théorèmes  de  la  moyenne  permettent 
d'aller  plus  loin.  Nous  avons  vu  par  exemple  (n*  9)  que 
Tintégrale 


dx 


yj{\    «.  X^)  (1    —   k^X^) 


est  comprise  entre 


-ïi  .  ■  t: 


el 


2         '^^         ^'1  -  A^  2 


L'intégrale 


.00 


t-'O 


peut  s'écrire 


i 


Pour  les  valeurs  de  x  positives  et  inférieures  à  l'unité  on 
aura 
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La  première  expression  peat  s'intégrer  complètement»  car 

on  connaît  la  fonction  primitive  de  x* ~'*,  qni  est  —  9  ^  "'  ' 
on  a  donc 

il  « 

e-'\cdx  =  2  (  i  —  -  j 


et 


20-l)<  f  e-'dx<\. 


(H) 

en  remarquant,  pour  écrire  la  dernière  inégalité,  que  C   est 
toujours  inférieur  à  un. 

On  aura  de  même,  pour  x  compris  entre  1  et  œ  , 

0  <    /      e-  'Vr  <    1      e-  '^xdx 

«  / 1  c.  'i 


ou 


-/ 


e-^'dx<l.  (12) 


Donc  finalement  on  aura^  en  ajoutant  les  inégalités  (11)  et 
(12)  membre  à  membre, 

1        1  ^T  ^1        1 

La  valeur  exacte  de  I  est  -^- ,  comme  on  le  verra  dans  le 
second  chapitre. 

20.  Le  tliéorëme,  énoncé  au  début  du  n^  18,  impose  à  f[x) 
la  condition  d'avoir  zéro  pour  limite  lorsque  x  devient  infinie. 
Mais  cette  condition  n'est  nullement  nécessaire  et  f{x)  peut 
être  indéterminée.  Nous  en  verrons  des  exemples  dans  le  cha- 
pitre suivant. 
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*1.  II  importe  de  vérifier  que  les  propriétés  établies  aux 
n^^  3  et  suivants  pour  les  intégrales  ordinaires  subsistent  avec 
l'extension  que  nous  avons  donnée  à  ce  mot. 

Supposons  d'abord  que,  pour  a?  =  c,  f[x)  devienne  infinie^ 
mais  que  la  fonction  primitive  ^{x)  reste  finie  et  continue.  On 
a  par  définition 


h  /-ïC  —    £  ^J} 


r 

Ix  =    lim       I 
Ê  =  o     / 


f{x)dx  =    lim       I  f{x)dœ  -f-    Hm       /  f{x)flï^ 

^  a  ""     1/ c  +  e' 

=  lim     <p(c  —  e)  —  o(a)    4-  lim   1  <p(ô)  —  ç>(c4-e')  1 

Même  démonstration  pour  les  formules  des  n®^  4,  5,  6  et  7, 

8*.  Il  résulte  des  n°»  précédents  que  le  calcul  des  intégrales 
définies  se  trouve  singulièrement  simplifié  lorsqu'on  connaît 
Tintégrale  indéfinie.  C'est  à  la  recherche  de  cette  dernière 
intégrale  que  sera  consacrée  la  fin  du  chapitre. 


Intégration  par  parties 


*3.  Cette  première  méthode  d'intégration  est  fondée  sur  la 
formule 

d.uv  =  xidi)  -i-  uû^w, 

qu'on  peut  écrire 

udv  =  d.uv  —  vdu. 


ou,  en  intégrant, 


r         r 

j   udv  =  uv  —     I 


vdu,  (13) 


CVLCUL  IHFI9ITBSIMAL 
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Si  rintégrale  /  vdu  rentre  dans  celles  qui  viennent  d'être 
établies  (ou  qui  s'en  déduisent  imnoiédiatement),  la  formule  (13) 
fera  connaître  j  udv. 

1^4.  Par  exemple,  soit 

u  =  arc  sin  a?  dv  =  dxy 

la  formule  (13)  donne 

/  .  .  /      ^dx 

I   arc  sin  x  dx  =  x  arc  sin  a?  —    1    "/r^^^ 


rc  sin  x  -^    j    d. 


X  arc  sin  a?  -h    /    d,  ^[  —  x- 


=  X  arc  sin  x  h-  y/l  —  x' 
De  même  soit  : 

w  =  L  o:,  dv  =  dx  ; 


Loèdx  =  .cçLo?  —    /   .V  -^  =  xLx  —  x^ 

.V 


On  aura  de  môme 


of^^Lxdx 


'i^m  -f  1  /  -y, ni 

-■=  — r  hx  —    /    — * — i  dv 

\  T 


m  -h  1  [?H  4-  i  )^  * 


Considérons  encore  l'intégrale 


f    (.r  sin  X 


dx 


ces  5?)^ 


^■Vi^ 
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que  nous  écrirons,  en  multipliant  et  divisant  par  la  dérivée  de 
la  parenthèse,  x  ces  x. 

X  X  cos  X  dx 


cos  X  (x  sin  X  -f-  cos  a?)*  ' 


On  peut  alor^  appliquer  la  formule  (13)  en  posant 


X  1 


U  ==  ,  V 


cos  x^  X  sin  X  +  cos  x^ 


ce  qui  donne 


X  cos  X  dx  X  1  i     dx 

X  {x  sin  X  -h  cos  a?)*  cos  x  x  sin  x  -+-  cos  x         I    co^^x 

X  1 


cos  X  »r  sm  x  h-  cos  a? 

sin  X  —  X  cos  X 

jp  sin  07  -H  cos  x' 

On  verrait  de  même  que 

x^dx  X  sm  x  -\-  cos  x 


tang  0? 


(sin  X  —  X  cos  xY  sih  a?  —  a?  cos  .o' 

^5.  La  méthode  précédente  peut  être  appliquée  plusieurs 
fois  de  suite. 

Soit  par  exemple  P(ar)  ou  simplement  P  un  polynôme  de 
degré  n;  soient  P',  V\ ses  dérivées  successives  par  rap- 
port à  X.  Comme  e'^'^dx  est  une  différentielle  exacte,  on 
aura  successivement 


Pe-'<£j^  =  — P^-'  -f- 


/"■*■ 


Fe-'rfa:=  — Fe-'4-    /    ?"e-^dx 


')e''di:c 


PWfl-^da;  =  — P(")«-' 


/■ 

,  en  ajoutant  toutes  ces  égalités  membre  à  membre  et 
Ht 

V{x)  =  —  [p  +  FH-Pf  -h  pt— ')  -i-  PC)], 

/  Pe-'dx  =  F(x]e-'.  (ii) 

(■  L'exemple  précédent  a  pu  être  poussé  jusqu'au  bout 
3  qu'un  des  deux  facteurs  du  produit  s'est  trouvé  être  une 
ée  n'"°  exacte.  I!  en  sera  de  même  dans  lous  les  cas  ana- 
îs  et  nous  pouvons  écrire  la  formule^  obtenue  en  applî- 
t  p  fois  la  formule  (13), 

/    UuWrfl^MU*"-')  — «'«("-^l  +  M'uf"-») I 

^   (15) 


,  pour  une  valeur  de  p,  la  dernière  intégration  peut  être 
tuée,  il  en  résultera  la  valeur  du  premier  membre  de 
litti  (13)  sous  forme  unie. 

r.  Il  est  clair  qu'une  différentielle  étant  donnée,  il  se  pré* 
:  une  infinité  de  manières  de  la  décomposer  en  un  produit 
iux  facteurs.  L'babileté  du  calculateur  consiste  précisé- 
dans  le  cboix  du  mode  de  décomposition  qui  fera  réussir 
ftbode  d'intégration  par  parties.  On  en  a  vu,  au  n"  2i,  un 
iple  intéressant. 
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£q  voici  un  autre  qui  nous  conduira  à  une  formule  très 
usuelle.  Soit  à  intégrer 


■/- 


T,„  =    /   siQ^'^xdx, 


Nous  écrirons 


I,„  =   /    sin"»  -  ^x,  sin  ccdx  ; 


ce  qui  donne^  en  intégrant  par  parties^ 

I,„  =  —  sin"»- *a?  cos  a?  -f-  (m  —  i)   /   sin'"~  ^x  cos*a?rfa?     (16) 

Remarquons  maintenant  que  cos*^  =1  —  sin*j?  ;  la  dernière 
intégrale  s'écrira 


sin^^œdx 


siQ'""'a?(i    —  sin*x)dx  =    /    sin"*'^xdx  —    /si 

La  formule  (16)  deviendra  donc 

nt\m  =  —  sin'»  •* *a?  ces  a?  -h  (m  —  1)  Im-  j  (^'7) 

C'est  une  formule  de  réduction  et,  si  m  est  un  nombre 
entier,  on  est  sur,  en  l'appliquant  plusieurs  fois,  do  ramener 
le  problème  à  l'intégration  de  Ij  ou  de  lo,  qu'on  sait  efTectuer 
puisque 


■-/■■—- 

1^=:     I      dx=  X, 
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n  obtiendrait  «évidemment  de  même 


/„ 

is  le  cours 
leux  par  la 

1    (w  +  v)dx  ^=   j   udx  -i-   I   tu 


■.S.  Nous  avons,  dans  le  cours  du  calcul  précédent,  décom- 
é  une  intégrole  en  deux  par  la  simple  formule 


i  signalée  au  n"  7,  Le  procédé  est  trop  évident  pour  être 
;é  en  méthode  ;  il  importait  cependant  de  le  signaler. 
)'ailleurs  il  est  d'un  usage  constant,  et,  combiné  avec 
litres  méthodes,  il  permet  souvent  d'obtenir  des  intégrales 
spect  compliqué.  Nous  en  donnerons  un  dernier  exemple. 
t  à  intégrer 


I, 
S'ous  écrirons 


.^f^u 


i      /    tt^  -i-  .■>r'  —  î*.  1    ,  1      /  .-K^dx  ,,„, 

=  ?_/  -K^FVr-'-=;.i"-.-a;J  (j.-^^ïr  ('») 

*{ous  appliquerons  la  méthode  d'intégration  par  parties  à  la 
-nîère  intégrale,  mise  d'abord  .sous  la  forme 

f-^Z'^^-  -  X  X 
J     («■  H-  »■)-  =<    '■ 

qui  donne 
I )  /'      I  I  . 
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€l  finalement,  en  revenant  à  Téquation  (18), 

C'est  une  nouvelle  formule  de  récurrence  dont  l'application 
répétée  conduira  évidemment  au  résultat  lorsque  m  sera 
entier. 

Dans  le  cas  particulier  où  m  =  2  et  a  =  1  on  a 


(T^*  =  2(1^-^0  "^  2  ^'"^  *^"8:^  ;        (20) 


la  formule  (19)  est  illusoire  lorsque  m  est  égal  àTunité. 


Intégration  par  substitution 


20.  Une  autre  méthode  consiste   à  changer   de  variable. 
En  d*autres  termes,  dans  l'intégrale  i  f{x)dx^  on  pose 

X  =  cp(/) 

d'où 

dx  =  <^'{t)dt, 

et  l'on  considère  la  nouvelle  intégrale 


^{t)i{i)di. 


^(i)  désignant  ce  qu'est  devenue  /(.r)  lorsqu'on  y  a  remplacé 
X  par  ^[t).  Cette  dernière  intégrale  peut  être  facile  à  calculer 
dans  des  cas  où  la  première  ne  l'est  pas. 


! 
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30.  Soit,  par  exemple, 


/dx 


Posons 

X  =  sîn  /,    dx  =  CCS  tdt. 

L'intégrale  devient 


On  a  donc 


/  dt  =  t  = 

/dx 


arc  sm  x. 


arc  sin  x^ 


ce  qui  était  un  résultat  connu. 
Considérons  encore  l'expression 

xdx 

On  pose 

œ^  =  t        d'où        2xdx  =  dl, 

et  l'intégrale  devient 


1  r  dt  __  1 

2   /    1  H-  ^2  —  2 


=  ^j  arc  tang  t. 


On  a  donc 


XCLX  1  (  n 


•■  ^J 


DES   INTEGRALES    INDÉFINIES  ^  '25 


Soit  enlin  à  intégrer 


1=   y   arc  tang.rc?a?. 

On  posera 

dt 


X  =r-  lang  t  d'où  dx  = 


cos^^ 


I 


f       cos^^ 


Intégrons  par  parties 


—  sin  /  dt 
cos  t 


I  =  t  lang/  —    f   tang/c]?/  =  i  tang/  + 


Posons  dans  la  dernière  intégrale  cos  /  =  w,  elle  devient 


-  =  Lw  =  L  cos  /  =  L  -7^ 


M  v'i  H-  ^' 


Le  résultat  cherché  est  donc 


arc  tang  j;  dx  =  x  arc  tangor  —  ^  L(l  H-  x*)  ; 


C^est  bien  la  formule  du  n^  22. 

31.  Lalégitimité  de  la  méthode  résulte  de  ce  que  la  différen- 
tielle d'une  fonction  reste  la  même  quelle  que  soit  la  variable 
à  Taide  de  laquelle  on  l'exprime  (I.  n^  68).  Mais  il  y  aura  lieu, 
lorsqu'on  reviendra  aux  intégrales  définies  (qui  sont  fondées  sur 
la  notion  de  somme),  de  voir  s'il  ne  faut  pas  apporter  quelques 
restrictions  à  l'usage  des  changements  de  variables. 
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Nous  nous  bornerons,  pour  le  moment,  aux  indications  qui 
précèdent  et  nous  aborderons  immédiatement  Tétude  des  classes 
<le  fonctions  dont  on  sait  effectuer  Tintégration. 


Intégration  des  rraclions  rationnelles 


3%.  On  appelle  fraction  rationnelle  le  quotient  de  deux 
polynômes  entiers.  Dans  le  cas  particulier  où  le  dénominateur 
est  une  constante,  on  a  on  polynôme  entier  qu'on  sait  intégrer 
puisqu'on  sait  intégrer  une  somme  (n^  7)  ainsi  que  Texpression 
^'".  Comme  de  plus  on  sait  mettre  toute  fraction  sous  la  forme 

où  (>  est  un  polynôme  entier  et  R  un  polynôme  de  degré 
inférieur  au  degré  de  B,  finalement  nous  n'avons  à  considérer 

que    des  fractions  de    la    forme  ^~  dans  lesquelles  nous 

supposerons  le  dénominateur  de  degré  ni  et  le  numérateur  de 
degré  au  plus  égal  à  m  —  I .  Ou  peut  évidemment  supposer  les 
deux  termes  de  la  fraction  premiers  entre  eux. 

;i:i*  Soit  a  une  racine  multiple  d  ordre  s  de  c  x  ; 

on  démontre  en  Algèbre  que,  /,  l'  et  V  tlant  trois  polynômes 
premiers  entre  eux  denjt  à  deux^  la  fraction  Jy  peni  se  mettre, 
par  de  simples  divisions^  sons  la  furme 


t.. 


(21) 


J«  plus,  si  le  deaîtv  de  f  esl  inférieur  ao  deirrê  du 
/j  sera  de  degré  inférieur  au  degr^  de  T  et  premier 
F,*de  degré  intérieur  au  degré  de  Y  et  premier  avec  \ 


UY, 

U; 


1^ 
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résulte  qu'en  tenant  compte  de  la  valeur  de  o(x)  on  pourra 
écrire 

La  dernière  fraction  pourra  être  décomposée  de  même,  de 
sorte  que  la  fraction  proposée  pourra  s'écrire 

a 

le  signe  ^  s'étend  à  toutes  les  racines  a  de  f{x)^  et  /*j('^)  ^^^^ 

un  polynôme  de  degré  a  —  1 . 
Maintenant  la  formule  de  Taylor  donne 

(^.  -  a)ac-i     ^^_ 
■^    (a— 1)!    ^*        ^W» 

et  par  suite 

Dans  cette  égalité  quelques-uns  des  numérateurs  peuvent 
être  nuls,  mais  le  premier  est  nécessairement  différent  de  zéro, 

parce  que  /i(.r)  est  premier  avec  {x  —  df  en  vertu  des  hypo- 
thèses faites. 

Finalement  la  fraction  est  une  somme  de  fractions  du  type 

(ay  ~  aV*  ®^  ^^^  intégration  est  immédiate  ;  on  aura 

^^  rfa;  =  y  ^''-  , !-— :  +  y  A,  log  [x  -  a).     (24) 

V  a 
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Dans  Tégalilé  (24) ,  le  signe  ^  *^^*^  s'étendre,  pour  une  racine 

p 
a,  à  toutes  les  valeurs  de  Texposant  p  de  2  à  a,  et  aussi  à  toutes 

les  racines  a  de  ^[x)  ;  le  second  signe  T^  s'étend  aux  racines  a. 


34.  Le  nombre  Â^  s'appelle  le  résidu  de  la  fraction  relatif 
au  point  a. 

Dans  le  cas  où  toutes  les  racines  de  <p(x)  sont  simples,  ce 
résidu  peut  se  mettre  sous  une  forme  remarquable  qu'il  est 
utile  de  connaître.  On  a  en  effet  : 

tifi  ^  _A_  +  „1l  4,...  (25) 

Multiplions  les  deux  membres  par  x  —  a  et  écrivons  ainsi 

?(^f- l(a)  =  A.  +  (g.  -  «)  [^^  +.■■]. 
X  —  a 

Si  X  tend  vers  a,  l'égalité  devient 

c'est  la  valeur  du  résidu. 

En  reportant  cette  valeur  dans  l'égalité  (25)  et  chassant  les 
dénominateurs^  on  obtient  une  formule 

r(^)^r(fij(^  +  m  ^ + ...,      (27) 

connue  sous  le  nom  de  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 
Elle  permet  d'écrire  un  polynôme  de  degré  m  —  1,  connais- 
sant les  m  valeurs  numériques  /(a),  f[b),.,  prises  par  ce  poly- 
nôme lorsqu'on  donne  à  la  variable  x  les  m  valeurs  arbitraires 
a,  6,...  En  effet  l'on  a 

(p(a?)  =  (a?  —  a)  (x  —  h).,. 
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et  les  quotients  ^~^,  —^••-  sont  des  polynômes  entiers 
entièrement  connus  ; 

^'{a)  =  (a  —  b)(a  —  c)... 


Signalons  encore  une  formule  importante  relative  au  cas  où 
le  degré  du  numérateur  f{:r)  de  la  fraction  est  inférieur  de 
deux  unités  au  moins  au  degré  m  du  dénominateur.  Il  faut 
alors,  dans  l'identité  (27)  que  le  coefficient  de  x"''^  soit  nul, 
ce  qui  entraine  la  formule  cherchée 


2 


^  =  0  (28) 


a 


Donc,  si  le  degré  du  numéraleiir  dune  fraction  est  inférieur 
de  deux  unités  au  degré  du  dénominateur  y  la  somme  des 
résidus  relatifs  aux  pôles  de  cette  fraction  est  nulle.  (On 
appelle  pôles  d'une  fonction,  dans  la  représentation  géomé- 
trique dos  valeurs  de  la  variable  (I.  n^  258),  les  points  pour 
lesquels  la  fonction  devient  inGnie). 


^5.  Dans  les  développements  qui  précèdent,  nous  n'avons 
pas  distingué  les  racines  réelles  des  racines  imaginaires.  En  se 
reportant  à  la  formule  (24),  on  voit  que  Ton  n'éprouvera  de 
dif6cultés  que  dans  les  termes  logarithmiques  ;  pour  les  autres 
en  effet  ils  seront,  ou  réels,  ou  imaginaires  conjugués  deux  à 
deux  et  la  somme  de  deux  imaginaires  conjuguées  se  met 
facilement  sous  forme  réelle.  A  la  vérité,  si  a  est  une  imagi- 
naire de  la  forme  a  +  pt,  on  a  vu  (tome  I  n^  269)  que 

log  (.^  —  a)  =  2  log'  \{pG  —  a)*4-P']  -\-  i  arc  tang  ^^^; 

et,  comme  à  l'imaginaire  conjuguée  a  —  ^i  correspondra  le 
coefficient  imaginaire  conjugué  de  A^,  les  deux  termes  corres- 
pondants dans  (2i)  auront  encore  une  somme  qu'on  débar- 
rassera facilement  des  imaginaires. 


l 

r 


i'. 

i: 


3^ 


*t 


i 


11 


fe 


r*. 


f 

ri 

r 
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Mais  cette  manière  de  procéder  est  longue  et  pénible.  11  vaut 
mieux  ne  pas  introduire  les  imaginaires. 

Soit  donc  o:^  -^px  -i-  y  un  diviseur  du  second  degré  de  ©(r), 
correspondant  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  et  soit/t 
son  degré  de  multiplicité  ;  on  aura 

et  (formule  21) 

/*j(j)  étant  un  polynôme  de  degré  2w  —  1  au  plus  et  premier 
avec  oC*  -H  /7J?  -H  y.  Divisons  fx{x)  par  j'  h-  ;?j7  h-  <?î  nous 
aurons  un  quotient  fj^x)  et  un  reste  du  premier  degré  M,i-  -f  •  N, 
c'est-à-dire  que  Pon  pourra  écrire 

nx)  ^  r,M  MX4-N 

(a?*  -^  px  -h  q)'*'       {x^  -h  px  -h  î)"~*        (07''  H-  /)X  -h  ç)'»' 


^:  On  aura  de  mt^iie 


(07*  -H  px  H-  (7)"-*         '^.r*  4-  px  H-  7)"  "'*        [x^  H-  px  -H  g)""*  ' 

etc.  On  voit  ainsi  que  la  fraction  proposée  conduira  à  des  frac- 
tions simples  de  deux  types  distincts,  et  qu'on  pourra,  a  dési- 
gnant maintenant  une  racine  réelle  quelconque^  remplacer 
l'égalité  (22)  par  la  suivante 

/(x)  __  V  _^ZL_  _u  V  ^ltJL_  (29) 


(5(x)      ^î^  (x  —  ay      ^mâ  {y-  -+-  p,v  -\-  qy  ' 

Nous  avons  appris  à  intégrer  les  fractions  du  premier  type  ; 
restent  les  dernières.  On  peut  écrire 


}\..  -h  N 


?}  (2.r  4-  p)  4-  N  -  J  Mp 


(./;-  4-  px  H-  qy  {.r-  -\-  2)X  4-  q)' 


f 
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d'où 


"     4- 


px 


:N  -  *  iip)J^ 


-+-  (N  —  ;j 


-h  p^r  -H  qy  ' 


La  première  intégrale  a  pour  valeur  ^^-i^y)  (.^.^.^y^...^.^).-!  > 
nous  n'avons  donc  plus  qu'à  envisager  l'intégrale 


I .  dx 


Comme 


a» 


p.r-f-îr=  ^o?  4- |V -+-(?—?-, 


on  est  amené  à  eiïectuer  le   changement  de  variables   rée) 
suivant  — 


*+   2  =  V/^-T'' 


çrràce  auquel  I  devient 


=('-ï) 


2\^"'     /        dt 


(i  -h  i') 


2\»' 


Nous  avons  donné  (formules  19  et  20)  le  moyen  d'effecluer 
riniégration  précédente.  Le  problème  est  donc  entièrement 
résolu. 

Une  remarque  sera  utile  pour  les  applications  :  les  coeffi- 
cients qui  figurent  dans  l'identité  (29)  ne  peuvent  recevoir 
chacun  qu'une  valeur  bien  déterminée.  On  sera  donc  maître  de 
la  marche  à  suivre  pour  les  déterminer  ;  en  parliculîer  on 
pourra  les  obtenir  par  une  simple  identification  du  second 
membre  avec  le  premier. 
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)it  par  exemple  à  décomposer  en  fractions  simples 


.^(x  ~  2)' {->■'  + ly 

>ppement  sera  de  forme 


2f\œ^  +  i  )■  -  ,'.-  -^  (,T  -  2y  -^  (ï^ 
Gc-t-D        C..V+D. 

le  (26)  donne  immédiatement 


larquer,  dans  le  calcul  du  dénominateur,  qu'ayant 
o  dans  la  dérivée,  il  suEfit  de  prendre  la  dérivée 
facteur  et  de  multiplier  par  les  autres  facteurs 
-i-  \y.  Cette  remarque  est  souvent  utile  dans  les 

luler  B,,  B,,  B,,  nous  remplacerons  x  par  2  -i-  (  et 
nerons  les  deux  termes  de  la  fraction  suivant  les 
ascendantes  de  t,  ce  qui  donne,  en  n'écrivant  dans 
se  que  les  trois  termes  qui  vont  être  utiles. 

5  +  2( 


:tuant  la  division  du  numérateur  par  la  parenthèse 


865 

m 

+  -j     loi'     looi'  +  ioooi 

17                       173 

2}' 

IOII(.î—2)'    '   1000(1-2)   '    - 

, 

„              17                 ,,         1000 
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C  et  D  S* obtiennent  en  multipliant  les  deux  termes  de  l'iden- 
lité  à  établir  par  {x^  -h  1)^  et  remplaçant  d'abord  x^  par  —  1, 
ce  qui  donne 


2.1?— 11 


Cette  identité  n*a  plus  lieu  que  pour  les  deux  valeurs  de  x 
qui  annulent  o;^  +  1.  On  peut  encore  chasser  le  dénominateur 
et  remplacer  x^  par  —  1,  ce  qui  donne 

2.r  +  1  =  (lie  —  2D)  o?  +  2G  —  IID. 

Cette  identité  devant  avoir  lieu  pour  deux  valeurs  de  x,  il 
en  résulte 


UC        2D  — 2 

2C  — IID  — 1, 

d'où  Ton  tire 

4 
C            25        '        ^       " 

3 
25" 

Il  reste  à  calculer  C^  et  D^  ;  pour  cela,  dans  la  première 
identité,  nous  ferons  passer  la  fraction 

Cj;  -+-  D      ,       ...  i.v  -h  3 

dans  le  premier  membre,  et  nous  multiplierons  de  nouveau 
les  deux  membres  de  l'identité  par  a;'  -H  1  ;  en  faisant  alors 
x*  =  —  1,  on  obtient 

22a?  H-  46     __  p      ^  p. 
="50^^275  ^^^-"'"^  ^•• 

Le  calcul  s'achève  comme  ci-dessus  et  Ton  trouve 

c S^  n  .«  ^. 

W—      425        *  ''^      25' 

Calcul  uiFnnTBSuiAL  ^ 
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Intégration  des  dlITérenlielIes  algébriques 
irrationnelles 


36.  Oa  ne  peut  pas  en  général  intégrer  les  difTérentielles 
qui  coatiennent  des  radicaux.  Mais  la  méthode  de  rédaction 
dont  nous  noue  sommes  servis  dans  le  n°  précédent peutanasi 
leur  être  appliquée,  lorsqu'on  a  une  différentielle  kinàme. 

Soit 


-/-'- 


bœ^ydx.  (30) 


Nous  ne  lerons,  pour  le  moment,  aucune  hypothèse  sur  les 
exposants  m  ei  p\  mais  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  sup- 
posent entier.  Supposons  en  effet 


Nous  ferons  le  changement  de  variables  suivant 


L'intégrale  devient 


arenll 

'(30) 


et  l'exposant  dans  la  parenthèse  est  entier. 
Cela  posé,  l'intégrale  (30)  peut  s'écrire 


"  'x"  ~  '(a  -H  bx^ydx. 


J  V .  "V**,^ 


i. 
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d'où,  en  intégrant  par  parties, 


'■"•"  ~  "^  60»  4-  1)» 

)       (31) 


La  dèrmère  intégrale  peut  s* écrire 


a7**~"(fl  -h  èaf^  {a  -h  b:i"ydx 


ou 


a    /   .7;'" -"(a  -h  Jjc»)^'-+-  6   I    a?»'(a -h  ôa7'»)^c?j7. 


i   a?»'(a 


En  reportant  celte  valeur  dans  réquation  (31)  et  ordonnant, 
on  trouve 

î      _  ar"*-"+'(fl  +  ba^y-^-^  __  a  m  —  n  -h  i  .  zoos 

i«».P  —       (^  _}.  ^p  ^  1)6  6  m  4-  /îi)  -h  1    "•  -'•'''•     ^  ^^ 

Cette  formule  de  réduction  n'est  pas  bien  commode  parce 
qu'elle  diœiQue  Tiadice  m  de  »  unités  et  qu'il  vaudrait  mieux 
procéder  par  unités.  Mais  nous  allons  en  déduire  une  autre 
foraiulB.  OflL  a  en  effet  évidemment 

Appliquante  formule  (32)  à  l'intégrale  Im  +  n,p>  nous  trans- 
formons l'égalité  précédente  en  celle-ci  : 
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I  déduit  enda  l'identité 

_         ""(P  +  *)         I       .  ^-"" '(g +  &-.-)'•-'-■ 

riture  se  simplifie  ua  peu  en  diminaant  m  el  p  d'une 


1.  ,  __sa_i,  ,.       (±±i^s^     (33) 

foriDuIe  permettra  si  p  est  positif  de  diminuer  d'unités 
s  jusqu'à  ce  que  l'exposant  soit  compris  entre  zéro  et 

est  négatif»  la  même  formule  résolue  par  rapport  & 
permettra  d'augmenter  l'exposant  jusqu'à  te  com- 
Ekussi  entre  zéro  et  un. 
ibe  sous  le  sens  que,  si  p  est  entier,  on  arrivera  fina- 

la  forme 


1 


/' 


tégratlon  est  immédiate  et  donne 


;ion  de  la  formule  (33)  sera  dans  ce  cas  aussi  rapide 

qui  résulterait  des  numéros  préc(!deDts. 

n  vient  de  voir  que,  si  p  est  entier,  la  différentielle 

le  s'intègre  toujours.  II  existe  deux  autres  cas  d'inté- 

pour  les  mettre  en  lumière,  nous  allons  d'abord 
qu'on  peut  toujours  supposer  ii  =  1.  Posons  en  etiet 


^V''""'" 
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II  vient 


»M  4- 1 


Nous  pouvons  alors,  pour  simpliBer,  supposer  qu'on  ait 
commencé  par  le  changement  de  variables  précédent  et  que, 
dans  la  formule  (32),  on  ait 

a  ==  1,        b  =  i,        n  =  1. 
Elle  devient  ainsi 

'«.p  —    ^  4_  p  _^,  1    —  m-^-p-h  ï   "*-*''*  ^  ^ 

El  cette  formule  de  récurrence  n'offre  plus  l'inconvénient 
delà  formule  (32);  elle  permettra,  en  diminuant  ou  augmen- 
tant d'unités  en  unités,  de  ramener  m  à  être  compris  entre 
zéro  et  un.  Si  m  est  entier,  on  sera  même  ramené  à  inté- 
grer (1  H-  xydx,  ce  qui  est  toujours  possible,  quel  que  soit/) : 
on  trouve  en  effet  immédiatement 


y,. +..)-.. =cL±^. 


38.  Un  dernier  cas  d'intégration  est  celui  où  m  +  /?  est 
entier.  On  a  en  effet  identiquement 


-fi^p 


{i-^xyx'"dx=   I    l  )  x"'-'^i'da) 


soit  p  =z  ~;  nous  poserons 


1       H-     J7  M 

— ;;r-  =  y 
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d'où 


X  = ,         dx  := ^ dy 


et 


et  la  dernière  intégration  se  porte  plus  que  sur  une  fraction 
rationnelle  ;  elle  peut  donc  être  effectuée. 

A  part  les  trois  cas  dont  il  vient  d'être  question,  on  ne  peut 
pas  ramener  aux  fonctions  algébriques  ou  logarithmiques  l'in- 
tégrale de  ^'«(1  -h  xydx  (J.  M.  P.  1853,  Tcliebycheff). 

39.  La  transformation  que  nous  venons  d'employer  réussit 
évidemment  aussi  dans  le  cas,  à  apparence  plus  compliquée, 
où  l'on  a  une  intégrale  telle  que 

dans  laquelle  R  désigne  une  fraction  rationnelle  et  a,  p ...  des 
fractions  numériques.  Soit  d  un  dénominateur  commun  à 
a,  p...;  on  posera 

ax  -k-  h , 

ex  -\-  d       ^ 

et  l'expression  à  intégrer  sera  rendue  eAtièrement  rationaeile. 

40.  Quelques  exemples  seront  utiles  pour  éclaircir  ce  qui 
précède. 


1^  Intégrer  /  ^  "^  ^^  "^  '[  dx. 

f       1    ■       y  1    - 1     X 

On  pose 


F 
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et  rintégrale  devient 


^       3(y  —  i)  ^  3/^  H-  îy  -h  1 J  -^ 


dont  la  valeur  en  termes  finis  est 

^  +  2y»  4-3y2  H-4  log(y  - 1)  -+-  log  v^nT?  -h  ^---  arc  tang  /, 


quand  on  pose 


,       22/         1 

<  =  -  -    -h    - 

V  3      V  3 


2^  Intégrer  j»iw"x  oos^'xdxy  m  ei  p  étant  entiers 
Nous  poserons 


sin^o;  ==  /, 


ce  qui  transforme  l'intégrale  dans  la  suivante 


««1  iL=i 

2     (i  —  0  '  ^^ 


et  il  est  facile  de  voir  que  celte  différentielle  binôme  est  tou- 
jours intégrable  quelles  que  soient  les  hypothèses  faites  sur  la 
parité  des  lettres  m  et  p.  Nous  donnerons  d*ailleurs  plus  loin 
des  moyens  plus  papides  d'opérer  dans  ce  cas. 


Intégrales  abclienncs 


41.  Les  intégrales,  qui  viennent  d'être   étudiées  sous  le 
nom  d'intégrales  de  différentielles  binômes,  ne  sont  qu'un  cas 
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particulier  d'une  classe  des  plus  intéressantes,  que  nous  allons 
maintenant  définir. 
Soit 

r(^,y)  =  o  (35) 

l'équation  d'une  courbe  algébrique  indécomposable,  c'est-à- 
dire  que  /(^,y)  est  un  polynôme  entier  en  x  et  y,  non  réduc- 
tible à  un  produit  de  facteurs  rationnels  de  degrés  moindres. 
L'intégrale 


P{x,y)dx  ^  (38) 

dans  laquelle  P  désigne  une  fonction  rationnelle  et  y  une 
fonction  implicite  de  x  définie  par  l'équation  (35)  est  une 
intégrale  abélienne  et  l'on  dit  qu'elle  est  attachée  a  la  courbe 
donnée  (35). 

L'élément  fondamental  de  la  courbe  au  point  de  vue  de 
l'intégration  est  le  genre^  que  nous  avons  défini  (tome  I, 
n»  384). 

4S.  Consid(^rons  par  exemple  les  courbes  unicursales  ou 
de  genre  zéro.  On  a  vu  (I  n**  385)  que  les  coordonnées  d'un 
point  peuvent,  dans  ces  courbes,  s'exprimer  en  fonctions 
rationnelles  d'un  même  paramètre  :  soient 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'intégrale  (36),  la  différentielle 
devient  rationnelle  en  /  et  peut  être  intégrée. 
.  Comme  première  application,  supposons  que  la  courbe  (35) 
soit  une  strophoïde 

tj\x  +  a)  =:  x\a  —  x),  (38) 

et  cherchons  à  intégrer 


^::t//  dx.  (39) 

a?  —  . y 


DES   INTÉGRALES   INDEFINIES  41 

Pour  cela  il  suffit  de  poser,  dans  Téquation  (38), 

y=tœ, 
d'où 

a;  =  ap-^,  y  =  ai  ^--^^         rf.;  =  -  4a  ^"P^^;^, 


et 


fv^i^=-^f\^-\ 


tdt 


—  K*  -*-'')*' 


Or  Ton  a  identiquement 


\{  -h  t)t 1 1__         t^  \ 

(1  —  0(1  -h  ty  ~  2(1  —  t)     (1  -h  <«)*  "^  2(1  H-  ty 

Par  suite,  en  tenant  compte  de  résultats  antérieurement 
calculés  et  remetl&nt  t  au  lieu  de  /,  on  trouve 

r^y  *^«y  ""ï"  y    07-^      2(x^-^y')  y 


y  étant  une  fonction  A'x  définie  par  l'équation  (38). 

43.  Mais  le  cas  particulier  le  plus  intéressant  des  courbes 
de  genre  zéro  est  celui  des  coniques.  Puisque  ce  sont  des 
courbes  unicursales,  il  résulte  des  considérations  précédentes 
que  Ton  saura  intégrer  toute  différentielle  algébrique  qui  ne 

renfermera  pas  d*autre  irrationnelle  qu'un  radical  de  la  forme 
y/flx"  -^  bx  -^  c  ;  car  il  suffira  de  poser 

y  =  y/ax"  -h  6j?  -+-  c 
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et  d'exprimer  1^    deux    coordonnées   d  un    point  de  celte 
coniqae  en  fonctions  rationnelles  d'un  même  paramètre,  ce 
qui  sera  toujours  facile. 
Soit  par  exemple  à  intégrer 


doc 


V/(X— l)(a7  — 2)' 
Posant 

nous  remarquerons  que  celte  conique  coupe  Taxe  des  x  au 
point  dont  l'abscisse  est  égale  à  Tunité,  et  nous  ferons  passer 
par  ce  point  une  sécante 

y  =  {.V  ~  i)^ 

Le  second  point  d'intersection   de  cette  sécante  avec  U 
conique  a  pour  coordonnées 

_(»~2  __  t 

et  l'intégrale  devient 


Sa  valeur  en  termes  finis  est  donc 


^^  t—  {—  ^^  ^(^z-iyçi.  ^^2)  H-  1  —  a,' 

Mais  le  cas  des  racines  carrées  de  trinômes  du  second 
degré  est  trop  important  pour  que  nous  nous  bornions  à  ce 
qui  précède,  et  nous  reviendrons  sur  les  diflérents  cas  particu- 
liers  qui  peuvent  se  présenter  lorsque  nous  aurons  achevé 
d'exposer  les  théories  générales  relatives  aux  intégrales 
hypereilipliques  (voir  n*'  51). 


» 
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inlégniies  «Wptiqties  et  hyperellIpMqties 


44.  La  recherche  des  intégrales  que  nous  avons  étudiées  jus- 
qu'à présent  ne  nous  a  conduits  qu'à  des  fonctions  connnes 
que  nous  désignerons  à  l'avenir  «ohs  ie  nom  de  ioncUons  élé- 
mentaires (rationnelles  et  circulaires,  logarilhmes,  ex^MHien* 
tielles).  Dans  ce  qui  va  mivre,  nous  serons  amenés  par  Finie- 
gration  à  introduire  de  nouvelles  fonctions. 

Le  cas  le  plus  simple  qui  se  présente  après  les  courbes  de 
genre  zéro  est  celui  des  courbes  de  genre  un.  On  sait  {n^  291) 
qu'on  peut  faire  corre6fM)ndre  la  cubique 

Y»  =  4X3  _  ^^x  -  g,  (40) 

à  toute  courbe  de  genre  uriy  de  manière  qu*à  tout  point  de 
la  première  courbe  corresponde  un  seul  point  de  la  seconde  et 
inversement,  les  coordonnées  de  chacun  des  deux  points 
s*exprimant  rationnellement  en  fonction  des  coordonnées  de 
l'autre.  En  d'autres  termes,  on  peut  remplacer  l'intégration 
de  toute  différentielle  algébrit^ue  attachée  à  une  courbe  de 
genre  un  par  l'intégration  suivante 


R(*/%  ^'^v'  —  g^v  —  g^)  de,  (41) 


dans  laquelle  R  désigne  une  expression  rationnelle.  On 
pressent  ainsi  l'importance  de  ces  nouvelles  fonctions  trans- 
cendantes sur  lesquelles  nous  aurons  à  revenir  plusieurs  fois. 

On  appelle  intégrales  elliptiques  celles  dans  lesquelles  ne 
figurent  pas  d'autre  irrationnelle  que  la  racine  carrée  d'un 
polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 

Dans  les  intégrales  hyperelliptiques^  le  polynôme  sous  le 
radical  est  de  degré  supérieur  au  quatrième. 


féducUon  des  Intégrales  hypcrelllpilques 

,  ËQ  général  il  ne  sera  pas  possible  de  ramener  aux 
onB  élémentaires  les  intégrales  hyperelliptiques  ni  oit>nie 
légrales  elliptiques.  )1  est  donc  essentiel  de  savoir  dimi- 
lutantque  possible  la  difGcullé  du  problème  et  de  classer 
ïment  ces  nouvelles  transcenâanles.  Nous  verrons  par 
lie  que  llntégration  de  toutes  les  intégrales  elliptiques 
seulement  l'introduction  de  trois  nouvelles  fonctions, 
atrons  d'abord  qu'on  peut  toujours  supposer  impair 
ré  n  du  polynôme  P„  soumis  au  radical. 
ignons  par  l„  l'intégrale  donnée  ; 

a  une  racine  de  P,,  ;  nous  poserons 

»^»  +  i. 

i=:2p,  on  aura 

suite  l'intégrale  sera  remplacée  par  une  intégrale  de  même 
avec  un  polynôme  du  degré  2p  —  1  sous  le  radical, 
ersement  si  «  ^  2p  —  1,  et  posant 

1 


.ouvelle  intégrale  contient  sous  le  radical  un  polynôme 
trcî  2p. 
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Nous  n'avons  pas  tenu  compte,  dans  ce  qui  précède,  de 
la  distinction  des  racines  réelles  ou  imaginaires.  C'est  un 
véritable  inconvénient,  puisque  nous  n'avons  pas  encore 
défini  les  intégrales  contenant  des  imaginaires.  Nous  aurons 
donc  à  revenir  sur  cette  question  dans  les  applications. 

46«  La  quantité  à  intégrer  peut  évidemment  s'écrire 

B'v/X 


G-+-D/X' 

A,  B,  G,  D  étant  des  fractions  rationnelles  en  x^  et  X  un 
polynôme  entier  de  degré  2n  ou  2n  ^  1.  On  rend  le  dénomi- 
nateur rationnel    en    multipliant,  par  C  —  D^X,   les   deux 

termes  de  la  fraction,  qui  prend  ainsi  la  forme 

E  -h  F  y/X  =  E  -h  ^ 

Le  premier  terme  donne  une  intégrale  \^dx  que  nous 
savons  effectuer;  reste  le  second.  Or,  nous  avons  appris  à 
décomposer  FX  en  un  polynôme  entier  ^jXkX^  et  en  une  somme 

de  fractions  de  la  forme  7 ' — 7. .  Nous  sommes  donc  ramenés 

\x  —  «/ 

à  deux  types  d'intégrales 


)'Vx- 


Nous  allons  montrer  que  si  m  est  le  degré  de  X,  la  première 
intégrale  ou  plutôt  la  somme  des  intc^grales  analogues,  est 
réductible  à  des  fonctions  algébriques  et  à  des  intégrales  où  les 
exposants   A  sont  de  degré  inférieur  à  m  —  I.  A  cet  effet, 

écrivons  le  polynôme  2^*^''  ^^^^  ^*  forme 


2«fc^  =  «i>^''  -^  /i»-i(^)» 


I        „ 
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p  étant  le  terme  de  degré  le  plus  âevé  et  f{x)^  l'ensemble  des 
autres  termes.  Soit  enfin 

On  aTidentité 

^«  2;}  —  ^H  -h  2 

g  (^0  étant  aussi  de  degré  p  —  1.  Il  en  résulte,  en  intégrant, 


v/X 


Le  numérateur  du  coefficient  différentiel  est  maintenant  de 
degré  j9  —  1  et  Ton  conçoit  que,  par  application  répétée  de  la 
méthode,  on  arrivera  à  un  polynôme  de  degré  m  —  2. 


Cela  posé,  les  intégrales     /  —t^,   dans  lesquelles  k  est 


maintenant  inférieur  à  m  —  1 ,  peuvent  encore  être  divisées  en 
deux  classes.  Les  intégrales  de  première  espèce  sont  celles  qui 
ne  deviennent  pas  infinies  avec  x  ;  les  intégrales  de  seconde 
espèce  celles  qui  deviennent  infinies  avec  x.  Cherchons  à  les 
distinguer.  Pour  cela  écrivons 


v''x=...VÂ:(i+^-^i-+- ) 


ou,  en  appliquant  la  formule  du  binôme  généralisée, 


^wr^ 
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On  en  tîre 


7ife{*-2-Â;i-^-y-'"'^=;è 


le  terme  écrit  étant  le  terme  de  degré  le  plus  élevé  de  la  série. 
L  intégrale  sera  donc  de  seconde  espèce  si  A  >  -g  —  1 ,  et  de 

première  espèce   si  k  <i-2- —  *>  "*  dernière  inégalité  n'ex- 
cluant pas  Tégalité,  si  m  est  pair. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  les  intégrales  de  première 
espèce  ne  deviennent  jamais  inGnies,  et  que  les  intégrales  de 
seconde  espèce  ne  so&tinGnies  que  pour  x  infini.  Gela  résulte 
immédiatement  du  n°  17  dans  le  voisinage  des  racines  de  X, 
et  c'est  vrai  à  fortiori  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x. 

Al  m  —  Considérons  maintenant  les  intéorrales  de  la  forme 


dx 


{x  —  a)VX 


Deux  cas  sont  à  considérer  suivant  que  X  est,  ou  non,  divi- 
sible par  X  —  a.  Revenant  même  un  peu  en  arrière,  parce  qu'on 
nTa  pas  eu  besoin  jusqu'ici  et  qai'on  n'a  pas  iminédiatement 
bescMii  de  supposer  eonnues  les  racines  des  polynômes 
donnés,  nous  chercherons  à  réduire  les  intégrales  de  la 
forme  (*) 

"^  Vdx 


Qî^/X 


=  • 


(*)  Pour  nous  borner  à  cette  forme,  nous  nous  appuyons  sur  ce  fait, 
bien  connu  dans  Tétude  des  racines  multiples,  qu'on  peut  toujours, 
par  de  simples  divisions,  mettre  un  polynôme  sous  la  forme  QiQ^'-Qs^..., 
Qi,  Qs...  étant  premiers  entre  eux.  Il  n'y  a  plus  qa'à  appliquer  la  for- 
nulle  (21)  pou;  avoir  la  fori&e  du  texte. 
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P  étant  de  degré  inférieur  au  degré  de  Q.  Les  deux  cas  à  con- 
sidérer sont  celui  où  Q  est  premier  avec  X  el  celui  où  Q  a 
avec  X  un  diviseur  commun. 

Premier  cas  :  Q  premier  avec  X.  —  Gomme  le  polynôme 
Q  n*a  que  des  racines  simples,  il  est  premier  avec  8a 
dérivée  Q',  par  suite  avec  le  produit  Q'X  et  Ton  sait,  par  la 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur,  trouver  deux  poly- 
nômes A  et  B  tels  que  Ton  ait  identiquement. 

1  =  AQ  +  B(Q'X),  (42) 

d'où 


^^       dx-^    I  PB  v'X.  ^  dx 


(43) 


-'V'X  /  Qi^ 


La  dernière  quantité,  intégrée  par  parties,  donne 
'pB^%.^d.  = L-.-i-PB/X+      «        AÇBv^; 

par  conséquent^  en  effectuant  la  dernière  différentielle  et  rem- 
plaçant dans  Téquation  (43)  la  dernière  intégrale  par  sa  valeur 
ainsi  calculée,  on  trouve 


r  p  rf, = _  _j__  pBj^ 

PA  +  _L-j[(PB)'X  +  *  PBX] 


(4i) 


Qf^-'  v'X 


dx 


L'intégrale  du  second  membre  est  de  même  forme  que  celle 
du  premier  membre,  mais  l'exposant  de  Q  est  diminué  d'une 
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unité.  La  formule  (44)  est  donc  une  formule  de  réduction,  et 
Ton  pourra  s'en  servir  pour  toutes  les  valeurs  de  ji  supé- 
rieures à  Tunité.  L'intégrale  proposée  est  donc,  en  dernière 
analyse,  égale  à  une  expression  rationnelle  en  x  et  v/X  aug- 
mentée d'une  intégrale  de  la  forme 


qu'on  ramènera  au  type 


dx 


{x  —  a)  v/X 


(45) 


P 

en  décomposant  q  en  fractions  simples. 

Deuxième  cas  :  X  a  un  plus  grand  diviseur  D  commun 
avec  Q.  —  Soit 

X  =  DX„  Q  =  DQ^, 

comme  D  est  premier  avec  Qj,  puisque,  par  hypothèse,  Q  n'a 

pas  de  racines  multiples,  on  pourra  (formule  21)  décomposer 

p 

la  fraction  jr^  en  deux  fractions  simples 


P  ^-'P         P 


On  aura  donc 


-  dx. 


Q^^K  J    Dî^v'X  /    0,1"  V^X 

La  deuxième  intégrale  du  second  membre  rentre  dans  le 
premier  cas  traitd,  parce  que  Qi  premier  avec  D  et  avec  X^ 

Calcul  iifFiiftTisiifAL  i 


50  CHAPITRE  I 


ent  premier  avec  X.  Dans  la  première,  D  divise  exactemeat  X 
et  on  peut  écrire  cette  intégrale,  en  faisant  sortir  D  du  radical» 


D^TT^^- 


11  ny  a  plus  mainienant  qu'à  répéter  textuellement  la 
méthode  suivie  dans  le  premier  cas,  sauf  que  Q  est  ici  rem- 
placé par  D  et  pi  par  k-+-  0»  pour  obtenir  une  formule  de 

réduction  analogue  à  (4i).  Seulement  ici  l'exposant  étant 
fractionnaire,  on  pourra  faire  fx  =  1 ,  et  la  seule  transcendante 
qui  subsistera  sera  de  la  forme 


/Pdœ   ^     rPdx 


Cette  intégrale  a  été  examinée  au  n^  46,  et  dans  ce  numéro 
nous  n'avons  trouvé  qu'une  nouvelle  transcendante,  savoir 


dx 


(,r  — a)  v^X' 


qu'on  appelle  intégrale  de  troisième  espèce. 

48.  Dans  le  cas  où  X  est  du  troisième  degré,  il  y  a  une 
intégrale  de  première  espèce 


une  de  deuxième  espèce 


I,= 


l  _^  xdx 


DES   INTËGRABES    INDÉFINIES  oi 

SOIR  peder^etlUntégrâle  de  trotéième  espèce 


I    Çv  —  a)  V  £p^ 


~  9^^  —  ffi 


40.  Si  X  est  du  guatrième  degré,  nous  allons  faire  voir 
qu'on  peut  toiyoucs  supj)oser  que  c'est  un  polynôme  bicarré. 

11  est  d'abord  évident  qu'en  partant  du  radical  \/ix^  —  9%^^  9i 
on  obtient  la  forme  bicarrée  par  la  substitution  suivante 
a:  =  a  H-  f*,  dans  laquelle  «  désigne  une  racine  réelle  de 

Réciproquement,    si  It    est    bicarré,  en   posant  ./;*=  :?,   on 
retombera  sur  les  formes  du  n^  48. 

Soit  maintenant  X  quelconque  du  quatrième  degré  ;  nous 
pouvons  le  supposer  décon^po&é  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs réels  du  second  degré,  c'est-à-dire  mis  «ous  la  forme 

X  =  {ax^  -i-  hx  -h  c)  (a'o?*  4-  h'x  -hc')  ; 

supposons  de  plus  que,  ^i  ces  facteurs  ont  eux-mêmes  leurs 
racines  réelles,  ces  racines  ne  soient  pas  enchevêtrées. 
NousTerons'la^siibëfîtution 


,,  =  ït±,,f.  (4e) 


Il  en  résulte 


^^  =  (.-hr^  v"^ 


(u  +  i)= 
en  posant 

Y  =  [a{ay  -^  p)^  -+-  b{:iy  +  p)  (y  4-  1)  4-  c(y  -+-  1)^] 
E<(»  ^W-^KiW  -^^W  (i/  +  i)  +  C'{y  4-"l)^]- 

Tîxprimons  que,  dans  chacun  des  crochets,  'le  terme  en  y 
disparaît^  nous  aurons,  pour  calculer  a  et  p,  deux  équations 

aaaP  H- 6(a -h  P)  4- 2c  =  o      ) 
2rt'a?  4-  &'(«  -t-  P)  4-  2c'  =  o  ;    ^  ^^ '^ 


1  tire  ip  et  a  +  ^.  L'équation  du  second  degré,  qui  fera 
aitre  3  et  p,  aura  ses  racines  récites  parce  que  la  condî- 
de  réalitt! 

{ae'  —  ca'y  —  {ab'  —  ba')  (bc'  —  ci')  >  0 

ime  précisément  que  les  racines  des  deux  facteurs  qui 
}Osent  X  ne  sont  pas  enchevêtrées.  Nous  avons  donc 
;i,  par  des  substitutions  réelles,  à  transformer  une  fonction 
nnelle  en  x  et  ^X,  X  élant  un  polynôme  quelconque  du 
legré,  dans  une  autre  Fonction  Fatlonnelle  en  >/  etv^Y  pour 
îUe  Y  est  le  produit  de  deux  facteurs  delà  forme  my'  ■+■  n, 
-à-dire  pour  laquelle  Y  est  un  trinôme  bicarré. 

Y  =  >y'  +  (ly'  +  V.  (48) 

vrai  dire,  l'analyse  précédente  suppose  que  l'on  peut 
a^  et  a  4-  ^  de  (41),  c'est-à-dire  que  l'on  n'a  pas 


lis  si  cette  dernière  égalité  avait  lieu,  eu  posant  dans  X 

b 

aî  -+  2fl  =  y- 

urait  immédiatement 


X  = 


(48). 
liatem< 
intégra 


li  est  bien  la  forme  (48). 

1  voit  alors  immédiatement,  d'après  la  classification  du 

i,  qu'il  y  aura  une  intégrale  elliptique  de  première  espèce 


(49) 
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et  une  de  deuxième  espèce 


x*dx 
—. .  (30) 


L'intégrale   /     ,  ^         n'est  pas  elliptique,   comme 

on  le  voit  en  posant  a?*  =  z. 

Legendre,  à  qui  Ton  doit  Tidée  première  de  cette  classifica- 
tion des  intégrales  elliptiques,  ramenait  toujours  la  quantité 
soumise  au  radical  à  la  forme  canonique 

(1  —  aj*)(l  —  k^oc%  (5i) 

k^  étant  inférieur  à  l'unité.  Pour  obtenir  celle  forme  à  un  seul 
paramètre^  il  était  nécessaire  de  multiplier  la  variable  par  un 
facteur  que  Legendre  appelait  le  multiplicateur.  EnBn  cet 
illustre  auteur  avait  été  amené,  à  prendre  comme  intégrale 
type  de  deuxième  espèce,  non  pas  la  forme  (50),  mais 


".  -f'î^  -. 


et  comme  intégrale  de  troisième  espèce 


dx 


(1  4-  mx^)  /ÎT^  X*)  (i  ~  k^x'')  * 


Comme  on  a  identiquement 


on  voit  que  l'intégrale  de  deuxième  espèce  de  Legendre  se 
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rattache  de  la  manière  la  plus  simpleacnc  typas^  qui  résultent 
de  la  classifîcalion  générale. 

50.  Nous  allons  montrer  qu^on  peut  toujours  par  des  trans- 
iormations  réelles  ramener  le  polynôme  (48)  à  la  forme 
canonique  (51),  sauf,  bien  entendu^  le  cas  où  ^^j  [j^  et  v  seraient 
tous  les  trois  négatifs.  Encore  dans  ce  dernier  cas  I^  et  I2  étant 
purement  imaginaires,  on  pourra  en  meltani  ^/  —  i  en  facteur 

faire  rentrer  ce  cas  dans  celui  où  tous  les  coeificienis  sont 
positifs.. 

Sup{)afiona  le  polynôme  bicarré^  soumis  au  radical,  dÀ5coni- 
posé  en  un  produit  de  deuxJacteur&  réels 

On  peut  toujours  supposer  a  >  0,.  puisqu'on,  aurait  le  drxût 
de  changer  tous  les  signas  dans  les  daux.faQtûursrde  X.. Posons 
alors 


ax^  '-i-b  =  t*, 


d'où 


axdx  =  tdl^ 


et 


dx  = -.--^—- 


L'intégrale  elliptique  dfe  première  espèce  dbvient 


dV 

y'(/î  _  5)  (a'fi'--ha'^  Ob') 


Le  facteur  ax*  -h  b  se  trouve  remplacé  par  le  faclour  t^  —  b 
où  le  second  terme  a  changé  de  signe.  Nous  pourrons  donc 
toujouns  supposer  que  le^piwiiier  facteur  a- se»  raoÎQBs  oéellafl  : 


•  ■» 
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désignons  le  par  x^  —  a*,  et  nous  n'aurons  que  quatre  types 
différents 

X  =  (j;^  —  a*)  (^1^2  ^  ,^2) 
X  =  (a'«  —  «2)  {^^x^  —  Y*) 
X  =  (a?2  —  **)  (—  p»a?*  ■+.  f) 
X  =  (.^«  —  a«)  (—  p^7.'2  —  f) 

La  substitution 

1 

suivie  d*«a  changement  de  signe  des  denx  fadeurs  qui  corn- 
{H)9ent  X,  ramènera  les  deux  derniers  types  aux  denx 
premiers.  £ntln  une  substitution  analogue  à  celle  déjà  em- 
ployée, 

P.^^    4-   7*    =-    t'y 

ramènera  la  première  forme  à  la  seconde,  à  laquelle  nous 
pouvons  donc  limiter  notre  examen.  Nous  l'écrivons,  après 
suppression  d'un  facteur  positif  constant, 

X  =  (l  _  a^a?»)  (i  —  6»^»). 

a  et  6  ne  sont  pas  égaux,  sans  quoi  X  serait  un  carré  parfait 
et  ^  serait  rationnel.  Soit 

a'  <  b\ 
Posons 

Il  vient 

X  =  (I  —  A**«x«)  (i  —  6«jr»). 

Une  dernière  substitution, 
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donnera 

X  =  (1  -  x\)  (l  —  k^œf), 

ce  qui  est  la  forme  canonique. 
Quant  à  l'intégrale  de  troisième  espèce 


dx 


-*> 


(a?  —  a)  /X 

il  sufBt  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par  x  -\-  a 
pour  apercevoir  qu'elle  est  la  somme  d'une  fraction  intégrable 
et  d'une  intégrale  de  la  forme  adoptée  par  Legendre  pour  t)'pe 
des  intégrales  de  troisième  espèce. 

Posons  07  =  sin  o  ;  ces  trois  types   deviennent  respective- 
ment 


I 


=    /  rf-pvT^ 


I,  =    1    df\/l~  A'8in»<p 


L  = 


d^ 


(1  -i-wsîn*o)  y/l  —  A*sin*<j>' 


Remarque.  —  Si  ^  =  o  les  intégrales  elliptiques  se  réduisent 
aux  fonctions  circulaires 

Ij  =  <p  =  arc  sin  0?,  Ij  =  arcsina7,  Ig  =  -=  arc  Ig  (v^l  -h  m  lg<p). 
De  même  si  k*  =  1,  on  trouve  les  fonctions  logarithmiques 

I,  =  —  log  ïg  (j  —  Ij,         I3  =  sin  g, 
Ï3  =  IZZT-  log  fE^  +  '(p^,  log  (1  +  X). 
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51.  Exercices.  Oa  peut  souvent  réduire  aux  intégrales  ellip- 
tiques des  intégrales  à  apparence  hyperelliptique.  En  voici 
quelques  exemples. 

Les  deux  intégrales  (*) 


(x)dx / F(x)dx 


peuvent  être  ramenées  aux  intégrales  elliptiques  par  une  des 
deux  transformations 

a^^  =  p  séc^tp  —  Y  tang'o 
.^•*  =  p  cos'cp  H-  f  sin^<p, 

après  qu'on  les  a  transformées,  par  des  procédés  analogues  à 
ceux  qui  viennent  d'être  employés,  de  manière  à  les  mettre 
sous  la  forme  (p  >  y) 


f{œ^)dx 


V  ±  {x^  —  P)  (x^  —  Y)  Vdo  {x'  —  mv'  —  Y) 


f(x^)dx 


La  substitution 


â?3  4-  -5  =  2/—  f , 


a?' 


ramène  l'intégrale 


dx 


Vî 


x^ 


à  la  forme  elliptique  (Serret,  calcul  intégral  18^8  p.  65). 
Enfin  les  deux  substitutions  successives 


1 


X= a,  y/{z  -i-  Ol)  (Z  -^  ^)  =  du, 

z 


(*)   M.   DR  Sparbb,  Anna\e%  (k  la  Société    scientifique  de  Bruxelles, 
T.  XXI,  H-  partie  1897. 


k  -  -wm^i 
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ramènent  F  intégrale 

dx 


V  (.'.•  -i-  a)\x  -h  by{jc  -H  cy 


à  la  suivante 


r (hi 


dans  laquelle 

oL=n  c  —  a,         ^  =  b  —  a. 

SS«  La  méthode  de  réduction  des  intégrales  hyperelliptiques 
s'emploie  avec  succès  dans  les  intégrales  où  la  seule  irration- 
nelle est  un  radical  portant  sur  un  trinôme  du  second  degré. 
C'est  même  le  plus  souvent  la  méthode  la  plus  rapide  pour 
arriver  à  l'intégration.  Nous  pouvons  donc  considérer  seule- 
ment l'intégrale  de  première  espèce 


-/ 


dœ 


\^aa)^  -h  bx  -^  c 


et  celle  de  troisième  espèce 


^    r d.r 

/    (jj  —  x)  yax^  -4-  bx 


On  voit  d'abord  que  la  dernière  se  ramène  à  la  précédente 
en  posant 


1 

X  —  a  =  - 


il  en  résulte  en  effet 


iix  —  —  ^y 


I  -■  ■  0- 
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et 


L  = 


-    f    .^.^l 

/    yja-^by  -^cy^ 


Nous  n'avons  donc  qu'à  considérer  I^  et  à  indiquer^  suivant 
la  nature  des  racines  du  trinôme,  le  procédé  le  plus  propre  à 
effectuer  dans  chaque  cas  l'intégration.  On  peut  d*abord,  dans 
tous  les  cas,  écrire  le  trinôme 

h  Y       iac  —  b* 


K^  -^  25) 


4a       ' 


par  suite,  en  prenant  j:  +  ^-  pour  variable,   on  aura  trois 

«■M 

formes  distinctes  ; 


Suivant  la.  méthode  indiquée  au  n^  43,  nous  poserons,  pour 
ijilégrer  les  deux  psemières, 

\^t^'±~^  =t  -h  s, 

ce  qui  revient,  au  point  de  vue  géométrique,  à  couper  la 
courbe  tt*  =  /*  d=  «*  par  une  parallèle  à  une  asymptote. 
On  en  tire 


±:a*-h^ 


/f  ±  ««  =         2z 


2 
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Lfis  deux  intégrales  deviennent  ainsi 

J  ^wk:- = -J  T = -  i»s  ' = -  '"S  ('T' 


u  enfin,  en  supprimant  la  constante  log  a.', 


-0. 


/ 


7ji-''^i  =  '»S('+l*±«T-  (52) 


Si  le  trinôme  sous  le  radical  est  réductible  fila  former* —  t*, 
ous  poserons 

l  =  a  gin  Q,        d'où        dt  ^=  »  cas  fd^, 


l 


/di  .    t 

-,- =-  -_-  =:  arc  sm  - . 


(53) 


53.  Nous  avons  opéré  sur  les  formes  réduites  auxquelles 
n  est  conduit,  en  dernière  analyse,  par  l'application  de  la 
léthode  générale.  Mais  il  est  clair  que  les  changements  de 
ftriables  effectués  sur  ces  formes  réduites  auraient  pu  être 
pérés  dès  le  début  sur  l'expression 


/' 


K{x,  \'ai 


!i  R  désigne  une  ioaction  rationnelle.  Le  résultat  auquel  on 
■rive  est  une  fonction  rationnelle  de  la  nouvelle  variable,  sauf 
)ur  la  dernière  substitution  qui  introduit  sin  «  ;  mais  on  sait 
l'on  peut  exprimer  les  lignes  trigonométriques  d'un  même 
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angle  en  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre  par  les  formules 

2u  1— w«      ,  2u_ 

2du  l  i^') 


«°"p  =  rT¥»'  '««'?  =  riFir«'  'K?  =  T^ri? 


do  = 


1  4-  M*' 


On  peut  donc  considérer  Firrationalité  comme  ayant  entiè- 
rement disparu  dans  tous  les  cas. 

AQn  de  réunir  tout  ce  qui  concerne  ces  fonctions,  rappelons 
la  méthode  du  n^  43  qui  suppose  connues  les  deux  racines  a 
et  P  du  trinôme  aœ^  -+-  6jc  -+-  c  ;  on  pose  alors  x  —  a  =  (x  —  P)/^ 

54.  Nous  donnerons  quelques  exemples. 

i^  Intégrer 


1  = 


Nous  effectuerons  la  substitution  employée  au  n®  51. 

X  =  ces  <f ,         dœ  =  —  sîn  cprfcp. 
L'intégrale  devient 


«|rf<P 


r 

=    I   (ces  cp  —  i)do  =  sin  cp  —  ç. 

et  enfin 

I  =  v/l  —  X-  —  arc  CCS  x  (55) 

La  méthode  du  n^  43^  appliquée  au  même  exemple,  donne 
le  calcul  suivant  : 
On  pose 


1 

I 
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d'où 

X    *~'^     dx    —  *y<'v 

dy 


t\i 


y') 


La  dernière  intégrale  a  été  calculée  (Tormule  20)  ;  on  a  donc 


I==~2arctangy4-^p^^=  — 2arclangy|-^-^+V^l  — A^ 

ce  qui  est  la  iormule  (55)  sons  une  autre  forme. 

Cette  méthode  s'applique  d*aiileurs  toutes  les  fois  que  la 
diiïérentielle  ne  contient  pas  d*autre  irrationnelle  que 


v^: 


./• —  a 


X  —  b' 
11  suffit  alors  de  poeer 

2*^  ÎSoit  encore  à  intégrer 


(a  -h  h,r)  v'I  -h  œ'^ 

Nous  poserons,  comme  au  n<^  51, 

V^i  -h  x'^  =x  -\-  Zj 
ce  qui  donne 

/^ r/^' ^_     /  2<i:g      


^'     (57) 


y/rt*  -f-  ^'^     =»  a  —  6^  —  v'V^'  —  b- 
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il  n*y  a  pins  qu'à  remplacer  dans  le  second  membre  z  par 
v/l  —  x^  —  X. 


Réduction  des  intégrales  abéliennes  (*) 

S5w —  Les  intégrales,  d'une  nature  plus  compliquée,  que 
nous  avons  déBaies  au  n^  41 ,  ne  peuvent  pas,  en  général,  être 
ramenées  à  des  intégrales  élémentaires.  On  peut  du  moins 
essayer,  comme  cela  a  été  fait  pour  les  intégrales  hyperellip- 
tiqueSy  d*en  opérer  une  classification  et  de  ramener  certaines 
d'entre  elles  à  d'autres  analogues. 

Soit 


=     /    Hx,i/)dx 


1=     /    F{x,y)dx  (58) 

rintégrale  attachée  à  la  courbe  indécomposable. 

f(x,y)  =  0  (59) 

Nous  supposerons  que  cette  courbe  est  de  degré  m  et 
qu'elle  n'a  aucune  asymptote  parallèle  aux  axes,  ce  qui  exige 
simplement  que  les  axes  de  coordonnées  aient  été  convenable- 
ment choisis  ;  enGn  nous  supposerons  que  les  points  à  Tinilni 
soient  simples,  ce  qu'il  est  toujours  possible  de  réaliser  en 
faisant  une  perspective  de  la  courbe.  Ces  hypothèses  reviennent 
à  dire  que  Tensemble  des  termes  du  plus  haut  degré  est  de  la 
forme 

(«!•'-'  -h  Piy)(aia:  4-  Pay) (c^m^  -f-  ?»,«/), 

ft. 

aucun  des  nombres  a,,  Py  n'étant  nul,  et  tous  les  rapports  ^  étant 

distincts. 
Cela  posé,  soit  une  fraction  rationnelle  définie  par  Tégalité 

(*)  Les  no»  55  à  59  peuvent  être  passés  à  une  première  lecture. 
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on  peut  toujours  supposer  que  le  dénominateur  ne  contient 
que  la  variable  x.  On  démontre  en  effet  en  Algèbre  que, 
si  A  et  B  sont  deux  polynômes  en  y  premiers  entre  eux,  on 
peut  trouver  deux  autres  polynômes  en  y,  U  et  V,  tels  qu'on 
ait  identiquement 

AU  -f-  BV  =  K, 

K  étant  indépendant  de  y,  La  démonstration  est  absolument  la 
même  lorsque  les  coefficients  des  polynômes  A,  B,  U,  V,  ren- 
ferment une  autre  variable  œ.  Si  donc  on  appelle  X  une  fonc- 

tion  de  x  et  si  Ton  suppose  que  *^{x,y)  est  une  fraction  g,  on 

pourra  trouver  deux  polynômes  U  et  V  entiers  en  x  Qi  en  y 
et  tels  que 

ou,  comme,  par  hypothèse,  /  {x,y)  =  o,  tels  que 

BU=X; 

on  aura  alors 

,,      .       A       AU       AU 
H-^^y)  =  B  =  BU  =  IT' 

et 


Finalement,  si  Ton  di^compose  j?  en  éléments  simples,  on 

voit  que  toute  intégrale  abélienne  peut  ôtre  considérée  comme 
provenant  de  deux  types  d'intégrales, 


i.=  I  J*Kv)^^     ,t     j 


dans  lesquelles  le  numérateur  est  un  polynôme. 


t    »    • 
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56.  —  Nous  allons  essayer  de  réduire  les  intégrales  de  la 
forme  1,.  Soit  p  le  degré  de  P,  P,  Tensemble  des  termes 
homogènes  de  degré  p  dans  P,  <f{x,y)  l'ensemble  des  termes 
homogènes  de  degré  m  dans  /(^,y).  Nous  allons  démontrer 
qu'on  peut  toujours  ramener  le  degré  du  polynôme  P  à  être 
au  plus  égal  à  2m  —  4. 

A  cet  effet  nous  déterminerons  un  polynôme  homoo^ène 
X(a:,y)  tel  que  là  différence  I»  —  X  puisse  être  mise  sous  la 
forme  d'une  intégrale  de  même  forme  que  Ii,  mais  avec  un 
numérateur  de  degré  p —  i.  Nous  remarquerons  pour  cela 
qu'on  peut  écrire 


K^^y)  =y  g^^  ; 


or. 


^^    —    '^X-t-'/xAy   —    A^   —   ^Ay, 

•         9 


en  verlu  de  l'équation  f[x,y)  =  o  ;  on  a  donc 

\{x,y)  =  I  ?^!£A^^/x^^^ 


et 


J 


(60) 


L'ensemble  des  termes  du  plus  haut  degré  dans  le  numéra- 
teur sera 

PlO^'.!/)    -    {Ko'y   -    l\rr\)  (61) 

à  condition  que  le  degré  de  X  soit  p  —  m  -\-2;  nous  devons 
disposer  de  X  de  manière  à  faire  disparaître  ces  termes.  Le 

Calcul  inpiRiTÉsiMA  5 
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théorème  d'Ëuler  relatif  aux  fonctions  homogènes'  donne 
l'identité 

xk'x  -H  y^'y  =  (/)  —  m  -h  2)X, 

et  l'expression  (61)  devient 

œ 


ou 


a?P,  —  (p  —  m  -h  2)Xy^y  -f-  mtfk'y 

œ 


(62) 


Si  cette  expression  est  divisible  par  7,  en  appelant  Q  le 
quotient  et  retranchant  du  numérateur  de  l'intégrale  dans  (60) 
le  produit  QX/  qui  est  nul  par  hypothèse ,  on  aura  réussi  &  faire 
disparaître^  dans  (60)»  les  termes  de  degré  p.  Tout  revient  donc 
à  exprimer  que  l'expression  (62)  est  divisible  par  <p  ou,  comme 
f  ne  contient  pas  x  en  facteur,  que 

a?Pi  —  (p  —  w  -H  2)X(p'y, 

s'annule   identiquement  lorsqu'on  y  remplace  x  par  les  m 
racines  —  -  y  de  ?  ;  il  faut  pour  cela  que  X  contienne  m  coef- 

ficients  au  moins  ou  que  son  degré  p  —  m  +  2  soit  supérieur 
ou  égal  h  m  —  1,  ce  qui  donne 

p  —  m  -^2^  m  —  1        ou        p>  2m  —  3. 

Ainsi  Ton  pourra  diminuer  le  degré  dans  les  intégrales  It 
tant  qu'il  sera  supérieur  à  2m  —  4,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème. 

Sm.  Le  cas  où  le  dénominateur  contient  une  puissance  de 
X  —  a  est  plus  compliqué  ;  il  se  subdivise  immédiatement  en 
deux,  suivant  que  les  m  points  d'intersection  de  la  courbe 
f{xyy)  avec  la  droite  .r  =  a  sont  distincts  ou  non.  Nous  ad- 
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mettrons  comme  démontré  (*)  le  lemme  suivant  :  toute 
courbe  *[x,y)  =  0^  passant  par  les  points  communs  aux  deux 
courbes  fix^y)  =  0  et  gix^y)  =  0,  peut  se  mettre  sous  la 
forme  suivante  dans  laquelle  A  et  B  désignent  deux  poly- 
nômes en  or  et  y 

lorsque  les  points  communs  sont  simples  sur  chacune  des 
courbes;  en  d'autres  termes  on  a,  dans  ce  cas,  aux  points  de 
rencontre  des  courbes  4»  et  / 

B  étant  un  polynôme  en  x  et  y. 

Cela  posé^  supposons  d'abord  que  la  droite  x=ane  touche 
la  courbe  f{x^y)  en  aucun  point.  Nous  allons,  par  analogie 
avec  ce  qui  a  été  fait  précédemment,  chercher  un  pol3môme 
X(jT,y)  tel  que 


^(x.y)     ^^  Hx,y) 


devienne  une  nouvelle  intégrale  où  le  dénominateur  ne  con- 
tienne plas  X  —  a  qu*à  la  puissance  a  —  1.  Comme  Ton  a 

(a? -a)"-'        /    «to  U»  —  «;•- *J 


(— '')(â)-(— *)^ 


(X  -  «)' 


dx 


■f 


_    I  (^-a)  (X'x/l'  -  KfJ)  -(«-!)  y; 


ar/ 


{X  -  aff. 


dxy 


{*)  NôTHER,  Math,  Annalen^  t.  VI,  p.  352. 
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' 


la  différence  précédente  s'écrira 


p  -  (^  -  «)  (v/;/  -  ^v/)  -^  («  -  i)>/;  ^^ 


Pour  que  le  numérateur  soit  divisible  par  x  —  a  (en  tenant 
compte  de  la  condition  fir^y)  =  0),  il  sufQt  que 


le  soit.  Or,  d'après  le  lemme,  si  la  courbe 

P-*-(«-i)W=0 


(64) 


passe  aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  f{x^y)  avec  la 
droite  a:  =  a,  on  peut  toujours  mettre 

p  +  («  -  mj 

X  —  a 

sous  la  forme  d'un  polynôme  en  ;r  et  y  (formule  (63).  Il  sufût 
donc  d'exprimer  que  la  courbe  (64)  passe  aux  points  précé- 
dents, ou  que  le  premier  membre  de  (64),  dans  lequel  on  a 
fait  j:  =  a,  est  divisible  par /"(a,y)  ;  ces  conditions  s'exprime- 
ront sans  peine,  si  l'on  a  choisi  pour  X  un  polynôme  de 
degré  m  —  1  en  y  seul,  parce  que  fy{a^y)  est  différent  de 
zéro. 

On  pourra  appliquer  ce  procédé  de  réduction  tant  que  « 
n'aura  pas  la  valeur  un. 

58.  Considérons  enfin  le  cas  où  la  droite  x  z=  a  esi  tan- 
gente à  la  courbe  /(^,y)f  au  point  (û^yj,  les  autres  points 
(^>ys)»  i^iVÙ"  y(^>ym-i)  étant  différents  et  distincts.  On  a 
alors  fy^{a,y^)  =  0,  et  le  raisonnement  précédent  n'est  plus 
applicable. 

Nous  retrancherons  alors  de  l'intégrale  à  réduire  la 
quantité. 


(a7-a)(XV,/^)V,0-aX/;/ 


{X  ^ar + y; 


-  d.v 


f 
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et  nous  essaierons  de  déterminer  X  de  manière  que 

(x  _  a)P(^,y)  -h  aX^;  -{x^a)  (X V;  -  VjJ)       (65) 
soit  divisible  par  (x  —  a)*. 

aX/  ' 

Il  faut  d'abord  que  ^^-^  puisse  se  mettre  sous  la  forane 

d'un  polynôme,  en  tenant  compte  de  la  condition  f{x^y)  =  0  ; 
comme  Âi(«,yi)  =  0,  nous  pouvons  prendre 

X  =  (y  —  y,)  {y  —  y^) (y  —  2/m-.i)Ky),  (66) 

(jt(y)  étant  un  polynôme  en  y.  La  courbe  X/'y  =  0  passera 
bien  par  les  points  communs  à  la  courbe  /et  à  la  droite  x  =  aj 
le  point  (a,y,)  comptant  pour  deux,  et  en  vertu  du   lemme 

(formule  63),  ^~-^  sera  un  polynôme  en  œ  et  y. 
Il  faut  ensuite  que 

X  —  a 

puisse  être  à  son  tour  mis  sous  la  forme  d'un  polynôme,  ou 
que  la  courbe 

passe  par  les  points  communs  à  /  et  à  la  droite  x  =z  a,  et 
touche  cette  droite  au  point  (^,^1).  Exprimons  d'abord  que  la 
courbe  (67)  passe  aux  points  (a,y,),  (a,yj)...  («,ym-i)-  Pour 
cela,  il  faut  remplacer,  dans  l'équation  (67),  X  par  sa  va- 
leur (66),  ce  qui  donne 

a/*' 

(y  —  2/1)  (y  —  ya)--(y  —  ym^iy{y)fJ       )  (68)  ^ 
\^{y)f:!  ^  (y  —  yi)-.-(y  —  y«- 1)  =  o. 

Lorsque  nous   ferons   x  :=.  a^  y  zi=z  y^  le  dernier  facteur 
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devient  (y^  —  y,)  (y»  —  y^)...  (y,  —  y,„^ ,)  ;  quant  au  second 
terme,  il  renferme  une  expression,  en  apparence  indéterminée 

dont  nous  allons  chercher  la  vraie  valeur.  L*équation  de  la 
courbe  attachée  à  l'intégrale  peut  s'écrire  en  appliquant  la 
formule  de  Taylor  et  en  tenant  compte  de  ce  que,  par  hypo- 
thèse /(a,yO  =  0  et  /;(«,yj  =  0 

f(x,y)  ==  0  =  (rr  -  a)rJ(a,y,)  ^  i  (a?  -  a) VV(a,yi) 

i  }       (70) 

-h  (4P  —  a)(y  -  yO/%.y(a,y,)  H-  g  (y  -  yi)Tya(a,yi) 

On  a  de  même 

fyi^^y)  =  (^  —  «)A.v(«»yi)  -+-  (y  —  yiy»,y  (««yi)  -*-  - 

et,  en  tenant  compte  de  (70), 

^•^  ^J^i'"'^^  =  -  2rx'(a.yi)  -  (^  -  «)//(a.y,) 

—  (y  —  yi)rxi/(«>yi) -^  - 

La  vraie  valeur  de  (69)  est  donc 

~  2/;'(a,yi) 

et  la  condition  cherchée  s^écrit 
P(«>yi)  -^  (*  —  2a)  (yi  --  y,)...(yi  —  ym-i)  fJia,y,)^,)  =  0. 

Comme,  par  hypothèse,  le  point  {a^y^  est  simple,  /^'(a.yi)  n'est 
pas  nulle,  et  l'équation  précédente  fait  connaître  ^yx).  De 
même,  en  faisant  dans  Téquation  (68)  a?  =  a  et  y  =  y„  on 
trouvera 

P(«»yi)  -+-  (1  —  «)  (y>  —  yi)...(y,  —  ym- j)/;'(«,y,)Ky,)  =  O; 

cette  équation  déterminera  H^(y,),  à  condition  que  fj{a,y^  ne 
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soit  pas  nulle,  c'est-à-dire  à  condition  que  la  tangente  au  point 
a^y^  ne  soit  pas  parallèle  à  ooo  ce  qu'il  est  toujours  possible  de 
réaliser  par  un  choix  convenable  des  axes.  Voilà  donc  déjà 

Kyùf    Ky»)—    Kym-i) 

déterminées  ;  il  reste  encore  à  exprimer  que  la  courbe  (68) 
touche  la  droite  â?  =  a  au  point  (a^yj,  ce  qui  déterminera  (x'(yi). 
A  cet  effet,  exprimons  que  la  dérivée  par  rapport  à  y  du  pre- 
mier membre  de  (68)  s'annule  quand  on  y  fait  x  =  a^y  =  y^  ; 
on  voit  sans  peine  que  le  coefficient  de  ii'(j/^)f  le  seul  intéres- 
sant à  considérer,  est 

2(1  —  «)  (y,  —  y,)  (yi  —  y»).  ..(yi  —  y».  -  i)/i'(«.yi). 

Ce  coefficient  n'est  pas  nul,  tant  que  a  est  diflérent  de  Tunité. 
On  pourra  donc  déterminer  fji'(yi).  On  est  enfin  ramené  à  un 
problème  tout  à  fait  simple  d'interpolation,  à  savoir  :  déter- 
miner un  polynôme  (^(y)  connaissant  les  valeurs  qu'il  prend 
pour  y  =  y^,  y,...yM_i,  ainsi  que  la  valeur  de  sa  dérivée  pour 
y  =  y^.  Soit,  par  exemple,  v(y)  le  polynôme  de  degré  m  —  2 
fourni  par  la  formule  de  Lagrange  (27)  et  qui  prend  les  va- 
leurs données  pour  y  =  y^,  y,...  ;  on  pourra  prendre 

Ky)  =  ^)  -H  c(y  —  yi)  (y  —  yi)-(y  —  ym-i), 

la  constante  G  étant  déterminée  par  la  condition 
H'(yi)  =  v'(yi)  -H  C(y,  —  ya)...(yi  —  ym -i). 

50«  Le  raisonnement  du  n^  précédent  tomberait  en  défaut 
si  l'on  avait  fj(a,yi)  =  0,  c'est-à-dire  si  le  point  (a,yi)  était 
double.  Il  faudrait  dans  ce  cas  retrancher  de  l'intégrale  abé- 
lienne  une  fraction  rationnelle  de  la  forme 

^(^»y) 


(a?_a)*-^*' 


X(â7,y)  étant  un  polynôme  à  déterminer.  Nous  ne  donnerons  pas 
le  détail  du  calcul  qui  se  trouve  dans  le  Traité  d'analyse  de 
M.  Picard,  tome  I  ;  ce  qui  précède  suffit  amplement  pour  faire 
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comprendre  Tesprit  de  la  méthode,  et  nous  admettons  conome 
démontré  que  l'intégrale 


P(^»î/) 


dx 


peut»  par  la  soustraction  d'une  fraction  rationnelle  convenable- 
ment choisie,  être  ramenée  à  l'intégrale 


^A^^,dx 


{X  —  a)fy' 


0  désignant  encore  un  polynôme.  On  peut  même  supposer 
que  la  plus  haute  puissance  de  y  dans  ce  polynôme  soit  y"*~S 
en  tirant  2/'"  de  l'équation  f{x.y)  =  0  autant  de  fois  qu'il  sera 
besoin.  Enfin  l'on  peut  écrire 

=  Q(a,y)  -f-  (^  —  «)Q'x(a,y)  H-  ... 

et  Tintégrale  précédente  sera  une  somme  d'intégrales  telles 
que 


B(y) 


{x  —  a)fy 


',  dx 


où  R(y)  est  un  polynôme  en  y  de  degré  m  —  1  au  plus. 


Intégration  des  fonctions  rationnelles 
de  stn  ap  et  de  cos  ap 


60.  Les  fonctions  trigonométriqueSb  de  sin  x  et  de  cos  œ  se 
rattachent  immédiatement  aux  fonctions  algébriques.  On  sait, 
en  effet,  qu'il  suffît  de  poser 

X 

tang  2  =  *» 


P-» 1 — » — 


DES   INTÉGRALES   INDEFINIES  73 

pour  exprimer  sin  x^  cos  x^  tang  x  en  fonctions  ration- 
nelles d'un  même  paramètre  t;  les  formules  de  transformation 
sont 

sin^  =  j-p^,    cosj?=p-^2,    tga:  =  |-— j2,    c?a?  =  j~p^   (71) 
L'intégrale 


R(siQ  00,  cos  a?)c^^ 


est  donc  ainsi  transformée  en  une  iatégrale  de  fonction  ra- 
tionnelle. 

Soit,  par  exemple,  à  intégrer 


I 


sin  œ' 


La  transformation  qui  vient  d'être  indiquée  donne  immé- 
diatement 


I  =  /  Y  =  log  t  =  log  tang  |« 

61  «  Il  existe  d'autres  procédés,  souvent  plus  rapides,  pour 
arriver  à  Tintégration  des  expressions  trigonométriques. 
D'abord  il  sera  toujours  possible,  par  les  mêmes  moyens  que 
ceux  employés  pour  rendre  rationnel  le  dénominateur  d'une 
fraction,  de  n'avoir  au  dénominateur  que  des  puissances  paires 
de  sin^ret  de  cos  a?;  par  suite,  on  pourra  toujours  ramener 
l'intégration  à  celle  des  trois  intégrales  suivantes  : 


■=/ 


7\  dx. 


■TK  ~  ^^-■.  ^ 
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/PjSio  xdœ 

/P.cos  xdœ 


dans  lesquelles  P^,?,  et  Q|,Qs  sont  des  polynômes  ne  conte- 
nant que  des  puissances  paires  de  sin  x  et  de  cos  x,  tandis  que 
P  est  un  polynôme  où  les  puissances  peuvent  être  impaires , 
mais  où  le  degré  total  de  chaque  terme  en  sin  œ  et  en  cos  x  est 
pair. 
Gela  posé,  pour  intégrer  I^,  on  posera 

lang  a?  =  ^ 
doù 


t  i  y  dt 

Sm  X  =  ■; .  ,         cos  X  =  ••- ,         CfO?  =  ï" 


p 

Il  est  évident  que  la  différentielle  q  dx  sera  transformée  en 

une  différentielle  rationnelle. 
Pour  intégrer  Ij,  on  posera 

cos  œ=  t      d'où      —  sin  xdx  =  dt  ; 

enfin,  pour  intégrer  I3,  on  emploiera  la  substitution 

sin  j;  =  ^ 

Soit  par  exemple,  à  intégrer 


j    a  SI] 


dx 


sin  a?  -f-  6  cos  x 
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Cette  intégrale  peut  s'écrire 


(g  si  g  a?  —  b  cos  x)cbis 
a'sin'j;  —  b^cos*x 


œdx 
6*co8*a?  * 


/sin  xdx  ,     /  COS  a? 

a'sin'o?  —  6'cos*5  /    aHin^x  — 

et  Ton  voit  sans  peine  qu^elie  a  pour  valeur 

(COS  œ ,  \  (sin  x  +  ) 


*vw  -I-  u  /^^g  ^  \  (sin  a? ) 

Si  Ton  pose 

a  h 

-7—  =  cos  9,         .  =  8in  ç, 

la  dernière  expression  prend  un  aspect  plus  élégant 


;=j:L=jlogtang^. 


On  aurait  d'ailleurs  pu  introduire  l'angle  cp  dès  le  début  ; 
l'intégrale  aurait  pris  la  forme 


1  /    d{œ  -f- 

i«  -H  6»  /    sîn  (a;  -i- 


et  Ton  reconnaît  ainsi  l'intégrale  qui  a  été  calculée  au  n°  pré- 
cédent. 


62.  Les  intégrales 


>m 


-=/-— 
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méritent  une  étude  spéciale.  Nous  avons  déjà  dit  (n**  40) 
qu'elles  pouvaient  être  rattachées  aux  intégrales  de  différen- 
tielles binômes  irrationnelles. 

On  peut  encore,  en  remplaçant  un  certain  nombre  de  fois 
les  expressions  sin  px  sin  qx^  sin  px  cos  qx^  et  cos  px  cos  ça: 
par  des  sommes  ou  différences  de  sinus  et  de  cosinus,  réduire 
l'expression  précédente  aux  intégrales 


sin  kx  dx      et         /   cos  kx  dx 


"  /' 


qui  ont  pour  valeurs  respectivement 

«—  T  ces  ?ix      ei      y  sin  kx. 

Mais  il  est  plus  élégant,  et  la  plupart  du  temps  plus  rapide, 
d'opérer  sur  les  intégrales  I^.„  une  réduction  analogue  à  celles 
que  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  effectuées. 

Nous  écrirons 

d'où,  en  intégrant  par  parties, 


w      sîn*"  + 


1  m  H-  1   /  ' 


m 


et,  comme 

sin»»+*a?  =  8in"»a7  (1  —  cos'j?), 
j      8in"'-^*a?  cos"-^a?       ?i  —  1  r,  .     -i 

■ 

On  a  donc  enGn 

y      sin^  +  ^x  cos"-*^?       n  —  1  ,  ,-^v 
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L'application  répétée  de  celte  formule  permettra  de  réduire 
r  intégration  au  cas  où  n  =  1  ou  au  cas  où  n  =  0. 
Si  «  =  1,  l'intégration  est  immédiate  : 


1- ,  =    f    8in'"a?  ces  X  doç  = 


,,j  =    /   8in'«a? 


m-i-  1  • 


Si  n  =  0,  on  est  ramené  à  intégrer  "^ 


/    sin^^i^ 


J_,  =    /    sin^^i^?  (ia?. 


Pour  cela,  écrivons 


-/■— -— /~ 


en  intégrant  par  parties  la  dernière  intégrale,  on  a 


^m"*"*a?  I   sin'"~*r.  sin 

r  CCS  ^  -h    1    r 

m  —  1  /  in  ^  \ 


et  en  portant  cette  valeur  dans  la  formule  précédente,  on 
obtient 

,    ,  sin"*-"^jr  CCS  x  i       , 

Jm  — Jm-2  m^S.  m  — i''"*' 

d'où  la  nouvelle  formule  de  réduction 


j    = j sin'""  ^x  ces  x  (73) 


Cette  formule  permettra  de  ramener  l'intégration  à  celles 
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qui  correspondent  aux  cas  de  m  =  0  ou  m  =  1,  et  qui  sont 
immédiates  : 


'-/' 
'-/- 


n  est  clair  qu'on  aurait  pu  procéder  de  même  en  commen- 
çant par  diminuer  l'exposant  m  dans  !„,„  ;  on  anrait  alors 
rencontré  des  intégrales,  telles  que  /  008"^  dx,  qu'on  aorail 
traitées  comme  J„. 

Remarquons  eafîn  que  la  formule  (72)  pourrait  être  em- 
ployée comme  formule  de  réduction  dans  le  cas  de  n  négatif: 
û  suffirait  de  la  résoudre  par  rapport  à  I„,„,,.  Même  observa- 
tion si  m  est  négatif. 

63.  Une  dernière  méthode  consiste  à  introduire  les  expo- 
nentielles imaginaires  par  les  formules  connues 


m 


Le  coefficient  différentiel  devient  alors  fonction  rationnelle 
de  e"  et  peut  s'intégrer  comme  on  le  verra  dans  la  section 
suivante.  Nous  nous  bornerons  ici  à  déduire  des  formules  (74) 
les  expressions  de  cos^x,  sin^x  en  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples de  l'arc. 

On  a  en  effet 


H^(.-.i..+'"(»'-')^- 


'!"+.. 


Or  la  première  formule  (74)  donne 

gmir  _j.  g— mil  =  2  C03  mX; 


C'f2 
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on  aura  donc 

2m — I  cos"*âT=cosiitr +mcos(m — 2)x-\ — ^  a""-  '  cos(m — 4)x4-, . .  (75) 

et  dans  cette  formule  le  dernier  terme  devra  être  divisé  par  2, 
si  m  est  pair. 
De  môme 


8in"«a?  = 2^ 


m 


Si  m  est  pair,  on  aura,  en  ayant  toujours  soin  de  diviser  par 
2  le  dernier  terme, 


m 


(— 1)  *  2"— *8in'"jp  =  cos  mx  —  m  cos(m  —  2)0?  ^ 


tn^m  —  1)        /  i\ 

— = — 5 '■  008  (m  —  htyx ; 


Si  m  est  impair,  on  aura 

(  ...  1)    «    J"»-  *sin'"j?  =  sin  ma?  —  m  sîd  (m  —  2)x  . 

.  fn(m  —  1)    .    ,          .V  l       \    ) 

-*-    ^  .  ^ — '  sm  (m  —  4)0? 

A  t'aide  de  ces  formules,  l'intégrale  Im,n  du  n^  précédent  est 
immédiatement  ramenée  à  des  intégrales  telles  que 


u,     f 


sin  px  cos  qxdXf         1   cospx  cos  qxdx 


et  comme 


2  SÎD  px  cos  qx  =  sin  (p  -h  q)x  -f-  sin  (p  —  q)x, 
2  COSpO?  cos  j'O?  =  cos  (p  -H  5r)j;  -|-  cos  (p  —  çja?, 

rintégration  peut  être  considérée  comme  achevée. 
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:gj  U  cosTj;  -i-gcos5j;  — 2cos3a;-t-6co8:rJ  i 


OÙ  figurent  des  exponentielles 
ou  des  logarithmes 


iDt«5gra]e  ne  contient  qu'une  expression  ra- 
re aucune  difficulté.  On  posera 


légrer  sera  devenue  une  expression  ration- 
aant  à  intégrer 


I„  =:   I   fx"'cUe. 
parties,  on  aura 


x'"&'  —  m.]„-^. 

e  de  cette  formule  conduit  rapidement  à 

.(■■"  —  m  '■■'-'  -h  ni(m —  i)j-"'-  *..-] 


mnw.  I    ^  " 
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OO.  Considérons  une  expression  telle  que 


/ 


e"R(x)dx 


où  R(:r)  désigae  une  expression  rationnelle,  qu'on  sait,  pai 
conséquent  mettre  sous  la  forme 

Les  intégrales  jj;"'e'rf;r  ont  élé  étudiées  dans  le  n° précédent 
Il  reste  à  examiner 


L'intégration  par  parties  donne  d'abord 


M 

rties  dônn 

r  .-  ,.    i  _j:^  +  !!_/■_ 

J   (x-„)>   ■■       '-•i.-a)'-       '-'J    (> 
el  cette  formule  de  réduction  permettra  d'arriver 

Posons 

..:  =  a  +  «        d'où      d.,-  =  il; 
n  n 

OQ  est  ramené  à 


—,  d: 


J  " 


d,j. 


!,=  L 


fi 


transcendante  nouvelle  ;  elle  prend  le  nom  de 
ntégral  lorsque  la  constante  d'intégration  est 
le  manière   que    cette    transcendante  s'annule 


lieu  d'exponentielles,  on  a  des  logarithmes,  oa 
s  aux  précédents  en  posant 


«  =  e",      dx  =  0idy 


l 
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Des  Intégrales  déflnies  dont  la  valeur  s'obtient 

en  appliquant  la  déflnition 


67.  La  définition  donnée  au  n^  1  du  chapitre  précédent  per- 
met d'obtenir  immédiatement  un  grand  nombre  d'intégrales. 
La  valeur  étant  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  se  suc- 
céderont les  valeurs  de  x  dans  la  somme  à  calculer 

n-l 

^{^i^.-coi^m  (S) 

0 

on  profitera  de  cette  latitude  pour  fixer  une  loi  qui  permette 
d'effectuer  cette  sommation. 

68.  Nous  allons  donner  quelques  exemples  de  cette  ma- 
nière d'opérer. 

1°  Soit  à  calculer 


el^dx\ 


on  divise  l'intervalle  de  o  à  or  en  n  parties  égales  et  Ton  pose 
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le  (1)  devient 


,(.-m]  =  A  «^L_*_(e.  _,)„__ 


h  tead  vers  zéro,  la  dernière  fraction  tend  vers  i 


f 


e'dx  -_-.  c  —  1 


lU  de  prendre  des  valeurs  de  x  qui  se  suivent  en 
1  arithmétique,  on  peut  diviser  l'intervalle  de  ma- 
)8  termes  se  succèdent  comme  ceux  d'une  progrcs- 
trique.  On  posera  alors 

b  =  aq",        Xi+,  ^  qXi,        îj  =;  Xi, 

e  (1)  deviendra 
it  à  intégrer 


{'• 


î)  donne 

,=  l™a(,_l)[!  +  ,.A+...+,.-,._J^,] 


mmm 


mtmt^mi  ji  i  .--r- 
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OU  euùa 


/dx       ,      6 


3'  Dans  les  deux  exemples  précédeats,  on  connaissait  l'in- 
tégrale indéfiDie  (  f(x)  dx.  Voici  un  exemple  où  elle  est 
inconnue  :  soit  &  calculer 


I  =:   I      log  sin  X  dx. 

*/) 

Nous  partagerons  l'iatervalle   de   zéro  à  ^  en  n  parties 
égales  e^t  nous  poserons 

de  sorte  qu'on  aura  par  défiDition 

^  =  „'''°„  2  è '"S  "'"  *  2^ 
"  1 

ou 

I  =  ^HmllogII 
1 
en  posant 

n = ""  è  ^'"  ^-  È-  ''"  ("  -  *)  £• 

1 
Or  on  a  évidemment 

sin  (n  _  A)  ^  =  sin  («  -t-  A)  ^ 
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sinA^  =  cos(«-A)^. 


iuLte,  en  multipliant  TT  par  la  même  expression 

1 
le  on  a  écrit  les  facteurs  en  ordre  inverse, 

^n\*     2n-l  .■  =  «  —  1 

n)=n  =ït.  n  "«•=• 

ir  produit  se  calcule  sans  peine,  il  suffit  de  former 
|ui  donne  sin  ~  connaissant  sin  n  =  0  :  le  produit 
de  cette  équation,  après  suppression  de  la  racine 
le  produit  cherché.  On  trouve  ainsi 

i  =  1 

éduit 

1 

^        tbg>.-(»-.()log3 


r 

I     log  sin  X 


da;  =  —  s  log  2 
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i^  Voici  un  dernier  exemple.  L'intégrale 

r 

1=1      log  (1  —  2a  cos  œ  -h  a*)  dx 

» 

a  été  calculée  par  Poisson.  On  a  par  définition 

n-l 
1=    lim      y   -flogCl  — 2a-ha»)-|-log(l— 2acos^-hoi«-4-...  I 


= jL^  j  '"S  n„' 


en  posant 


TT  =  (1  —  2a  +  a»)  (l  —  2a  COS  -  +  a') 
...  (i  —  2a  ces h  a*)...  (1  —  2a  ces  — '^^—  tc  -4-  a*). 

Or  on  démontre  aisément  que  ce  produit  est  égal  à 

a-^  1 


on  a  donc 


1=  ,i„  ;iog(-"'-M(«-zii) 

n     ^  a  -h  i 


Si  I  a  I  <  1 ,  nous  écrirons 


'=ni"j[''^î^->''^^'-^ 


et  l'on  a  évidemment 

1  =  0 


ire  Ifr  mcNlale  de  s  est  snpériear  à  l'anït^,  noas 

lim     ^  flog  |^=-|  -^  U^  (i--'  -  1 1 

^  loç  f>»-—  I)  =  lim  ^  1o-_>  i'-  (  I  —  ~\ 

t 

1  =  =  log  x>  (4j 

bode  employée  dans  le  n"  précédent  ne  peut 
las  £lre  appliquée  sans  corrections  dans  le  cas 
îles  de  l'intégrale  devient  infinie,  puisque  l'on 
tervalle  fixe  à  diviser  en  parties  dont  le  nombre 
ûte  aa-delà  de  tonte  limite.  11  faudra  examiner 
raie 


/"• 


i)tLc 


croître  Â  &  l'inGni.  L'intégrale  précédente  devra 
e  limite,  ou  encore  l'intégrale 


/ 


f{xydx 


ers  zéro  lorsque  A  et  c  croîtront  indéfiniment. 
neronB  en  premier  lieu  une  intégrale  célèbre 


=/■ 


1=   /      e-'^  dw. 
[imite  de 


/• 
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=  00  ,  si    /     e-'^^da 


pour  6  =  oo  ,  si   /     e-'^  dx  tend  vers  zéro  pour  6  et  c  infinis, 

b 

Par  définition  la  première  intégrale  s'écrit 
avec  nfi  =  6,  et  la  deuxième 

lira       y      7irô-*'-H6-(^  +  ")'-H... 
t  =  o 

Or,  dans  celte  dernière  somme,  on  a 

4 

d'où  Ton  déduit 

/    e-'^dœ  <  e-^'  lim   2  ^  [*  "^  ^~''  "^  ^^*''  '^•••]' 
Jb  ^  =  " 

la  somme  dans  le  crochet  étant  prolongée  à  l'infini  ce  qui  ne 
peut  que  l'augmenter.  Cette  somme,  que  nous  appellerons  S, 
est  finie,  comme  on  va  le  voir  :  elle  peut  s'écrire 


en  posant 

e-^^  =  q     et      /'(<^)=  1 -+- g -h^z*  ^-...+  î"*^-... 
Désignons  par  [v/n]  le  plus  grand  entier  contenu  dans  v/n,  et 
comparons  les  deux  séries,  divergentes  pour  3^  >  1, 
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3  .  I.3.5...2»-I,„        ,,  ^ 


ette  dernière  série,  )e  coefficient  de  q"  peut  s 
le  la  formule  de  Wallis  (n"  79), 


v/!('- 


,),/2s^rr  =  '^(i- 


lant  vers  zéro  pour  n  —  oo.  Le  rapport  des  coefficients 

8  ifiq)  et  dans  ¥{q) 


DUr  limite  ^,  i^n,  el,  par  suite,  d'après  un  thcorèine 
),  le  rapport  des  deux  st^ries  a  la  m<ime  limite.  On  a 
faisant  tendre  q  vers  un 

^0  ^  lin,  ./T^T^  /-(y)  ^  l  y^i. 


lie  deux  séries  ordonnées  suivant  les  puimancei  ascendantes  (Fiine 
■  sont  divergentes  el  que  te  rapptnt  des  coefficients  d'une  même 
!  la  lettre  ordonnatrice  a  une  limite,  te  rapport  de  la  somme  des 
termes  a  la  mime  limite  lorsque  n  croit  à  l'infini.  En  effet  daiis 
le  rapports  égaux  ou  inégaux 


B  entre  le  plus  grand  et  le  plus  petit  de  ces  rapports.  Si  donc 
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Il  en  résulle, 


S  =  s  V^iT  lim =  ^  \/i, 

^      h  —  o\/\—  e-^^       ^ 


Cela  posé,  on  a 


e-'V^<0-*'S; 


si  l'on  fait  croître  h  à  Tinfini,  le  second  membre  tend  vers  zéro, 
donc  aussi  le  premier^  et  Ton  est  fondé,  dans  la  somme  (5)  qui 
sert  de  définition  à  I,  à  faire  croître  h  à  Tinfini,  c'est-à-dire  que 

hz=0  ^^ 


n  est  assez  grand  pour  que  le  rapport  des  termes  de  même  rang  des 
deux  séries  divergentes, 

f{n)  =  a«  +  a^x  + ...  -|-  a^x""  •\-  ... 

difTère,  pour  cette  valeur  de  n  et  pour  les  valeurs  supérieures,  de  sa 
liinite  /  d'un  nombre  inférieur  à  s,  on  pourra  écrire 

I    .       ^  Orna?" -I- an +  1^?'*  +  '  -I-...-J- an4-i>a?^^^  ^  i  _^  . 

Soit  ÎJ<,x)  la  somme  des  n-f-p  premiers  termes  de  î(x)  et  «p/«)  celle 
des  n  4-'  p  premiers  termes  de  «p(ar),  le  rapport  intermédiaire  pourra 
s'écrire 


OU 


Çi-'^^)  —  (*«  +  *i^  +•••+  ^'n-io?"-»;  * 


f  (x)  i  —  ^^  +  ^1-^  +•■-}-  a»-ia?"-* 


/•p^ 


Gomme  la  deuxième  de  ces  fractions  tend  vers  un  pour  p  =  c» ,  on 
voit  que  ^W  sera  compris  entre  l  —  z  et  /  -f  e,  ce  qui  démontre  le 


théorème. 
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aembre  est  prtïcisément  S  ;  od  a  donc  enCn 

■''dx = y  v'i.  (6) 

<gre,  par  ua  raisonnement  analogue, 


ntrerons  plus  loin  (série  de  Fourier)  l'identitë, 
Je  h  est  compris  enire  0  et  2it, 


a  immédiatement 


9m  œ  j  it  ,_. 


tarquer  que  le  produit  de  la  fonction  à  intégrer 
!  tend  pas  vers  zéro  pour  x  infini,  et  cependant 

ne  limite  :  cela  tient  à  ce  que  la  fonction  change 
ombre  infini  de  fois. 


;rale 

1  = 
la  précédente  en  intégrant  par  parties 


en  il 

ï-i»         /^sin  2 
•^0 


■.*:t"'' 
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7!8.  Dans  les  exemples  précédents,  on  a  pu  effectuer  directe- 
ment les  sommations.  Quelquefois  il  est  commode  de  com- 
mencer par  établir  des  inégalités  qui  permettent  d'enfermer  la 
somme  inconnue  entre  deux  quantités  qui  ont  la  même  limite. 
Cherchons  par  exemple  à  évaluer 


1  = 


i6 

dx 


X  log  a-  ' 
a 


Soit  toujours  6  =  a  -h  nh,  Nous  partirons  de  l'identité 

log  log  {x  -+-  h)  -  log  log  X  =  log  1^1  -H ^——J^\ .  (8) 

que  nous  allons  combiner  avec  les  inégalités  suivantes,  dont 
les  deux  premières  résultent  immédiatement  des  développe- 
ments en  séries  des  logarithmes, 

log(i-f-^)<;sr<logj-^.  (9) 

et  dont  les  deux  suivantes  se  déduisent  de  celles  que  nous 
venons  d'écrire  en  remplaçant,  dans  la  première  i  -\-  z  par  /, 

et  dans  la  seconde  r^i-^  par  / 

^  -  1  >  log  ^  >  ^^  -  (10) 

On  aura  ainsi,  en  appliquant  la  première  inégalité  (9) 


„,L'°i(i:ri)l<'!i(ili) 

®  L  leg  ^       J  log  ^ 


"  07  log  X  * 

et,  en  appliquant  la  deuxième  inégalité  (10) 

>Oe  1^*  -i  iog  j,.       J  ^  i^g  (^jç  ^k)  ^  {x  -^h)  log  {x  -4-  h) 


^T^*^*^ 
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Oq  a  donc 

Remplaçons  maintenant  dans  cette  double  inégalité  a:  suc^ 
cessivement  par  a,  a  +  A,  a  -h  2^..., a  4-  (n  —  i)A  et  ajoutons 
ces  inégalités  membre  à  membre.  Nous  trouverons 

en  posant 

ç,  h  h  ^  h 


a  log  a       (an-  A)  log  (a  -+-  h)       ''       b  log  b  ' 
La  double  inégalité  précédente  peut  s'écrire 

loglogè  — Iogloga-f-^jj^<S<logIog6-loglogfl+^-j^^. 

Lorsque  h  tend  vers  zéro,  S  tend  vers  I  et  l'on  obtient  le 
résultat  cherché  : 


^^  =  log  log  b  -  log  log  a. 


73.  A  cet  ordre  d'idées  se  rattache  une  puissante  règle  de 
convergence  des  séries  due  à  Cauchy.  Soit  ^[x)  une  fonction 
qui  soit  constamment  positive  et  décroissante,  et  qui  tende  vers 
zéro^  lorsque  x  croit  à  partir  d  un  certain  nombre  entier  a 
jusqu'à  TinQni  :  la  série 

(p(l)  4-  <p(2)  -t-  •..  4-  ?(n)  +  ...  (11) 

sera  convergente  ou  divergente  suivant  que  l'intégrale 


)dx  (12) 


sera  finie  et  déterminée  ou  non. 
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En  effet,  on  a,  par  hypothèse,  pourx  compris  entre  n  et  n  -i- 1 

?(n)>?(^)>?("-f-i) 
d'où 


l)dx, 


ou 

On  aura  de  même,  en  remplaçant  successivement  n  par 
H  -t-  1,  n  +  2 n  -i-p  —  i, 

ï("  +  p-t)>  çM<'i  >  •(»  +  p). 

Faisons  la  somme  de  ces  diverses  inégalités  et  posons,  pour 
abréger 

S.=  ?(l)  +  î(2)  +  -  +  TWi 
il  vient 

/n+P 
,Mrfa.>S.+  ,-S.  (13) 

Laissons  n  fixe  et  faisons  croitre  p  à  l'inGni  ;  supposons  de 
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onvergente.  Alors  S, +,  a  une  limite  S  et  la 
I  (13)  nous  montre  que,  le  premier  membre 
ÎDÏe,  il  en  est  forcément  de  m<^me  de  l'ioté- 

cond  lieu  l'intégrale  déterminée;  la  deuxième 


ç(j-)rf:C. 

e  S„^p  a  une  limite  lorsque;)  croit  à  l'inlini. 
r  exemple  la  série\'  —^  étudiée  tome  1  n"  1 2 1. 


a  une  limite  l< 
lie  la  sériel  -^ 

pondante/     -'^  =  r,-:!^^!' ""]' 
;  <  1.  On  relit 

eV  j-4»  ("> 

le  /"-*;- 


est  finie 
i  I  <  1,  On  retrouve  ainsi  les  conditions  du 

'"^'^2  J^lT^7^  C*^'"^  '  °'  '-'^)  ^^'  divergente 
raie  /      — r--—  est  infinie  :  pour  le  voir,  il 


,  L'inléffrale  devient 


P- 


1  lies  chnnt;cmenls  de  variables 
eniciil  des  inléf^rulcs  dénnies 


)rocédé  d'intégration  consiste  à  obtenir  par 
lations  une  égalité  oii  ne  figure  que  l'inté- 
Kn  voici  des-  exemples. 
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Soit  à  évaluer  l'intégrale  déjà  obtenue  au  n^  68 


it 


T'    - 

1=1      log  si  il  xdx. 
Nous  ferons  d'abord  le  changement  de  variables 

il  en  résulte 

r  n 

I  =  —    I     log  cos  ydij  =    I      log  cos  ydy, 
2 

On  en  déduit 


•ït  TC 


log  sin  â7c?a; -f-    I      log  cos  iro?a?  =    I      log  si n 

^0  t/o 


a?  cos  xdx 


TZ 


n       8in2a?  1     P  /*^ 

:    1      log  — s —  c^v  =  ;j    I      log  sin  2x.2dj;  —    /      lo 

^0  ^0  ^0 


ou  encore,  en  posant  dans  le  second  membre  2œ  =  z. 


g2dx 


Mais  on  a  évidemment 


2l  =  2    /      log  sin  2dz  —  |  log  2. 


^2 


/log  sin  zdjs  =  2   /      log  sin  zdz  =  2l.  (il) 

Calccl  ih?irit£3Imal  7 
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On  a  donc  eaûn  l'égalité  cherchée 

2Î  =  1  -  ^  log  2 
d'où  i'oQ  lire 

2l  =  I_|log2. 


(ir.) 


qui  est  évideate  si   l'on  remplace  œ  par  r  ■ —  y  dans  le  pre- 
mier membre,  se  réduit,  après  le  développement  de  (it  —  xy,k 


Le  premier  membre  vient  d'être  calculé  (Formules  14  et  15); 
on  a  donc 


Du  résultat  précédent  s'en  déduit  facilement  un  nouveau. 
L'identité, 

/x*  log  sin  X  dx  =i   I     (r.  —  x)'  log  siu  œ  dx, 

idente  si    l'on  remplace  œ  f 
bre,  se  réduit,  après  le  déveh 

7t   I     \o^  s'in  X  dx  :=  2   I     a 

■membre  vient  d'être  cale 

/     ;f  log  sin  ■>:  dx  =^  —  -g-  log  2. 
75.  Considérons  encore  l'égalité  démontrée  au  a"  69. 

et,  dans  cette  égalité,  Taisons,  x  =  ij  i/â,  a.  étant  positit,  nous 
aurons 

/e~3f"-di/  =  —p)/i. 
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76.  Nous  avons  admis  dans  les  numéros  précédents  que  le 
changement  de  variables  était  légitime,  comme  aux  n^"  29  et 
suivants.  Il  faut  cependant  y  regarder  d'un  peu  plus  près. 
Soit 

^  =  fiy) 

rëgalilé  qui  définit  le  changement  de  variables  :  on  en  déduit 

dx  =  f\y)  dy 
et  par  suite 


I    b\.v)dx=z  I    F 


[ny)]fydy. 


11  faut  que  f,l  reste  finie  et  bien  déterminée  dans  le  champ  de 
l'intégration.  De  plus  puisque,  par  définition,  x  varie  toujours 
dans  le  môme  sens,  il  doit  en  être  de  même  pour  y. 
Considérons  par  exemple  Tintégrale 


j       siïï"';)C  dx 

^0 


et  posons 


X  ==  arc  siQ  ij 


d'où 


dX=.±-y^^. 

Pour  y  =  1,  la  dérivée  x'y  de  x  devient  infinie  ;  il  faut  alors 
diviser  Tintervalle  en  deux  et  poiicr 


r^  ri      r"" 

I     sin'"x  0^0?  —    I      H-    / 
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,  y  croit  de  0  à  1  —  t,,  et  il 


Oq  peut  donc  poser. 


dy. 


ibre  compris  entre  g  et  1,  le  produit 

tend  vers  zéro  lorsque  y  lend  vers  un  ; 

donc  une  limite  déterminée    (n°  17} 
et  l'on  peut  écrire 

r'  r 

J      \'i  ~  ,/' 
-.,  x'y  est  nc'gative,  y  décroit  de  1  à  0, 

°     .  r'    .. 

r  montrer  comment  il  Taudra  oj)érer 
mposera  le  champ  de  l'intégration  en 
(lacune  desquelles  il  ne  se  présente 
lites. 
entité 
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faisons 

_  i  ^    _       i 

nous  obtenons 

^+i  /*""^  /'^"^^ 


Des  iiilégralcs  définies  qui  se  déduisent 
de  IMnIégrale  indéfinie 


17.  La  méthode  la  plus  simple  est  celle  qui  consiste  sim- 
plement à  appliquer  la  formule  (3)  du  chapitre  précédent. 
Ainsi  Ton  a 


e^x  =  e'  H-  c  ; 


on  en  déduit  immédiatement 


^dx  =  e'  —  i, 
0 

comme  on  l'a  trouvé  au  numéro  68. 
De  même  la  formule 

dx       ,      b 
a 

résulte  immédiatement  de  celle-ci  : 


dx      , 
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u'on  a  à  calculer  une  intégrale  définie,  il  arrive 
iules  de  récurrence  se  simplifient  beaucoup  el 
pénible  sur  l'inlégrale  indéfinie  devient  facile  si 
.  les  limites. 
)iemple  à  calculer 


•^0 


lisant  les  limites  dans  la  formule  (73)  du  chapitre^ 
Ile  devient 

A„=V^A.„_,                             (16) 
;eant  m  successivement  en  m  —  2,  m  —  i 


A„_^^^L^  A„,^ 


i~2p- 


is  ces  égalités  membre  à  membre,  il  vient,  aprc> 
cation  évidente. 


-t)(»»-3)-(»t-2p  +  l). 


(") 


m.  {m  —  2j...{m  —  2p  -H  2) 

;as  sont  i  distinguer  suivant  la  parité  de  m.  Si  Ht 
a  rencontrera,  pour  p  =1",  l'intégrale  A,  dont 
it  ^;  si  m  est  impair,  on   aboutira  à  A,    qui  est 

t  égale  à  un  ;  d'où  les  deux  formules  suivantes, 

(17). 

;  '2k,  on  fera^  ^  A,  ce  qui  donne 


_"(2t— l);2t—  3)... 3.1  r 
■ma  — 2)... a       2' 


(18) 
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au  contraire,  pour  m  =  2k -\- i  eip  =  k]  on  obtient 

2kX2k  -2). ,.2  (^g^ 


Formule  de  Walll» 


79.  On  a  évidemment 

le  coelficient  différentiel  sin^^a:  dx  diminuant  lorsque  m  aug- 
mente. On  déduit  de  là 

Or  le  dernier  rapport  tend  vers  l'unité,  en  vertu  de  Tégalité 
(16),  lorsque  k  croit  à  rinBni.  Donc 

,.  "^2/f  +  1   J 

lira    --r ï- 

A  =  00      ^2A 

Remplaçons,  dans  cette  égalité,   A^^  et  A^^+i   par  leurs 
valeurs  tirées  de  (18)  et  de  (19);  nous  obtenons  la  nouvelle 


égalité 


A=oo 

d'où  Ton  tire 


2k  2k      2k  — 2  2k  — 2      2    2   2^^ 

^!?l  am  2F==T  2^^=1  2k^r"  Sri 


71  =  OO 


,r_2    244      _TT    /__2ZL_-V(2;n- 1)      (20) 


n  =  l 


Celte  formule,  connue  sous  le  nom  de  formule  de  Wallis, 
donne  le  nombre  w  sous  forme  de  produit  infini.  Wallis  l'avait 
découverte  avant  Tinvention  du  calcul  intégral. 


n 
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Deuxième  niélhode  pour  le  calcul  de  /     c— **û^r. 


80.  C'est  encore  par  une  formule  de  réductions  successives 
que  nous  obtiendrons  cette  célèbre  intégrale  sur  laquelle  nous 
avons  déjà  appelé  l'attention  du  lecteur  (n°  69). 


Considérons  l'intégrale  définie. 


.     /  dx 

L^égalité  (19)  du  chapitre  I  donne  immédiatement  la  formule 
de  récurrence 


qui  est  applicable  pour  toutes  les  valeurs  de  m  supérieures  à 
l'unité.  Or 

.      /     dx      *  r    1    ^1     *  ^ 

^.  =  /      W^^^  =  a  ["c  lang  -J^   =  -  g: 

on  a  donCy  en  donnant  à  m  dans  la  formule  de  récurrence  les 
valeurs  2,  3...  m  : 

.     _i    .^   5      2m  —  3      1     iz 
A,„  —  2-  4-  g-  2m  —  2  a*'»-*  2* 

Posons  maintenant 

z  ,         dz 

0?=--—,        c?a?  =  -p=; 

s/m  \in 
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la  formule  précédente  devient 

*      /-- M  dz         1.3. 5... (2m  —  3)  j/m    tz 

AynSin—    I       <^,       £^y«  "  ^5.4.6... (2m  —  2)  a«"*^  2' 


m 


) 


Faisons  a  =  1  et  supposons  que  m  croisse  à  Tinfîni,  cette 


égalité  devient 


/  .i,         Tt    ,.        1.3.5... 2m  —  3  /— 

/      ^-'^^  =  2J'^^2.4.6...2m-^2^^> 


ou  en  écrivant  m  +  1  au  lieu  de  m 


00 


.8,         ^1'        1.3. 5... 2m — 1   /s g  .  I     ni 


m  =  00 


2m -P  i' 


ou  enfin,   en  tenant   compte   de   la   formule   de  Wallis   et 
remettant  a:  à  la  place  de  z  : 


00 

ô-^Vj?  =  I  v/^.  (21) 

0 


Transcendance  du  nombre  e  et  du  nombre  tz 


81.  C*est  à  l'aide  des  intégrales  défmies  que  M.  Ilermile  a 
réussi  à  démontrer  que  le  nombre  e  ne  peut  pas  être  algé- 
brique; en  d'autres  termes  on  ne  peut  pas  avoir  une  équalion 
de  la  forme 

V{e)  =  c^^  c,e  4-  c,e»  +...-+-  CmC"^  =  0  (22) 

9 

dans  laquelle  c^^  sont  les  coeflicients  entiers. 


CHAPITRE   II 


FaisoQS  une  remarque  préliminaire  :  rinlégratioBpaF  parties 
donne  înimédiatement,  en  répétant  \  fois  l'opération, 


(23) 


Cela  posé,  introduisons  avec  M.  flilbert,  qui  a  perfectionn 
la  méthode  d'Hermite,  le  polynôme  P  déûni  par  l'égalité 


(p-1)  r 

p  étant  un  entier  arbitraire  et  soit 


1^0 


Nous  allons  choisir  p  de  manière  que  l'équation  { 
plutôt  l'équation 

0 

soit  impossible.  Pour  cela  nous  l'écrirons 


»,  /^*  m 

^c,e^   I     Pe-'dx-h'^e^   1 


Pe-^dx  =  0     (24) 


et  nous   montrerons   que,   pour  des   valeurs  suffisamment 
grandes  de  p,  le  premier  terme  de  cette  équation  est  une 
fraction  inférieure  à  l'unité,  taudis  que  le  second  est  un  entier 
non  nul.  Ces  deux  termes  ne  pourront  donc  se  détruire. 
Considérons  la  première  somme  ;  son  module  est  ïnlérieur 
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à  la  somme  des  modules  de  ses  termes  ;  un  terme  a  pour 
module 


tJ  es 


e-'  I  P  I  dx. 
0 

Les  fadeurs  qui  composent  le  numérateur  de  P  ont  tous  un 
module  inférieur  k  m^\e-'  est  inférieur  àTunité  dans  le  champ 
de  l'intégration.  On  a  donc 


Faisons  la  somme  des  inégalités  déduites  de  la  précédente 
en  y  remplaçant  k  par  1,  2,  3...  m^  inégalités  qui  seront 
vérifiées  a  fortiori  si  Ton  écrit  e"^  au  lieu  de  e*  et  m  au  lieu  de 
A*;  nous  obtiendrons  enfin  l'inégalité 


Nous  poserons  encore 

m'"  +  ^  =  a 


e"'m»" 


^'^\c,\  =  h 


de  manière  à  donner  au  second  membre  la  forme  simple 


b. 


ZUVr 


(p~l)! 


Le  second  facteur  seul  dépend  de  p  et  Ton  sait  (L  246)  qu'il 
tend  vers  zéro  pourp  infini  :  donc,  quels  que  soient  b  et  a, 
on  est  assuré  de  pouvoir  rendre  cette  expression  fractionnaire. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  Téquation  (24). 
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uméraleur  de  P  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
de  .T  s'écrira, 

(—  ))■"'■(»»  \yxr  -  '  ■+■  A,A-J'  4-... 

CGcienU  A^  étant  entiers.  Multipliant  chaque  terme  par 
visant  par  (p  —  1)  !  et  intégrant,  nous  trouvons  pour 
de  CoJ,  à  cause  de  ia  remarque  préliminaire  (form.  23^, 

c„J  =  (—  \Y'r{m!)y  -+-  muU.  Aep. 

plaçons  maintenant  dans  le  terme  général  de  la 
}  somme  x  par  x  -\-  k 


r 


(j  +  A  _  |)p-'(a;  +  ky...  xy...{x  -^k  —  my 

ip  -  iri 


pérant  comme  précédemment  ou  voit  que  cette  inté- 
sra  un  entier  divisible  par/>  ;  il  en  sera  donc  de  même 


( 


Pe~'dx.  La  seconde  somme  de  l'équation  (24)  est 


s  la  forme  ( —  ^y•'^Co{m  ly  -+■  rault.  de  p,  et  il  est  évident 
>eut  choisir  p  de  manière  que  c,(m.')''  ne  soit  pas  divi- 
ar  p,  c'est-à-dire  de  manière  que  la  somme  soit  un 
ion  nul.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Supposons  maintenant  que  t.  soit  un  nombre  algé- 
et  que  a,  =  iit  satisfasse  à  une  équation  de  degré  n,  i 
ents  entiers,  dont  nous  désignerons  les  autres  racines 
.  a„.  Comme  1  -i-  e*i  =  0»  le  produit 

(1  +  e-')  (1  H-  e'*)...  (1  +  e'-) 
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doQt  la  valeur  est 

(1  -h  eP»-h... -h^P") 

seraaussinul.il  résulte  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
que  les  quantités  Pi»  P^  *..  Pn»  dont  quelques  unes  peuvent  être 
nulles,  satisfont  aussi  à  une  équation  algébrique  à  coefficients 
entiers.   Cette    équation,    débarrassée    des    racines    nulles, 

s'écrira 

« 

riz)  =  hz^  H-  h.z"^-^  -f- ...  -f-  b^  =0,      avec      bh^  ^  0. 

Le  produit  P  s'écrira,  en  groupant  les  exponentielles  à 
exposants  nuls  et  mettant  en  évidence  les  racines  de  l'équa- 
tion précédente, 

^  _l_  e?i  4-  Q^'i  _|_  ,.,_j_  g?ji      avec      a  entier 
Multiplions  P  par  l'intégrale 


^[(j{z)Y  "^  ^er-dz,      (p  entier  >  0), 


où  Ton  a  g(z)  ^  b^fi^)-  On  démontrera  d'une  manière  ana- 


.00 


logue  à  celle  du  n^  précédent  que  le  produit  P    /      ne  peut 

être  nul.   Il  y  a  donc  contradiction  :  le  nombre  it  est  titans- 
cendani. 

Ce  théorème,  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  Lin- 
demann,  établit  l'impossibilité  de  la  quadrature  du  cercle. 
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entre  a  et  6,  et  poar  toates  les  valeurs  de  /  comprises  entre 
«  et  a  +  A«  une  dérivée  par  rapport  à  t  bien  déterminée  et 
continue,  on  pourra  poser  pour  des  valeurs  de  Aa  suffisamment 
petites 

R  ayant  un  module  inférieur  à  tout  nombre  e  fixé  d'avance.  Il 
en  résulte 

il  =   /     f.{^c,^)da^  H-    /     Kdx 


La  dernière  intégrale  a  un  module  inférieur  à  (6  —  a)e,  et 
par  suite  tend  vers  zéro  avec  Aa.  On  a  donc  à  la  limite 


I^ût   /     f{oo,f£)dœ=  j     /•«(.r.a) 


dx  (26) 


Cette  importante  formule  est  connue  sous  le  nom  de  for- 
mule de  la  dérivation  sous  le  signe  j  ;  elle  est  due  à  Leibnitz. 

Dans  le  cas  où  une  (ou  les  deux)  limite  de  Tintégrale  de- 
vient infinie,  la  démonstration  précédente  ne  subsiste  plus  ;  car 
le  terme  (6  —  a)£  se  compose  d'un  facteur  qui  devient  infini, 
Tautre  étant  infiniment  petit. 

Remarquons  alors  que,  p  étant  quelconque,  on  a  Tidentité 


d'où 


limite   1       /•J(a?,a 


limite    /       /"a(^,a  -H  6Aac/.t') 
*'  a 


f{x,7)dx  -f-    lim      /       /'oK^.a  4-  0Aa)rfa7. 
A«  =  0/ 


La  première  intégrale  du  deuxième  membre  a  pour  limite, 
par  délînilioD,  lorsque  p  devient  infini, 


£ 


n^,'}dx; 


pour  qu'il  en  soit  de  mOme  du  premier  membre,  il  faut  que 
l'oa  ait,  pour  jf  =«  , 


lim      /       /■,(x,a-t-8iiH.v=Û  (27) 

•y  p 

ce  sera  une  verilicatioa  à  faire  dans  cbaquc  cas.  Sous  cette 
réserve,  la  formule  (2G)  pourra  s'appliquer  même  si  l'une  des 
limites  ou  si  les  deux  limites  deviennent  iatiaies. 

84.  La  formule  (26)  peut  évidemment  s'{?crire  en  multipliant 
les  deux  membres  par  dx  et  en  intégrant  entre  les  limites  a,, 

et  a    . 

f{x.a]dx-  j     f{x,^,)dx^  I     '^^  j     ''=^(^'"^'^ 
OU  encore 

el  enOn 

j    '1:0  j    «.,,.)i,=    /     d,  j     /■,(^,,)i,., 
ce  qui  s'énonce  ainsi  :  pour  intégrer  par  rapport  à  un  para- 
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mètre  arbitraire  une  intégrale  définie  qui  contient  ce  para- 
mètre dans  le  coefficient  différentiel ^  on  peut  commencer  par 

faire  l'intégration  sous  le  signe  j  par  7'apport  à  ce  paramètre. 

En  d'autres  termes,  on  peut  intervertir  C ordre  des  intégrations. 
Ce  théorème  exige  que  la  quantité  à  intégrer  demeure  finie 
et  bien  déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  et  de  a  com- 
prises dans  les  limites  des  intégrations.  Si  donc  les  deux 
membres  de  la  dernière  formule,  calculés  séparément,  se 
trouvent  inégaux,  on  peut  affirmer  que  la  fonction  à  intégrer 
est  devenue  infinie  ou  indéterminée  dans  le  champ  de  Tinté- 
gration. 

85.  Considérons,  par  exemple,  l'intégrale  déterminée  au 
n<^75. 


-«^Vx  =  a-|^2^-  (28) 

En  dérivant  les  deux  membres  par  rapport  à  a,  on  trouve 

X  Q        aoj  =  ^0,     i  —  ^29) 

0 

Prenons  de  nouveau  les  dérivées  des  deux  membres,  par 
rapport  à  «,  et  répétons  l'opération  m  —  1  fois  ;  nous  oble^ 
nous  l'égalité 


lOO 


0 


e         ax  —  ,^-y,.  — 2 — a        2^^     (30) 


80.  Pour  justifier  l'emploi  de  la  différentiation  sur  le  signe 
j  ,  il  faut  vérifier  que  l'équation  (27)  a  bien  lieu.  II  suffit  de 
remarquer  que  Ton  a, 


e-(a+0Aa>i?2  ^  2 


Calcul  iifTirdTisuiAL 


8 
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irttière  intégrale  a  pour  valeur  -.  Elle  tend  donc  vers 
3  qui  justifie  la  formule  (29).  Mdme  raisonnement  pour 
iule  (30). 

Nous  supposerons  maintenant  que  les  limites  a  et  6 

ictions  du  paramètre  a.  L'intégrale  /    /'(jr,oi)<ir  est  alor^^ 

L  qu'à  lui  a 

^es,  ce  qui 

-/»' 

leuxième  n 
5)  et  l'on  11 

Dn  pourrait  encore  elîectuerle  changement  de  variables 

j;  =  a  H-  (6  —  a);/, 

iiène  les  limites  de  l'intégrale  à  Otre  zéro  et  un,  c'est-à- 
jépendanles  de  «. 


iction  composée  et  il  n'y  a  qu'à  lui  appliquer  la  règle  de 
ion  des  fonctions  composées,  ce  qui  donne 


rfl  __  di  db       d\  da         i      n     , 

rfi  '~  db  (û  '^~  da(li~^   f     di.'  l^-'J*''-- 


leux  premiers  tenues  du  deuxième  membre  se  calculeot 
la  règle  donnée  (n"*  2  et  6)  et  l'on  trouve  ainsi 


':^r 
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Intégralion  par  les  séries 


89.  Une  méthode  féconde  consiste  à  développer  en  série 
le  coefficient  différentiel  ou  un  des  facteurs  de  ce  coefficient. 
Soit 

fip)  =  fo(P^)  -+-  /  ,(^)  + . . .  4-  /"«(a?)  4-  R„, 

R„  ayant  pour  limite  0  pour  7i  ==  oo  . 
On  aura 


^  a 


a  ^  a  ^  a  ^  a 


et  Ton  pourra  faire  croître  n  à  l'infini  dans  cette  dernière  &a- 
lilé  si 


lira      /     R„r/j;  =  0. 

/l  =  00      / 


90.  Considérons,  par  exemple,  Tinlégrale  suivante  étudiée 
par  Fourier  dans  la  théorie  de  la  chaleur  : 


1=1       e-^'^  ces  2007  d.c. 


J  '-' 


Comme 


^2..==,_(î|i'  +  (^V...+  ,-,,.!||, 


2  Ml 
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OD,  en  vertu  de  (30), 


W+       I   (      ,).(2t)-1.3...(2».-l)  1 


Le  tel  me  général  qui  figure  dans  le  crochet  peut  s'écrire 


OD  aura  don:  enûa 


e~'    coi  2bx  <!a!  =  ^  e—''   v*!!- 


(31) 


Mais,  pour  que  la  métliodË  précédente  soit  applicable,  il 
faudra  vériQer  que 


/     B„(i 

^0 


a  bien  pour  limite  zéro.  Or 


R, 


_  {2S,rf-j; 


-,/■('-  + '1  (0«)e-.' 


en  désignant  par  f'"'  +  '(0,t)  un  sinus  ou  un  cosinus.  On  a  donc 

,  (2i.l'"<-ij»-(l  +x't , 


l«.l<ll*9^ 


(2m  +  i)  ! 
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Le  module  de   /      B^dx  est  inférieur  à 


(2m  H- 1)!    /      («^     -+-^         ^^       ^^' 


qui  peut  s'écrire 


26  (2Ô)»"»    /        •„      ^i^ 

2m -h  2      (26)»"»-^  «      /^    .   a.»       2. 


ou  encore 


s/^[     2b      b^      2m -f- 2     6^'"^-»   1 
T  L2m  -+-  i  m  !  "^        26    '  (m  H-  1)  îj' 


et  enfin 


V/^  62«  r     26  ,n 

2  m!  L^m-h  1  "^    J' 


cette  quantité  tend  évidemment  vers  zéro.  L'égalité  (31)  est 
donc  légitime. 

91.  On  trouvera  de  même  la  valeur  de  Tinlégrale, 


qui  est  finie  parce  que,  pour  ar  =  1 ,  log  ^  et  1  —  x  sont  des 

infiniment  petits  de  même  ordre  et  que  le  produit  ^^  log  x  tend 
vers  zéro  avec  x,  quel  que  soit  «  positif. 
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:  est  inférieur  à  Tuoité,  on  pourra  écrire 

lière  fraction  tendant  vers  zéro  pour  ar  =  «  .  On  aara 

ant 

quantité 

es,  on  trouve 

'■=[Sri'»8-]]-ir^/  » 

rocbet  est  nul,  et  il  reste 

'  étudier  B»,  nous  décomposerons  le  champ  de  l'intégra- 
deux  parties 


lions  d'abord  la  quantité 


légrant  par  parties,  on  trouve 


afdx. 


f-f-l 
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il9 


p  étant  un  nombre  fixe  aussi  voisin  de  Tunité  que  Ton  voudra, 
mais  infériear  à  un.  La  première  intégrale 


1— a? 


log  X  dx  est  inférieure  à 


I      i—x 


log  X  dxj 


î'est-à-dire  k  p^'^'   I     ^^  dx  ; 


elle  tend  donc  vers  zéro 


lorsque  n  croit  à  l'infini.  Dans   le   deuxième  terme,    nous 
écrirons 

log  07=  log  [i  -  (1  -  X)]  =  -^i^x)^  ^^  -  ^^'  ^  ...] 


=  —  (1  —  O?)  fi  -^  - 


X 


•J- 


Comme  p  est  aussi  voisin  de  Tunité  que  Ton  veut  et  que  x 
est  compris  entre  /?  et  1,  nous  supposerons  p  choisi  de 
manière  que  les  termes  qui  suivent  le  premier  dans  le  crochet 
précédent  aient  une  somme  inférieure  à  un  nombre  donné  s. 
Un  aura  alors 

|loga?|<(l-a:)(i-+-e) 


-r=r.- 


dx 


)  j     a!» 


<  (i  4-  e)    1      0?»  +  ^dx 
P 


cette  dernière  intégrale,  dont  la  valeur  est  f^2  *  évidem- 
ment aussi  pour  limite  zéro.  On  peut  donc  développer  I  en 
série  et  écrire 


1 
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ce  dernier  crochet  a  pour  valeur  (*) 


0%.  C'est  encore  de  la  mômeman 
tante  connue  soua  le  nom  d'intégro 
première  espèce  (voir  n"  50) 

K=   f    , jî^-.^  = 

Comme  k^  est  inférieur  à  l'unit»^, 


et  par  suite 


K=."+ift' 


/sin'^ 


t. 3.. .2, 


Or  cette  dernière  întég:rale  a  été  c. 
enfin 

Cette  dernière  série  ne  converge 
petit  ;  si  A^  est  voisin  de  l'unité,  il  vi 


(')  Voir  la  démonstration  au  n*  140. 
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et  partir  du  développement  de 

ce  qui  conduit  à  des  calculs  analogues  aux  précédents,  et 
sur  lesquels  il  n'est  pas  utile  d'insister. 

93.  L'intégrale  peut  se  présenter  comme  série  illimitée, 
d'une  tout  autre  manière.  Ainsi  l'intégrale  /      /(a?)rfj?  pourra 


^  a 


être  considérée  comuie  la  somme  des  intégrales 


^ a  ^  a^  ^  an 


On 


dans  lesquelles  les  nombres  a,  a,,  aj...fl„,..  sont  rangés  par 
ordre  de  grandeur  croissante  et  n  croit  à  Finfini. 

04*  Considérons  par  exemple  l'intégrale 


fsin 


1=    1       ^l^dx. 


Nous  récrirons 


...H-    / 


X 


Si  Ton  pose 


0?  =  (2n  —  l)n  -h  y, 


on  a 


sin  a?  ,  / 


sm 


i^ 


(2n  —  l)Tt  H-  y 


r,  ^y» 
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a-  =  (2«  +  l)r-j, 


J         -/  (..r^T^^/v. 

ît  aÏDsi  que  les  termes  de  la  série  sont  alteraalivc- 
losîtifs  et  négatifs.  De  plus  chacun  est  inférieur  au 
ent  et  ces  termes  tendent  vers  zéro  ;  la  série  est  donc 
gente.  On  peut  alors  écrire 

-.It 

n  sait  (voir  par  exemple  n"  lil)  que 


>ngf  =2r2 


(32) 


j(2t  +  I)'  —  »•  ' 

elle  égaillé,   remplaçons  x  par  ^:  noua  obtenons  la 
î 

)ii  tire 

•^0  t/o 
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OU  enfin 


I       sin  a? ic 


(33) 


0 

es.  On  établit  de  la  môme  manière  l'égalité 

cos  xdx 1     /         (e«  —  e—^)  cos  y      , 

â*  -h  j?^       ïâ   /       ê'»  ~"2  cos  y  -h  e*-^    ^' 

C'est  encore  un  développement  en  série  qui  permettra  d'inté- 
grer le  deuxième  membre  :  posons  en  effet 

La  fraction  à  intégrer  peut  s'écrire,  en  n'écrivant  pas  provi- 
soirement le  facteur  cos  t/j 

i^  —  1 ,        21  cos  y  —  2 

f*  —  2/  ces  y  -h  1  ~"     "^  <*  —  2f  cos  y  -h  1 

=  1  H-  ■: r:.  -4- 


=  1-1-  e'y-«  [l  -h  e'i/-«  -\-  eW-'»)  -f-...] 

=  1  -f-  2e-«cos  y  h-  2e— *«  cos  2i/  4-  2e-'«  cos  3y  -h... 

On  a  donc  enfin,  en  remarquant  que  dans  l'intégration  le 
second  terme  seul  donne  un  résultat  différent  de  zéro^ 


cos  xdx ir 

a2  -1-  :f^  —  2â 
0 


2    _j^     V.2    9r,    ^""     • 


Intégrales  eu 


06.  L'intégration  se  présente 
plus  compliquée.  On  rencontre  ei 
forme 


-I 


l'intégration  devantêtre  effectuée 

donnée  du  point  (x^y„)  au  point  (x 

Voici  exactement  ce  qu'il  faut  ( 

les  équations  qui  définissent  les  c 
courbe  plane  (C)  <Ionn<5e  en  fond 
t  ^  t^,  le  point  courant  coïncideri 
coordonnées 


et,  pour  t  =  t^,  avec  le  point  M^  t 

f  i/i  =  ?( 

Si  dans  les  fonctions  P{x,y),  Q 
leurs  valeurs  en  fonction  de  /,  en 


=  /'0 


It^t  IV.*' 
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les  fonctions  P(^,y),  Q(a:,y)  deviendront  des  fonctions  de  /, 
Pi(0>  Qi(0  ^^  ï'^ï^  ^"''®»  V^^  définilion  : 


=  /    [^AOfV)'^QMo'{t)]dt.  (36) 


OT.  Celte  nouvelle  espèce  d'intégrales  donne  naissance  à  un 
problème  très  important.  Si  deux  courbes  ont  les  mêmes  extré- 
mités Ato  et  J/j,  à  quelles  conditions  les  intégrales  effectuées  le 
long  de  ces  courbes  auront^elles  la  même  valeur  ? 

Soient 

les  équations  qui  définissent  une  deuxième  courbe  (C),  avec 
les  conditions  initiales  et  finales 

Nous  allons  envisager  une  courbe  (C)  qui  se  déforme  de 
manière  à  passer  de  la  forme  (C)  à  la  forme  {G)  ;  -pour  cela  nous 
poserons 

La  courbe  (C')  ainsi  définie  se  confond  avec  (C)  pour  a  =  0  et 
avec  C  pour  a  ==  l.  Nous  exprimerons  que  l'intégrale  prise  le 
long  de  cette  dernière  courbe  est  indépendante  du  paramètre 
variable  a  pour  toutes  les  valeurs  de  a  comprises  entre  0  et  1. 

Les  limites  étant  indépendantes  de  a,  nous   diiïérentierons 

sous  le  signe    i  ;  il  faut  remarquer  que  maintenant,  dans  (3i) 

X  eiy  sont  remplacées  par  les  valeurs  tiréesdes  équations  (38) 
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doit  remplacer  par  exemple  dx  par^";  dt,  dy  par 
I  aura  ainsi 


dxjdi   '^^  dxài 


cliODs  de  celte  l'i'alité  la  a 


•s-«a;:-rK('';;')H-^(og)].-, 


dentiquement  vériQée  parce  qu'aux  limite»  ^  s*  '^^ 


■-  cette  dérivée  soit  nulle,  quelle  que  soit  a,  il  suflil  que 


dition  est  aussi  nécessaire,  comme  nous  le  démonlre- 
'opos  du  calcul  des  variations. 

est  indispensable  de  remarquer  que  ce  raisonnement 
pressément  que  les  deux  fonctions  F  et  Q  soient 
i  et  bien  délorniinées  ainsi  que  leurs  dôrivêcs  du 
ordre  pour  tous  les  points  compris  entre  les  deux 
c)  et  ((.').  En  eiîet  lorsque  le  paramètre  «  variera  de 
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il 


zéro  à  Tunilé,  la  courbe  (38)  balaiera  tout  l'espace  compris 
entre  (C)  et  (C). 

Nous  désignerons  désormais  par  la  notation 


{Pdx  -+-  Qdy) 

MoMj 

rintcgrale  qui  vient  d'être  définie  et  qui  ne  dépend  que  des 
limites  de  l'intégrale.  Lorsque  nous  voudrons  distinguer  deux 
chemins  ayant  les  mêmes  extrémités»  nous  les  désignerons 
par  trois  lettres  ;  ainsi,  en  négligeant  même,  pour  plus  de 
rapidité^  d'écrire  la  différentielle,  le  théorème  que  nous  venons 
de  démontrer  s'énonce 


PM^ 


sous  la  condition  (39). 


00.  On  a  évidemment 


MçPMi 


MiPMo 


100.  Le  théorème  précédent  peut  encore  s'énoncer  comme  il 


CHAPITRE    11 


M  fondions  P  «ï  Q  ne  présentent  aucune  singularité 
ur  d'un  contour  fermé,  l'intégrale 


!• 


(Pdx  -+-  Qdy) 


ngdece  contour  est  nulle,  pourvu  que  Von  ait  < 
oints  de  l'aire  considérée 


;  l'intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  est  dif- 
!  zéro,  on  peut  aflirmer  qu'une  au  moins  des  fonc- 
Li  U  présente  une  singularité  à  l'intérieur  du  conlour. 


.es  intégrales  curvilignes  jouissent  évidemment  de  la 
des  intégrales  ordinaires  qui  peutôtre  ainsi  formulée 


ÙH: 


L'intégrale   curviligne  peut  être  considérée  comme 
le  sa  limite  supérieure. 
;etle  fonction,  nous  poserons 


(Prfj;  -+-  Qdy) 
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et  u  dépendra  des  tieux  variables  a:  et  y.  Donnonsàarraccrois- 
sement  Aar,  y  restant  constant  ;  u  deviendra 

U  -{-  lu  =    I  *  [Pdx  -h  Qdy) 


=./: 


{Pdx  -^  Qdy)  4-   /  {Pdx  -h  Qdy). 
On  aura  par  suite 

.-^  +  Aj?,y  /-«a?  4-   IXyi/ 

\u  =    /                    {?dx  4-  Qdy)  =  /                     Prfo? 


«^  ar/i 


^y  «^  ^y 


parce  que,  dans  cette  dernière  intégration,  y  reste  constant. 
U  en  résulte  inimédiatement 


et  Ton  démontrerait  de  même  que 

-  =  Q. 

* 

On  a  donc 

du  =  Vd.c  -h  Qdy, 

Ainsi,  si  deux  fondions  P  el  Q  sont  telles  que 

^V  _  i>Q 

i7  exw/e  i/we  fonction  u  e//»^  t/ewj:  variables  x  e/  y,  définie  par 
la  notation 


X  -h  Qdy), 


e/  dont  les  dérivées  partielles  sont  précisément  P  e/  Q. 

C.VLCUL  IHnXITKSIMAL  9 
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car  les  deux  membres  sont  égaux  à  ^    ,  - .  Nous  obtenons 

ainsi q —   coûditions  auxquelles  doiveut  nécessairement 

être  assujettis  les  coeflicieuls  X,  pour  que  l'expression  e  puisse 
être  une  dtfléreatielle  exacte  d'une  certaine  fonction  ?■ 

Nous  allons  montrer  réciproquement  que,  si  les  conditions 
(il)  sont  remplies,  il  est  toujours  possible  de  déterminer  une 
fonction  ?>  dont  t  soit  la  dilTérentielle  et  qui  prenne  une  va- 
leur donnée  Ug  pour  des  valeurs  arbitraires  a^,  a^...  a„  attri- 
buées aux  variables  X,,  Xi...  Xn.  Posons 

rinli'gralion  ne  se  rapportant  qu'à  la  vanubte  :r,,  nous  aurons 


l'I,  pour  i  dillérent  de  l'unité, 

'^i    J^     ■«■.■     '    J^    -'^i     ' 

en  désignant  par  X^'  la  valeur  de  X,  pour  x^.  Il  en  résulte 
du,  ^  X,rfx,  -H  {\.  —  X^O^'-'-j  4-  —  -+-  (X„  —  K')<i'-«- 
Ketrancboas  cette  égalité  de  l'égalité  (40)  :  il  reste 

s  —  rf(|-,  =:  ^Vdx^  +  ...  -t-  Xïirfj:„ 

le  second  membre  étant  composé  comme  e,  mais  avec  une  va- 
riable de  moins.  Dans  ce  second  membre,  les  conditions  d'in- 
t('grabililé  sont  évidemment  satisfaites  puisqu'elles  figurent 
parmi  les  équations  (41)  où  un  a  seulement  remplacé  j^i  para,. 
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On  réduira  de  même  à  une  nouvelle  expression  simplifiée  en 
posant 


ce  qui  donnera,  par  une  notation  facile  à  comprendre, 

e  —  dUi  —  du^  =  Xl^>''idx^  -h  ...  -H  XS*»«2û?j;„, 

et  ainsi  de  suite.  Finalement  on  aura 

E  =  du^  4-  dUj^  H-  ...  -h  dun, 

et  par  conséquent  e  sera  la  différentielle  d'une  fonction 

çp  =  î/,  H-  W^  -4-  ...  H-  Un  -h  C'° 

on 

j^^i  rv"^!  /'V^s 

Soit  par  exemple 

rfo  =  (y  -h  z)dx  -h  (sr  -h  a;)c?y  -+-  (^  -h  y)c^^ 

On  a 

'f  =  (y  -+-  ^)  (-^  —  «i)  -+-  (^  H-  «,)  (y  ~  «i)  -i-  («1  -H  «2)  (3  —  03) 

=  x\i  -f-  //^  -f-  ^.^;  -h  C*®. 


Des  fonctions  niuiurormes 

106.  Les  considérations  développées  dans  les  n°^  100 
à  103  permettent  de  préciser  le  sens  du  mot  «  fonction  ». 
Nous  appellerons  fonctions  uniformes  ou  monodrômes  celles 
qui  reprennent  toujours  la  même  valeur  au  même  point  (c'est- 
à-dire  pour  le  même  système  de  valeurs  des  coordonnées  x 
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et  y),  quel  que  soit  le  chemin  suivi  pour  arriver  à  ce  point. 
Les  autres  fonctions  sont  dites  multiformes ^  polydrômes^  ou 
simplement  mal  déterminées.  Ces  mots  s'entendent  dans  tout 
le  plan  ou  dans  une  région  limitée,  suivant  les  cas.  Les  fonc- 
tions 

x^  —  y»,      - ,       e'siïi  y, 


y 


sont  des  fonctions  uniformes. 
Au  contraire 

\^x^  -h  y*,       arctang  - 

sont  des  fonctions  multiformes.  En  effet  donnons  à  x  la  valeur  3 
et  à  y  la  valeur  4  ;  \fx'^  -h  y"  peut  prendre  les  deux  valeurs  ±3, 

et  arctang  £  peut  recevoir  une  inQnité  de  valeurs  renfermées 
dans  la  formule 

4 
kr.  -h  arc  tang  q , 

le  dernier  arc  tang  étant  celui  compris  entre  zéro  et  ^ . 

107.  Si  l'on  différentie  une  fonction  multiforme,  la  valeur 
de  l'intégrale  de  cette  différentielle  dépendra  du  chemin  suivi. 
En  particulier  l'intégrale  le  long  d'un  contour  fermé  ne  sera 
pas  toujours  nulle. 

Considérons,  par  exemple,  la  différentielle 

._,.?/       xdu —  ydx 
cfM  =  cf.arctanff  ^  =  — '% ^  ^— 

^  X  x^  -\-  y^ 

et  cherchons  la  valeur  de  l'intégrale  (C/n^  104) 


—  ydx 


prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon  R  qui  a  son  centre  à  l'ori- 


IPI^*' .  î. ^-    ■'- 
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gine.  La  géométrie  donne  immédiatement  ]a  réponse  ;  en  effet 
on  a  sur  le  cercle 

j;8  -h  y«  =  R2 

et  xdy  —  ydx  représente,  au  signe  près,  le  double  de  Taire  du 
triangle  qui  a  pour  sommets  Torigine  et  deux  points  M  et  M' 
infiniment  voisins  l'un  de  Taulre,  pris  sur  la  circontérence.  La 
somme  des  aires  de  ces  triangles  inQniment  petits  est  évi- 
demment -ïtR'^  et  Ton  a 


27:  /       x^  -h  y^ 


===hl. 


On  prendra  le  signe  -i-,  si,  en  tournant  sur  la  circonférence 
dans  le  sens  Irigonométrique  on  rencontre  d'abord  le  point 
^^^f  y),  puis  le  point  W{x  h-  dcc,  y  -h  dy),  le  signe  —  dans  le 
cas  contraire. 

Le  même  résultat  peut  d'ailleurs  ôtre  retrouvé  autrement  : 
posons 

ir  ==  R  ces  t 
y  =  R  sia  t. 

L'intégrale  devient,  en  tournant  dans  le  sens  trigonométrique 


^ 


et,  en  tournant  en  sens  contraire, 


-^0 


Cet  exemple  fait  voir  qu'il  faut  toujours,  dans  le  calcul  des 
intégrales  le  long  d'un  contour  fermé,  préciser  avec  soin  le 
sens  dans  lequel  on  décrit  ce  contour, 

108*  Nous  allons  entrer,  à  ce  sujet^  dans  quelques  détails 
et  envisager  des  contours  plus  compliqués. 
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lit  une  courbe  (C)  fernKÏe,  cl  renfermant  plusieurs  aulros 
bos  fermées  (■;),  {■(')•  ("r")  ■  supposons  que  ces  contours 
:nt  aucun  point  commun. 


exi«le  une  région,  couverte  do  liachures  dans  la  figure, 
prise  entre  les  courbes  (7),  (y),  (y')  et  (C).  .Nous  dirons  que 
inlour  de  la  région  esl  parcouru  dans  un  sens  donné  si  un 
ile,  parcourant  les  quatre  courbes,  laisse  toujours  la 
an  du  roi>rae  côlé,  par  exemple  à  sa  gauche.  Observons, 
tassant,  qu'un  autre  chemin  fermé  quelconque  trac<^  dans 
igion  pourra,  par  des  déformations  successives,  être  réduil, 
ton,  à  un  point,  suivant  qu'il  enfermera,  ou  non,  quelques 
1  des  courbes  (f),  (yO,  (Y)- 

n  pourrait  imaj^iner  des  contours  plus  compliqués,  (ois 
le  suivant; 


FiG.   .1 

;  nous  n'aurons  pas  à  les  envisager. 

00.  Cela  posé,  supposons  que  les  fonctions  P  el  Q  restent 
ormes  dans  ta  région  ombrée  qui  vient  d'être  définie, 
'intégrale 


/ 


(Prf,r  ^-  Q,l„), 
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prise  le  long  d'une  courbe  fermée  quelconque  réductible  à  un 
point  par  des  déformations  successives,  aura  toujours  pour 
valeur  zéro. 

Nous  allons  en  déduire  la  relation 


(c)  ^(^)  ^^cn  *^(t"). 


los  contours  étant  cette  fois-ci  tous  parcourus  dans  le  sens 
trigonomëtrique,  ou  tous  en  sens  contraire. 

Envisageons  à  cet  effet  le  chemin  RABGDKFGHIJKLMNO 
PQU  ;  ce  chemin  pourrait  être  réduit  à  zéro  par  des  déforma- 
tions successives,  et  sans  sortir  de  la  région.  L'intégrale 


/  (Pdx 


-+-  Qdij). 


prise  le  long  de  ce  chemin,  est  donc  nulle  ;  on  a  donc,  en  la 
décomposant 

^ R 


6    K 


«^  AB         *^  IJCO        *^DE        *-^  KFG       *^  OH        *^^  IIIJ        «-JK 


(42) 
=  0. 


KLM       *-     MN        *^  NOP       *^  PQ         «^  QRA 
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S  on  peut  supposer  les  deux  contours  AB  et  DK  aussi 
s  l'un  de  l'autre  que  l'on  voudra  et  même  coatoadus  ;  de 
HG  et  JK,  MX  el  QP.  Les  fonctions  P  et  Q  reprenant  par 
hèse  les  mêmes  valeurs  aux  mêmes  points,  on  aura 

,/>-,/:  Ir-I-  i-i 
/-/■  f-f'  f'-f' 

signant  par  /   ,     /    ...   /    les  intégrales  parcourues 

J^■J,  J^Y)   ^(c) 

e  sens  trigonométrique.  EnQn 

te  que  l'i'galité  (42)  devient 

^{O     «^(71     «-'(T)     ^  ,y-) 

nous  voulions  démontrer. 

),  Retour  sur  les  fondions  multiformes.  Il  est  toujours 
le,  en  restreignant  les  faciliti?s  que  le  point  ^\{x,y)  de 
rbe  a  à  se  di^placer,  de  transformer  une  fonction  multi- 

en  tonctioD  uniforme  ;  nous  entendons  par  là  que  la 
m,  soumise  maintenant  aux.  restrictions  auxquelles  nous 
fait  allusion,  ne  peut  plus  prendre  en  chaque  point  de  la 

considérée  qu'une  seule  valeur. 

exemple  fera  bien  comprendre  la  manière  d'opérer, 
nous  ia  fonction  arctg  ^l,  et  montrons  d'abord  qu'il  est 
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toujours  possible  de  passer  d'une  valeur  de  la  fonction  à  une 
valeur  différente  par  une  variation  continue,  tout  en  restant 
dans  un  domaine  déterminé,  par  exemple  à  Tintérieur  d'une 
circonférence  de  centre  0  et  de  rayon  2.  Nous  choisirons, 
comme  chemin  décrit  par  le  point  M[œ,  y),  la  circonférence  de 
centre  0  et  de  rayon  1,  et  pour  valeur  initiale  de  la  fonction  au 
point  A,  dont  les  coordonnées  sont  ^==1,  y  =  0^  la  valeur 

zéro.  Posons 

X  ==  ces  t 
y  =  sîn  t  ; 

la  fonction  arctang  ^  est  simplement  égale  à  /,  et,  pour  que 

le  point  M  décrive  la  circonférence  donnée,  il  suffit  de  faire 
varier  t  de  zéro  à  2Tt.  Lorsque  M  sera  revenu  en  A,  arctang 

^  aura  la  valeur  2-^. 

X 

Menons  maintenant  un  rayon  OB  quelconque  du  cercle  de 
rayon  2,  et  interdisons  au  point  M  de  franchir  ce  rayon.  Quel 
que  soit  le  chemin  parcouru  dans  le  domaine  considéré,  avec 
la  nouvelle  restriction  que  nous  venons  d'apporter  aux  déplace- 
ments, soit  par  exemple  le  chemin  ANDN'CA,  lorsque  le  point 
M  reviendra  à  son  point  de  départ,  la  fonction  reprendra  sa 

valeur  initiale  ;  arctg  ^  est  dans  les  nouvelles  conditions  une 

fonction  uniforme. 


FiG.6 
11  est  à  remarquer  qu'aux  deux  points  N  et  N'  qu'on  peut 
supposer  aussi  voisins  qu'on  le  voudra  de  OB,  mais  de  part  et 
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tre  dfl  OB,  la  fonction   arctg  *i  prend  deux  valeurs   cjui 

■ront  enlre  elles  de  près  de  2it.  Si  donc  l'on  voulait  fran- 
ie  rayon  OB  pour  passer  de  N  à  N',  il  faudrait  diminuer 
;quement  la  valeur  en  N  de  2it  pour  avoir  la  valeur  en  N'. 
■ayon  Oit  s'appelle  une  coupure. 

e  qui  précède  suffit  pour  faire  comprendre  comment  i} 
ra  opérer  dans  tous  les  cas.  Appelons  points  de  branche- 
/  les  points  qui,  situés  entre  deux  chemins  ayant  les  mêmes 
émitcs,  font  acqui-rir  finalement  à  la  fonction  qui  parcourt 
deux  chemins,  avec  la  même  valeur  initiale,  des  valeurs 
rentes.  On  mènera  des  coupures  de  chaque  point  de  bran- 
nent  à  la  limite  du  domaine,  limite  qui  peut  dans  certains 
être  roculée  àl'inlini;  pour  tout  chemin  intérieur  au 
aine  et  qui  ne  franchira  aucune  coupure,  la  fonction 
eurera  uniforme. 

ous  trouverons  dans  le  chapitre  suivant  de  nouveaux 
nples. 


CHiPITRE  III 

INTÉGIUTION  DES  FONCTIONS  DE  VARIABLES 

IMAGINAIRES 


111.  Les  intégrales  de  la  forme  /  {l^dx  -+-  Qdy),  lorsqu'elles 

existent,  définissent  ce  qu'on  peut  appeler  des  fonctions  de 
point.  Parmi  celles-ci,  nous  considérerons  en  particulier  les 
fonctions  de  variables  imaginaires  telles  que  nous  los  avons 
définies  dans  le  premier  volume  (§§  260  et  suivants).  Quoique 
nous  paraissions  sortir  du  domaine  pratique  qui  intéresse 
exclusivement  l'ingénieur,  le  lecteur,  qui  prendra  la  peine  de 
lire  ce  cnapitre,  verra  que  l'emploi  des  imaginaires  présente 
souvent  le  plus  court  moyen  de  trouver  d'importants  résultats 
relatifs  au  domaine  réel.  S'il  le  veut,  il  pourra  d'ailleurs  se 
contenter  de  constater  ces  résultats. 

Nous  désignerons  toujours  par  la  lettre  z  la  fonction  de 
point  très  simple  x  -H  iy.  Soit  alors 


M  =  P{x,y)-^iQ{x,y), 


l'intégrale    1      ^ 


/{z)dz  sera  définie  de  la  manière  suivante 


on  se  donne  une  courbe  (C) 


-.J»» 
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passant  aux  points  Mq{z^  =  j*o  4-  ûjo)  et  M/^^  =.  x^  h-  ii/,).  Si 
l'on  remplace 

z      par      ç(«)  -f-  e6(/) 
(3?^      par      [?'(0 -H  t•V(0]^^ 
f{z)dz  devient 

[F(0  -h  iF,(0]  [o'(0  4-  if(0]  dt, 

m 

ce  qui  peut  s'écrire,  plus  simplement, 

[M(i)-^iS(t)]dt; 
la  quantité 

\\{t)di  4-  i  I      N(t)di 

^0 


sera  dite  la  valeur  de   /     f{z)dz.  Il  est  clair  que  cetle  inté- 


grale jouit  des  propriétés  des  intégrales  réelles  auxquelles  elle 
se  ramène  par  définition. 

En  particulier  si  z^  est  un  point  de  la  courbe  (C)  compris 
entre  z^  et  ^i,  on  aura 


^^0  *^^0 


-S 


On  pourra  aussi  poser 

r(z)  =  P(x,2/)  4-  iQC^.y)  ; 
et  Ton  aura,  le  long  de  la  même  courbe  (C), 

f{z)dz  =  (P  4-  îQ)  {dx  4-  idy) 

=   /  [(?  4-  iQ)dx  4-  {iP  -  Q)dy] ,     . 
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celte  dernière  intégrale  étant  parfaitement  définie  lorsqu'on 
remplace  x  eiy  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  t. 

1 12.  Si  maintenant  on  cherche  à  quelles  conditions  l'inté- 
grale qui  vient  d*être  définie  ne  dépend  que  des  limites,  on 
sera  conduit  à  faire  un  raisonnement  identique  à  celui  du  n^  97, 
et  par  suite  la  condition  (39)  s'appliquera,  c'est-à-dire  qu'on 
devra  avoir 

î>p     •  ^  _  .  *2?  _  ';^ 

dy  fn/  àx       àx  ' 

ou  encore,  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires 

~=5!5        -=  —  ^^  ({) 

ce  sont  les  conditions  (10)  du  n**  261  (Tome  i®'^).  Ainsi,  dès 
que  P  H-  iQ  représente  une  fonction  de  x  -\-  iy^  il  existe  une 
autre  fonction  de  point  que  l'on  peut  représenter  par  la  nota- 
tion 


=   /   Mdz. 


et  qui  est  égale  a  Tinlégiale  curviligne 


(P  -+-  iQ)  [dx  -h  idy). 

Comme  on  a  (n^  102) 

du  =  (P  -f-  i(i)dx  H-  (P  +  iQ)idij  =  (P  -h  iQ)  {dx  -h  idy), 
ou 

du  =  f{zdz. 
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st  la  di'rivée  de  «,  la  dérivée  élant  prise  comme  si  =  était 


3,  Celte  intégrale  jouit  évidemment  des  propriétés  des 
aies  ordinaires,  rappelées  (n°'  3  à  0).  On  aura  : 


./■ 


f(,)dz  =  =f(t)  -  ?(«). 


est  une  lonclion  primitive  de  f{s)  et  si,  de  a  ai,  K' 
n  parcouru  no  présente  aucun  point  critique  ;  de  mémo 


f-f'.-H- 

sur  le  parcours  de 


nts  J  et  c  étant  sur  le  parcours  A%  akd;  enûn 


tliéorëmes  de  la  moyenne  doivent  être  modlQés.  On 
bien,  h.  la  vérité,  pour  /  et  A  réels, 

,)4-,-ç((-i.A)_[/l(0  +  .>[0]  =  /'[A'-l-<'A)  +  '>V-l-e,A)]. 

s  M.  Darboux  a  montré  qu^on  peut  supposer  e  =:  o,,  à 
ion  de  modiûerle  TBullipUcateur  des  dérivées.  Posons 

F(0  =  AO  _+■■?(') 
j  = 


e  étant 
mme,  0 


iiodule  d'une  somme  étant  inférieur  ù  ia  somme  des  luo- 
ies  termes  de  la  somme,  on  aura 


1J|<  /     I  F(')K'; 


s* 
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le  second  membre  est  maintenant  réel,  et  on  peut  lui  appli- 
quer le  premier  théorème  de  la  moyenne  {n^  8,  form.  7) 


I  F(0  \dt  =  {b^a)\  F(?)  I  , 

d'oii,  en  désignant  par  6  un  nombre  positif  inférieur  à  wn, 

I  J  I  =  6(6  -  a)  I  F(ï)  I  . 

Or  si  ©  et  CD  désignent  les  arguments  de  J  et  de  F(î),  on  a 

J  =  I  J  I  (cos  cp  -f-  i  sin  o) 
F(î)  =  I  F(f)  I  (cos  w  4-  i  sin  a>)  ; 

on  en  déduit 

__i =  o'6  -  a) ^©-.— 

COS  cp  H-  i  sin  ©         ^  ^  cos  w  -\-  t  sin  w  ' 

ou 

J  =  6(6  —  a)  [cos  (<p  —  w)  -4-  t  sin  {o  —  w)]  F(?), 

ou  enfin 

F{t)dt  =  X(ô  —  a)F(0,  (2) 

a 

À  étant  une  quantité  complexe  dont  le  module  est  inférieur 
à  Tunilé  et  î  un  nombre  réel  compris  entre  a  et  b.  La  for- 
mule (2)  est  la  généralisation  de  la  formule  (7)  du  premier 
chapitre  ;  on  généraliserait  d'une  manière  analogue  la 
formule  (8)  et  nous  écrirons,  sans  démonstration, 


f{t)F(t)dt  =  IfC)   /     F(t)dt  (3) 

les  lettres  X  et  \  conservant  la  même  signification  que  ci-dessus, 

Calcul  inFLiiTésiiLiL  10 


»■    -r  -      7 
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et  la  fonction  f{t)  étant  assujettie  à  être  réelle  et  positive 
entre  a  et  b. 


Considérons  enfin  l'intégrale 


J  = 


f[z)dz^    I      (P^iQ)(dx-^idy); 


on  a,  d'après  ce  qui  précède, 


mod  J 


mod  f{z)  mod  (dœ  -h  idy)  =  6  mod  /(Ç)    f      ds 


en  appelant  ds  l'arc  AA'  de  courbe  terminé  aux  point ^ï^  et;?... 
Enfin,  en  introduisant  le  facteur  X  de  M.  Darboax,  on  a 

3  =  1  arc  AA7(Î) 
114.  Le  théorème  du  n°  17  subsiste  sans  modification  ; 


et  il  est  encore  vrai  (n^  18)  que  l'intégrale   /    f{z)dz  a  une 


signification,  si  le  produit  z''f{z)  a  une  limite  pour  js  =  c»  et 
pour  n  >  1.  Voici  un  théorème  analogue  qui  nous  sera  d'une 
grande  utilité  :  «  S/,  pour  z  =i  oo  ou  pour  z  =  0  le  produit 

zf[z)   tend  vers  zéro,   Vintègrale  j  f(z)dz,  prise  le  long  d'un 

cercle  de  rayon  infini^  ou  dun  cercle  de  rayon  infiniment 
petit,  ayant  Vorigine  pour  centre,  est  nulle. 
En  effet,  Ton  a,  comme  précédemment, 


yiz 


< 


\f{z)\    \dz\. 


Posons 


;r  =  R  (cos  <p  -4-  i  sin  cp), 
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d'où 

dz  =  Rt  (cos  ç  4-  »  sin  <p)  d<5>,       \dz  \:=  Rc?<p  ; 

mais  on  a 

lim  zf[z)  =  0; 
donc 


l/WK-f^ 


€  étant  un  nombre  arbitrai re,  ou 


l/WI<i- 
En  se  reportant  à  la  première  inégalité,  on  voit  que  Ton  a 


f{z)dz\<    I    çRdç 


<2ire 


ce  qui  démontre  le  théorème,  puisque  e  peut  être  pris  aussi 
petit  que  l'on  veut. 

Remarque.  —  En  transportant  l'origine  au  point  a,   on 

verrait  de  même  que  Tintégrale  \  f{z)  dz  prise  le  long  d*un 

cercle  InGniment  petit  décrit  autour  du  point  a  comme  centre 
est  nulle  si  le  produit  [z  —  a)  f  [z)  tend  vers  zéro  pour  5  =  a. 


115.  L'intégrale 


f{z)  dz 


ne  dépend,  par  déGnition,  que  de  ses  limites  ;  nous  avons 
cependant  spécifié  que,  entre  deux  chemins  donnant  la  même 
valeur  pour  w,  il  ne  devait  pas  y  avoir  de  points  critiques 


de  (Jz).  Il  peut  donc  arriver 
tioQ  u  prenne  des  valeurs  di 
et  cela,  soit  que  f{z)  prenne 
soit  que  f{z)  soit  uniforme, 
cessaire  entre  les  nombres 
prendre  u  et  f[z)  au  même 

1 J6.  Voici  quelques  exei 
1"  Soit 


On  sait  que  u  prendra  ud 
la  formule  (I,  n"  269) 


et  qu'on  passe  de  l'une  k  \'i 
des  circonférences  de  rayon 

Nous  avons  dit  (n"  13)  qi 


fait  reste  exact  si  x  est  réi 

finie  si  la  variable  z  décrit  i 
pas  par  l'origine. 

2"  De  même  la  fonction 
grale 


-/ 


admet  une  infinité  de  valeur 


TV^ 
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Voici  comment  se  trouvent  ces  diverses  valeurs  :  on  remarque 
que  u  peut  s'écrire 

\      i      (h  {     l     dz  \  I 

«  =  2iJ   z-^Ti  -  2iJ   z  ^i  =  27  '°S  (*-'■)-  27  '«g  (^  +  '■). 

Lorsque  le  point  z  tourne  autour  d'un  des  points  critiques 
-f-  I  et  —  i,  l'un  ou  l'autre  des  logarithmes  s'accroit  (ou  dimi- 
nue) de  2-1  ;  par  suite  ti  a  repris»  après  un  tour  de  z,  sa  valeur 
initiale  augmentée  ou  diminuée  de  tc. 

3**  Dans  l'exemple  suivant,  la  fonction  est  indéterminée  mais 
n*est  susceptible  que  de  deux  déterminations,  tandis  que  son 
intégrale  admet  encore,  pour  chaque  valeur  de  z,  une  infinité 
de  valeurs.  Soit 


/dz 


^rr  =  arc  sm  z  : 

A  ' 


s\  91  est  une  valeur  de  arc  sin;:;,  les  autres  sont  données  par  la 
formule 

H  -^  (-  l)*a, 

dans  laquelle  k  représente  un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 
Marquons  en  effet  sur  l'axe  ox  les  points  A  et  A'  qui  ont 
pour  coordonnées  1  et  —  1  ;  supposons  de  plus  que  nous  don- 
nions à  v''l  —z-  comme  valeur  initiale  4-  1  à  l'origine. 


A' 


Fio.  7 


Si  Ton  va  en  ligne  droite  de  0  à  M,  le  radical  acquerra  en 
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M  une  certaine  valeur  que  nous  appellerons  R.  Mais  si  Toa 
suil  le  chemin  OCM,  la  valeur  finale  en  M  ne  sera  plus  néces- 
sairement la  même,  parce  qu'entre  les  deux  chemins  se  trouve 
le  point  A  qui  est  critique  pour  /i  —  z*.  Ce  chemin  peut 
être  remplacé  par  le  suivant  :  de  0  jusqu'au  voisinage  de 
A  en  dessous  de  Ox  {z  réel  et  égal  à  x),  une  circonférence  de 
rayon  r  autour  de  A  décrite  dans  le  sens  trigonométrique,  de 
A  en  0  au-dessus  de  Ox  et  enfin  de  0  à  M  en  ligne  droite.  Entre 
ce  nouveau  chemin  et  la  ligne  OCM,  il  nj  a  aucun  point 

singulier  de —  ;  on  peut  donc  être  sur   que  ces   deux 

v/t  —  s* 

chemins  font  acquérir  à  f{z)  la  même  valeur.  Or  posons 

z  =  œ  -h  ly,        X  =  i  -\-  r  ces  *,        y  =  î'  sin  f, 

d'où 

i  i 


n<  =  -^ 


V  1  —  z'^       \J  —  r  (ces  t  -\-  i  sin  i)  (2  -f-  r  cos  /  -h  ir  sin  /) 

=  — -  ( cos  —s X  sm  — s—  ). 

Vr  v/2  H-  V  cos  ^  H-  î>  sin  i  \  -*  -•     / 

• 

Lorsque  le  point  z  varie  de  0  à  A,  l'argument  i  conserve  la 
valeur  —  ir  ;  près  de  A,  on  peut  supposer  r  assez  petit  pour 
que  le  produit  des  facteurs  affectés  de  radicaux  reste  suffisam- 
ment voisin  de-7=.  Le  seul  facteur  qui  sera  sérieusement 

v/2r  ^ 

modifié  pendant  le  parcours  de  la  circonférence  autour  de  A, 
c'est-à-dire  lorsque  t  varie  de  —  ir   à  -h  ir   est   le   facteur 

cos  -~^  —  i  sin  ^^- •  Sa  valeur  initiale  est  -t-  1  et  sa  valeur 

finale  —  1,  c'est-a-dire  qu'après  avoir  tourné  autour  de  A, 
f{z)  a  changé  de  signe  et,  lorsqu'on  revient  en  0,  sa  valeur  est 
—  1,  par  suite  en  M,  elle  sera  égale  à  —  R.  Un  nouveau  tour 
autour  de  A  ou  A',  changera  encore  une  fois  le  signe  ;  on 
pourra  donc,  à  volonté,  suivant  que  le  nombre  des  tours  faits 
autour  de  A  et  de  A'  sera  pair  ou  impair,  arriver  finalement 
en  M  avec  la  valeur  -4-  R  ou  —  R. 
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Considérons  maintenant  Tintégrale 


dz 


V/l  —5^ 


et  voyons  comment  elle  se  modiSera  dans  les  mêmes  circons- 
tances. Appelons  I  la  valeur  de  cette  intégrale  lorsque  Ton  va 
en  ligne  droite  de  0  à  M  : 


1  = 


posons  aussi 


^0 


Le  long  du  chemin  OCM,  on  aura,  en  remplaçant  ce  chemin 
par  le  dernier  chemin  que  nous  avons  considéré. 


I-H  -H- 


(4) 


OCM       «-^  OA       «-^cirCA       «-^  AO       *^0 

or  on  a 


4k 

OA       «^'O 


l                t             H — cost  -hicost)     [      T.~\-t      .  .   T.-\-t\j 
I         =    I  -— -f — —  -^—  [  nos  — r^ ism—^—jdt; 

•-^circ  A      ^ —  ic 

lorsque  r  tend  vers  zéro,  il  en  est  évidemment  de  même  de  Tin- 
tégrale,  à  cause  de  la  présence  du  facteur  constant  -r^  et  Ton  a 

/- 

•^  cire  A 
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En  tournant  autour  du  point  A,  le  radical  a  changé  de  si^nc 
l'on  a 

/—   /*  __^ f  —^^ =  ^ 

Enfin  Çi) 

Donc,  en  se  reportant  à  la  formule  (3),  on  trouve 

Si  l'on  lait  un  nouveau  tour  autour  de  A'  avant  d'aller  de 
eu  M,  le  signe  du  radical  sera  de  nouveau  change,  et 
m  me 

X—  r~  ^^ f  rfj  _  _  - 
-_      1^0  *^  0 

1  arrivera  en  M  avec  la  valeur 

2i:  +  I. 

Finalement  on  obtiendra  en  M  pour  l'intégrale  une  infinité 
I  valeurs  de  la  forme 

A-n  4-  (  -  iy\ 

étant  un  nombre  entier  positif  ou  nul.  Les  valeurs  négatives 
A's'obliendraient  en  commençant  par  tourner  autour  de  A', 
1  en  tournant  en  sens  contraire. 
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117.  Tout  chemin  qui  part  d'un  point  ordinaire  pour  con- 
tourner un  point  critique  et  revenir  au  point  de  départ,  comme 
celui  que  nous  avons  considéré  dans  l'exemple  précédent, 
s'appelle  un  lacet.  On  vient  de  voir  que  c'est  à  Texislence  des 
lacets  dans  le  conlour  suivi  qu'est  due  la  naissance  des  pé- 
riodes. Cette  profonde  considération  due  au  géomètre  Norvé- 
gien Abel  a  révolutionné  le  calcul  intégral  ;  avant  de  traiter 
un  deuxième  exemple,  insistons  sur  les  conséquences  de 
Tétude  faite  dans  le  paragraphe  précédent.  L'intégrale,  prise 
suivant  un  chemin  quelconque  de  0  à  M,  et  que  nous  dési- 
gnerons par  la  lettre  w,  a  été  considérée  comme  fonction  de  :;, 
et  Ton  a  vu  que  cette  fonction  est  mal  déterminée  puisqu'à  une 
valeur  de  z  correspondent  une  infinité  de  valeurs  de  u.  Au 
contraire,  si  z  est  pris  comme  fonction  de  ?/, 

la  fonction  z  est  parfaitement  déterminée  :  à  chaque  valeur 
de  u  correspond  une  seule  valeur  de  z^  et  cette  dernière  fonc- 
tion reprend  périodiquement  la  même  valeur  pour  toutes  les 
valeurs  de  u  comprises  dans  la  formule 

Pour  k  pair  =  2A:',  on  a 

Ikr!  s'appelle  une  période  de  z.  La  plus  petite  période  corres- 
pond à  A'  =  1  ;  c'est  la  période  2::. 
L'équalion 


peut  donc  être  considérée  comme  déQnissanl,  soit  u  en  fonc- 
tion de  ;;,  c'est-à  dire  arc  sin  z,  soit  la  fonction  inverse  :;  en 
fonction  de  w,  c'est-à-dire  le  sinus.  Il  faut  cependant  donner 
en  plus  la  valeur  initiale  de  u  pour  :;  =  0,  soit  w  =  0. 
A  vrai  dire,  nous  n'avons  étudié  que  la  périodicité  de  z  et 


CHAPITRE    III 


étude  est  incomplète.  Mais  la  foactioo  sio  »  est  trop 
le  pour  que  nous  insistioos  davantage.  Nous  préférons 
}uer  la  même  méthode  à  des  fonctions  moins  élémen- 


T|iéorènie  de  Taylor 

8.  Auparavant  nous  démontrerons  la  formule  de  Taylor 
le  cas  où  la  variable  est  imaginaire.  Etablissons  d'abord 
mme  du  à  Cauchy  :  «  Si  f(z)  est  une  fonction  continue 
'.forme  et  si  elle  a  des  dérivées  bien  déterminées  eti  chaque 
dune  région  limitée  par  un  contour  fermé,  on  aura  les 
lies 


\ 


(S) 


w  =  '^5^-/(^." 


/(—)(, 


/ 


effet  entourons  le  point  k{z  =  a)  d'une  petite  cireon- 


■:— Tj — f 
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féreDce  (y)  de  centre  A.  On  peut  pour  l'intégration  remplacer 
le  contour  (C)  par  (y)  et  poser 

z  =  a  -\-  7'  (cos  t  -^  i  sin  t)  =  a  -{-  re'^ 
dz  =  riè^dt. 

Donc 

^  C  *>^0 

Mais  la  fonction  étant  conliaue,  on  peut  prendre  r  assez 
petit  pour  que  f(a  h-  ré^  diffère  de  /*(«)  de  moins  de  e,  quel 
que  soit  £. 
Posons 

f{a  4-  ré')  =  fia)  -h  R  ; 

on  aura 


f{a 


1"^        re")at  = 
0 


.2?: 

Lorsque  c  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même 


ème  de   /      Rrf/  et 


il  reste 


J/^  >^2:ç 

G  '  ^   0 


CiG  CHAPITRE    III 

:;e  qui  dt^monlrc  la  première  (égalité  (6)  ;  les  autres  s'ea  dédui- 
lienl  en  prenanl  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  ù 
a,  ce  qui  se  fera,   daos  le  premier  membre,  en  diUéreotiaDt 
jimplement  sous  le  signe  j  . 
H  est  très  intéressant  de  remarquer  que,  si  a  est  une  variable, 

la  fonction  .,-.  I    J^'    d:  prend  la  valeur /(a),  tant  que  a 


ilérieurducontoi 
^elle  liyne  (C)  e 
tre. 

9.  Cela  posé,  considérons  l'inlégrale   I    .  __  ^  ^-.  ''-  1"' 

>  ce  qui  vier 
I  +  /  soit  a 

H' 


reste  ù  l'intérieur  du  contour  (r)  et  la  valeur  zéro,  en  dehors  du 
contour.  Celle  lif^ne  (C)  est  donc  une  ligne  de  discontinuité, 
une  coupure. 


a  pour  valeur,  d'après  ce  qui  vient  dVtre  démontré,  /{a  -h  f), 
pourvu  que  le  point  «  +  /  soit  aussi  à  l'intérieur  du  contour 


_/ïîL 


Nous  supposerons  de  plus  ia  distance  du  point  A  au  point 
a  -\-  t  iniérieure  à  la  plus  courte  distance  S  de  A  à  lit 
courbe  (C),  de  manière  à  avoir  pour  tous  les  points  de  cette 
courbe 

On  pourra  alors  poser 

-'     =-1-  +  ---'    +    ''    +..+  '-'_ 

""(---»)■;. -a- 0' 
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d'où 


j    z  —  a  —  t 


2nif{a+t)=    /    --l^^^dz 


T5  dz  -h  ••• 


I    z  —  a  I    \^  —  ^ 

1    {i  —  aY  1    {z  —  aY{z  —a  —  t) 

Cette  égalité  devient,  à  cause  des  formules  (6), 


en  posant 


2iriR„  =  <»   /   r- s/f^ A^^- 

^  /     (3r  —  a)*»  (;3r  —  a  —  t) 


On  pourra  supposer  n  infini  si  Bn  tend  vers  zéro.  Or  on  peut 
remplacer  l'intégrale  le  long  de  (C)  par  l'intégrale  prise  le  long 
d*un    cercle    ayant   pour  centre  le  point  A,  enfermant  le 

_  4 

point  a  +  f  tout  en  restant  intérieur  à  (G).  Soit  p  le  rayon  de 
ce  cercle,  M  le  modèle  maximum  de  f{z)  sur  le  cercle  ;  le 
module  de  z^^a  —  t  sera  supérieur  à  p  —  |  M  >  ^^^^^  de  la 
fraction  à  intégrer  sera  inférieur  ou  au  plus  égal  au  quotient 
de  M  par  p**  (p  —  \  t\).  Comme  l'intégrale  de  dz  le  long  du 
cercle  a  pour  module  2irp^  on  aura  enGn 


2i.|R»|<i^-^2 


Ttp 


et  cette  dernière  quantité  tend  évidemment  vers  zéro  pour 
n  =  00  •  On  a  donc  finalement,  pour  les  quantités  imaginaires 
comme  pour  les  quantités  réelles,  la  formule  de  Taylor 


lie  subsistera  pour 
'cle,  conceatrique 


)articulier,  pour  t 


=  A0)  +  '/'(O)- 


'e,  on  aura,  à  l'iiitf 
h  l'origine 


-  =  i  +  (  +  (•  - 


-    =    |    -i-g    t 


1.3 


7,  =  1  -  ''  -H  ('  .. 

is  formules  établi 
ivants)  snbsisteron 
ce.  AÎDBi  f,  sÏD  z, 
it  le  plan. 
itjelde  remarquer 
rte  dans  ce  tbtoH 
neot  d'être  donné, 
landiâ  qu'elle  adm( 
me  sur  le  cercle  qui 
ir  le  cercle  de  ray 
aleurs  rëelles  de  t. 


ion  des  intégral 

avons  appelé  iniéi 
-ienl  diiïérentiel  esl 
d'au  radical  portail 


î 
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rapport  à  cette  variable,  et  nous  avons  appris  (n^  46)  à  réduire 
ces  intégrales  à  un  certain  nombre  de  types.  Nous  n'envisage- 
rons ici  que  celles  de  la  forme 


r 

w  —  Wo  =   / 


(î)) 


où 


Z  =  k^{z  —  a,)  {z  —  a,)...  {z  —  a^  (10) 

les  quantités  a^,  a,...  a»  sont  supposées  distinctes.  Nous  allons 
effectuer  Xinversion^  c'est-à-dire  étudier  z  comme  fonction  de 
u  définie  par  Téquation  (9). 

Soit  d*abord  z^  un  point  ordinaire  de  z.\  on  peut  développer 

—  en  série  de  Taylor  dans  le  voisinage  de  Z\,  et  écrire 
V  Z 

du  =  [«0  -h  a^{z  —  Zj)  -+-  ...]  dz 

d'où 

u  —  u^^=  oL^{z  —  Zi)  -i-  -J  {z  —  z^y  -h  ... 

On  voit  déjà  que  le  point  z^  est  un  point  ordinaire  de  u  ; 
mais^  déplus,  si  Ton  résoud  Téquation  précédente  par  rapport 
k  z  —  z^,  ce  qui  se  fera  en  posant,  dans  cette  équation, 

^  —  ^1  =  ?i(u  —  Wj)  +  Ww  —  Wi)"  -h  ... 

et  en  déterminant  les  coeflîcients  Pi,  P,---»  on  trouve  pour 
Pi,  p,...  des  valeurs  bien  déterminées  et  uniques,  ce  qui  prouve 
que  u^  est  un  point  ordinaire  de  la  fonction  z. 

Etudions  maintenant  z  dans  le  voisinage  d'un  point  a,  ;  par 
exemple,  supposons  que  z  tende  vers  a^.  Nous  poserons 

z  =  Gi  -^  l'. 


CHAPnaE  m 


IL      v'A,{'>:  - 


^-l-r. +  ■(,'■  + - 

2(  r      1    .. 

■] 

2^%^'h.  +  ...) 

est  monoilrôme  en  (^  ^  «  —  ."ï,  ;  donc  le  point 
point  de  branchement  pour  u  et  autour  de  ce 
;ent  deux  valeurs  de  u.  Mais  on  tirera  de  lYqua- 
te  v^s-  —  a,,  et  ù  plus  forte  raUon  s  —  c,,  en 
)drôrae  de  u  —  w,, 

-  a,  =  j(u -„,)•  +  .;,{«-. ,,)■  +  ... 

le,  pour  la  fonction  inverse  z,  le  point  w,  est  un 

e. 

mÛD  ce  qui  se  passe  si  :;  devient  iniîaie  :  posons 


dt 


(.-1v'(l-tt,()(l"- 
^  —  ("■  "\l  -t-  ai  -h  pi 


ï,().-(i-«..."0 

4-  .  .)  !//. 


",I  +  P.(=  - 


(^)" 


;;fi<'- 
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Et  par  suite  /  s'écrira 

a 

<  =  (w  —  Wo)"^  [^  "^  ^(^  ■"  '^o)  -^  •••]• 

Si  m  >  4,  l'exposant  est  une  vraie  fraction  et  le  point  Uq  est 
un  point  de  branchement  pour  t  et  pour  son  inverse  z. 

Soit  m  =  4  ;  le  point  Uq  est  un  séro  simple  de  /  et  par  suite 
z  est  inGnic  pour  u  =  Wq. 

Soit  m  =  3  :  on  aura 

t  =  {u  -—  UqY  [fl  H-  b{u  —  Wq)  -h ] 

ou  encore 

a  B 

La  fonction  -s  est  infinie  pour  w  ==  «o>  et  son  inverse  admet 
Wo  comme  zéro  double  ;  nous  dirons  que  w©  est  un  pôle  double 
de  z.  La  fonction  z  ne  cesse  pas  d'être  uniforme  aux  environs 
de  Uq, 

Pour  m  =  2^  on  voit  que  le  point  Wq  est  ordinaire  pour  t  et 
pour  son  inverse  z.  Dans  ce  cas  z  reste  finie  pour  toutes  les 
valeurs  finies  de  w,  ce  qui  était  d^ailleurs  connu  puisque  dans 
ce  cas  z  est,  à  une  constante  près,  proportionnelle  à  un  sinus. 

Enfin,  si  m  =  1,  le  point  ti^  est  un  pôle  pour  t  et  un  zéro 
simple  pour  z  qui  n'a,  dans  ce  cas  encore,  ni  branchement,  ni 
point  de  discontinuité  dans  tout  le  plan  ;  on  a  en  effet 


/dz 
V  -  —  «1 


2  v'-  —  «1  -f-  w, 


Avant  de  résumer  cette  discussion,  nous  allons   donner 
quelques  définitions. 

Calcul  itfnmisiWkL  ^^ 


122.  On  appelle  point  ordinaire  d'une  fonction  un  point 
dans  les  environs  duquel  la  fonction  reste  continue  et  uniforme 
ainsi  que  sa  dérivée.  Un  pâle  est,  comme  nous  venons  de  le 
voir,  un  point  oii  la  fonction  devient  infinie,  mais  qui  est  ordi- 
naire ponr  l'inverse  de  la  fonction.  En  un  pareil  point  l'on  a 
donc,  m  déBi^nant  un  nombre  positif  entier 


Le  pôle  «D  est  ici  un  pôle  d'ordre  m  ;  la  quantité  «„  qui  figure 
au  num(?rateur  de  la  fraction  du  premier  degré  joue  un  rôle 
capital  dans  la  théorie  des  fonctions,  on  lui  a  donné  le  nom  de 
résidu  de  la  fonciion  relatif  au  pôle  u„. 

On  appelle  fonctions  holomorphes,  ou  simplement  etiiières, 
ou  encore  régulières  les  fondions  unirormes  qui  ne  présentent 
aucun  point  critique,  sauf  peul-ètrc  k  l'inûni  et  qui  ont  une  dé- 
rivée en  chaque  point  ;  fonctions  méromorphes  (à  formes  frac- 
tionnaires) celles  qui  restent  finies,  sauf  en  certains  points 
isolés  qui  sont  des  pôles. 

Les  polynômes  entiers,  e*,  sin  =,  sont  des  fonctions  holo- 
morphes ;  les  fractions  algébriques  rationnelles,  les  quotients 
de  deux  fonctions  hoJomorphes,  par  exemple  lang  :;,  sont  des 
fonctions  méromorphes. 

Suivant  les  cas,  la  fonction  sera  holomorphe  ou  méro- 
morphe,  dans  tout  le  plan,  ou  dans  une  partie  du  plan. 

183.  Il  existe  d'autres  espèces  de  points  critiques;  nous 
avons  déjà  rencontré,  dans  les  expressions  irrationnelles,  des 
points  autour  desquels  s'échangent  les  déterminations  diverses 
d'une  fonction  multiforme.  Ce  sonl  des  points  de  branchement. 

Considérons  encore  le  logarithme  :  l'origine  est  un  point 
critique  pour  logs;  si  l'affixe  tourne  autour  de  l'origine,  le 


'■    ça  vv  1 
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logarithme  peut  acquérir  une  infinité  de  valeurs  comprises 
dans  la  formule  (tome  1*'  n^  269). 

log  z  =  log'r  -f- 1(?  H-  2ATt) 

et  Ton  voit  qu'il  suffira  de  tourner  h  fois  autour  de  l'origine 
pour  que  le  logarithme  s  augmente  de  2A:ne.  Â  Torigine  même, 
le  logarithme  a  son  module  infini  et  son  argument  indéter- 
miné. 

Comme   autre    exemple,  nous  considérerons  la  fonction 

— T.  Cette  fonction  a  une  infinité  de  pôles  qu'on  obtient  en 

tin  - 

z 

posant 


X  = 


1 


y 


k  étant  entier  positif  ou  négatif.  Ce  sont  des  pôles  dans  le 
voisinage  desquels  la  fonction  reste  bien  déterminée  ;  ils  sont 
isolés  les  uns  des  autres.  11  en  est  tout  autrement  du  point 
!r  =  0  qui  ne  peut  être  isolé  des  pôles  voisins,  car  on  pourra 

toujours  prendre  k  assez  grand  pour  que  le  pôle  ^  =  t-  soit 

aussi  voisin  de  l'origine  qu'on  voudra.  De  plus  dans  le  voisi- 
nage de  l'origine,  la  fonction  pourra  prendre  toutes  les  va- 
leurs que  l'on  voudra  ;  car,  si  l'on  résout  l'équation 

sm  -  =  A, 

z         ' 

on  trouvera  une  infinité  de  solutions  données  par  la  formulé 

z  ^       ' 

ou 

1 


/iit  H-  (—  Vf  a* 


formule  qui  donne  des  points  aussi  voisins  de  l'origine  qu'on 
le  veut  en  prenant  h  suffisamment  grand. 


I6't  CIIAFITRK    III 

Enfin  la  fonction  e-  pr(?sente  l'exemple  d'une  foncttoa  mo- 
nodrôme  et  continue  dans  toul  le  plan,  sauf  à  l'origine  où  son 

module  e  •■  est  nul  ou  infini  suivant  que  cos  d  est  négalil 
ou  positif,  et  indéterminé  si  cos  <f  tend  vers  zéro  en  même 
temps  que  r 

On  appaWe  points  singuliers  essentiels  ceux  où  la  fonction  est 
indéterminée,  tout  en  restant  uniforme  dans  lu  voisinage 
(ils  sont  donc  critiques  pour  la  fonction  en  môme  temps  que 
pour  son  inverse).  Un  point  singulier  essentiel  n'est  pas  néces- 
sairement un  point  de  branciiement  et,  si  on  l'entoure  d'un 
petit  cercle,  il  se  peut  très  bien  qu'à  l'instar  de  ce  qui  se  passe 
pour  un  pôle,  la  fonction  demeure  holomorphe  à  l'extérieur 
et  dans  le  voisinage  de  ce  cercle.  Au  contraire,  il  ne  sulfîrait 
pas  d'entourer  un  point  de  branchement  d'un  petit  cercle  pour 
que,  dans  la  région  extérieure  au  petit  cercle,  la  fonction 
devienne  uniforme  ;  nous  avons  vu  (n"  108)  qu'il  faut  établir 
dans  le  plan  de  la  variable  des  coupures  infranchissables  à  la 
variable  pour  transformer  une  fonction  multiforme  en  fonction 
uniforme.  Le  théorème  suivant  va  nous  montrer  comment, 
par  extension  de  ce  qui  se  fait  pour  les  fonctions  méromorphes, 
on  peut  développer  une  fonction  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  essentiel. 

1 84.  Théorbme  de  Laurent,  —  Si  une  /onction  uni/orme  est 
continue  dans  la  région  comprise  entre  deux  circonférences, 
elle  peut  être  développée,  dans  cette  région,  en  série  double- 
ment infinie  suivant  les  puissances  de  l'accroissement  de  la 
variable  positives  et  négatives. 

Soit  en  efl!el  a  le  centre  des  deux  circonférences  ;  a  +  f  un 
point  de  la  couronne  circulaire,  c  et  c'  les  circonffîrences,  r  et 
î-"  leurs  rayons  [r  >  r').  Décrivons  autour  du  point  a  -i-  t  une 
circonférence  7  qui  reste  tout  entière  dans  la  couronne.  On  a 
vu  (n"  117)  que 


/■(«- 


■■^' 


ii±_ 


^^  'iv  .  * 
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Mais  comme  il  n'y  a  pas  de  points  critiques  dans  la  région 
comprise  entre  les  circonférences 


«^Y       •-^o' 


d'où 


H.-1 


(13) 


Le  long  de  c  on  a 


\z^a\>\t\. 


Donc 


1  t 


z  —  a  —  t       z  —  a       [z  —  ay       [z  —  a)' 


A   f    fi=) 

2i:i  I    z  —  a  — 


dz  = 


2Tzi  I    z  —  a  2-e    /    z  —  a 

^  c  ^  (c) 


dz-\ 


=  Aq  4-  A^t  -h  A^l^  H--... 


Le  long  de  &  on  a 


z  —  a 


\<\t\. 


d'où 


z  —  a  —  / 


-       t-{z~a)  L'  «^  ''      J 


27zi   I    z—a 


-^^^-dz 
—  a—t 


2Tà     t     I    ' 


f{zyh+ 


?  I  (--« 


-a)f{z)dz 


•  «■'.» 
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En  se  reportant  aux  formules  (12)  et  (13),  on  trouve  enfin 

fia  +  l)  =...  ??  4-  ^^  -+-...-+-  1^  H-  a;  +  A,*  -h... 

=2v"-  (**) 

00 

Cette  foraiule  fait  connaître  le  développement  d'une  fonction 
dans  le  voisinage  d  un  point  singulier  essentiel. 

124.  Nous  pouvons  maintenant  résumer  les  résultats  acquis 
au  n**  120  et  qui  concernent  l'intégrale 


où  Z  est  un  polynôme  de  degré  m  en  z  ;  les  racines  Cj,  flrj...a« 
de  Z  sont  supposées  distinctes. 

Si  m  est  supérieur  à  4,  les  infinis  de  la  fonction  Z,  c'est-à-dire 
les  valeurs  u^  de  u  qui  rendent  Z  infinie,  sont  des  points  de 
branchement  pour  Z. 

Si  m  =  3  ou  4,  les  points  u^  sont  des  pôles  de  Z,  simples  si 
m  =  4,  doubles  si  m  =  3,  et  Z  est  une  fonction  méromorphe. 

Si  m  =  2  ou  1^  la  fonction  Z  est  holomorphe  dans  tout  le 
plan. 

126.  Périodes  des  fonctions  inverses  des  intégrales  hypk- 
relliptiques. 

Marquons  dans  le  plan  les  points  A,,  Aj...Aw,  dont  lesaffixes 
sont  a^,  aj...aTO>  ©t  joignons  les  à  l'origine  par  des  lignes  droites. 

Désignons  par  Aj,  A,...  les  valeurs  de  l'intégrale  hyperellip- 
tique  comptées  en  ligne  droite  de  0  aux  points  précédents,  et 
obtenues  toutes  en  partant  de  la  même  détermination  initiale 
dev^: 
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Ces  intégrales  sont  unies,  malgré  la  présence  d*an  dernier 
élément  infini  dans  le  coefficient  différentiel  (n<*  17).  Si  l'affixe 
décrit  autour  de  Aj  un  cercle  de  rayon  infiniment  petit.  Tinté- 
grale  prise  le  long  de  ce  cercle  est  elle-même  infiniment  petite 
en  vertu  des  mêmes  considérations  ;  seulement  dans  ce  circuit, 
le  radical  a  changé  de  signe  avec  le  facteur  sj z  —  a^  de  sorte 
qu'un  lacet  composé  de  la  droite  OA,,  d'un  cercle  de  rayon 
infiniment  petit  décrit  autour  de  Aj  et  de  la  droite  A^O  aura 
pour  valeur 

.0 


t/n  ^        J n. 


=  2A,, 


et  il  est  bon  de  remarquer  que  le  sens  dans  lequel  on  tourne 
autour  de  A^  est  indifférent. 

Cela  posé,  soit  M  un  point  quelconque  et  z  son  affixe; 


i  dz 
désignons  par  u^  l'intégrale   /  -^  comptée  en  ligne  droite  de 


O  à  M  et  par  u  la  même  intégrale  prise  le  long  d'un  autre 
chemin  quelconque  OBM  ayant  les  mêmes  extrémités.  11  s'agit 
de  trouver  une  relation  entre  u  et  u^. 


m 


Fia.  9 


Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'entre  la  droite  OM  et  la 
courbe  OBM,  se  trouvent  trois  points  critiques  Ap  A„  A,.  Le 
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circuit  OBM  pourra  être  remplacé  par  le  chemin  OAiOA^OAjOM 
indiqué  sur  la  figure  par  des  flèches,  à  condition  que  le  point 
décrivant  ait  toujours  à  sa  gauche  la  région  qui  renferme  les 
points  critiques  ;  entre  nos  deux  circuits,  il  ne  reste  aucun 
point  critique.  Les  deux  circuits  sont  donc  équivalents,  et  l'on 
peut  écrire 


ODM        *-     OA1OA2OA3OM        «^     0A,0         ^     OA^O 


La  première  intégrale  du  dernier  membre  a  été  calculée  pins 
haut  et  a  pour  valeur  2A,  ;  quant  à  la  deuxième,  comme  elle 
est  prise  avec  la  valeur  initiale  de  \IZ  égale  et  de  signe  con- 
traire à  celle  qui  a  servi  à  nos  définitions,  sa  valeur  est  —  2A, 
et,  après  le  circuit  autour  de  Aj,  \/7,  a  repris  sa  valeur  initiale; 
la  troisième  intégrale  a  donc  pour  valeur  2A8,  et  pour  la  m^me 
raison,  la  dernière  aura  pour  valeur  —  u^,  de  sorte  qu'on  a 

u  —  2Ai  —  2Aj  -h  2As  —  î^o, 

et,  plus  généralement,  si  Ton  appelle  k  le  nombre  des  points 
critiques  compris  entre  la  droite  OM  et  le  chemin  OBM, 

ti  =  2A,  -  2Aa  4-  ...  -h(—  1)*-*2A,  -h  (  -  1)X. 

On  pourra  d'ailleurs  tourner  un  nombre  quelconque  de  fois 
autour  de  chaque  point  critique  de  sorte  qu'on  aura  finale- 
ment 

u  =  2miA,  H-  2m.^k.2  h-  ...  h-  2mk^k  =t  w^  (15) 

Ainsi,  à  une  môme  valeur  de  z  correspondent  une  infinité 
de  valeurs  distinctes  de  ii.  Introduisons  de  nouvelles  cons- 
tantes, 


2o)i  =  2A,  —  2Aj 

(16) 
2to,„«.i  —  2A,„-,  —  2A, 


2to,  =--  2A3  —  2A3 
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Il  est  à  remarquer  qu'une  différence  quelconque  2Ai  —  2A* 
pourra  toujours  s'évaluer  linéairement  en  fonction  des  nou- 
velles constantes.  D'ailleurs  écrivons  la  formule  (15)  comme 
il  suit  : 

u  =  2mi{A,  —  A,)  -h  2(Wi  -+■  m^  (Aj  —  A3)  \ 

-+-2(Wi-Hwia-+-7ns)(A3— AJ~h...-h2(;fiiH-Wj4-...-4-mik-j)  >  (17) 
(Aa-4  —  Afc  -+-  2(^1  4-  w,  -+-  ...  H-  mk)Kk  ±  Wo  ;         ) 

dans  celte  formule  le  coefficient  de  A*  sera  zéro  ou  un  suivant 
les  cas.  Si  l'on  lient  compte  de  (16),  Ton  pourra  écrire 

u  ^=  2w',u>,  -h  2w'3ti)^  4-  ...  -4-  2m'khik  -H  2e  Ajfc  -h  (  —  1)^^  (18) 

les  quanlilés  m\^  m\,,,  étant  des  nombres  arbitraires  positifs 
ou  négatifs,  mais  entiers  ou  nuls  ;  e  peut  cire  nul  ou  égal  à 
l'unité.  La  formule  (18)  fait  connaître  toutes  les  valeurs  de 
Vintégrale  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  :;.  Le 
même  fait  peut  s'exprimer  autrement  en  effectuant  Tinversion, 
c'est-à-dire  en  considérant  z  comme  fonction  delà  variable  u  : 
lorsque  u  passe  par  loutes  les  valeurs  possibles  réelles  ou  ima- 
ginaires, la  fonclion  z  repasse  périodiquement  par  les  mômes 
valeurs  et  Ton  a 

z  =  f{u)  =  f{u  -h  2m'iU)^  H-  2w'aU>2  4-  ...  Sm^OT-i^m -1) 

Les  quantités  2ojj,  2tù^..,  sont  appelées  les /?morfeA^  de  la  fonc- 
tion 2.  Si  w  =  3,  il  y  a  deux  périodes,  el  la  fonclion  est  dite 
doublement  périodique.  Si  m  =  4,  il  semble  y  avoir  Irois  pé- 
riodes distinctes  ;  mais  nous  avons  déjà  vu  (n°  43)  que,  par 
une  transformation  biralionnelle,  on  ramène  toujours  le  cas  de 
m  =  2k  à  celui  de  m  =  2k  —  1.  Et  d'ailleurs  il  sulfit  d'inté- 
grer le  long  d'un  cercle  de  rayon  infini  pour  voir  que  dans  ce 
cas  il  existe  une  relation  linéaire  enlre  les  périodes.  En  effet, 

comme  le  produit  2  x  -,-  lend  vers  zéro  pour  \  z  \  =  oc  ^  Tin- 

légrale  en  question  a  pour  valeur  zéro  (n^  112)  ;  d'ailleurs  cette 
ntégrale  équiv'aut  aux  m  =  2A:  lacets,  ou   plus  exactement  à 


170  CHAPITRE   lU 

rintégrale  obtenue  de  la  manière  suivante  :  le  contour  d'inté* 
gration  sera  un  chemin  fermé  composé  de  OAj  (côté  droit), 
d'un  cercle  de  rayon  infiniment  petit  décrit  autour  de  A^),  de 
AjO  (côté  gauche),  de  Ox^^  (côté  droit)  et  ainsi  de  suite,  de 
manière  que  ce  chemin  fermé  englobe  tous  les  points  critiques 
et  qu'il  n'en  reste  aucun. entre  ce  contour  et  le  cercle  de  rayoa 
infini.  On.  aura  alors 

0  =  2Ai  —  2A2  -+-  2A3  —  2A,  +  ...  -H  2A,ft.-i  —  2A* 
ou 

2!D,  ~h  2u>j  -+-  ...  4-  2a)gik_,j  =  0. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  m  =  4,  il  n'y  a  encore  que  deux  pé- 
riodes indépendantes  et  la  fonction  Z  est  encore  doublement 
périodique. 


Usage  des  Intégrales  fmaginaires 
pour  De  calenl  de  quelques  Intégrales  réelles 


iî67.  L'intégration  d'une  fonction  de  variables  imaginaires 
est  souvent  le  moyen  le  plus  simple  d'obtenir  des  intégrales 
définies  réelles. 

Voici  comment  Ton  opère  :  soit  à  calculer,  a  et  J  étant 
réelles  ainsi  que  Xy 

I  =   /     f{x)d(c. 
a 

On  considère^  dans  le  plan  des  xy^  un  contour  formé  de  la 
portion  de  droite  ox  qui  va  de  a  à  6  et  d'une  courbe  ou  ligne 
brisée  retournant  de  6  à  a  ;  si  l'on  sait  évaluer  l'intégrale  sui- 
vant les  portions  du  contour  autres  que  la  droite  ai,  il  en  résul- 
tera nécessairement  la  valeur  de  I.  La  plupart  du  temps  on 
pourra  faire  figurer  dans  le  contour  un  cercle,  ou  un  demi 
cercle^  ou  un  quart  de  cercle  de  rayon  infini,  et  l'intégrale  & 
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long  de  cette  portion  du  contour  se  trouvera  nulle  en  vertu  du 
théorème  démontré  au  n^  113.  D'autre  part  en  isolant  les  points 
critiques,  qui  se  trouvent  dans  la  région  limitée,  par  des  petits 
cercles  ou  des  portions  de  cercles  ayant  ces  points  pour  centres^ 
on  pourra  appliquer  les  théorèmes  relatifs  aux  fonctions  uni- 
formes, et  ramener  l'intégrale  le  long  du  contour  total  à  celle 
le  long  des  petits  cercles. 

Soient  alors  a,  6...  /  les  pôles  de  la  fonction  dans  la  région 
limitée  par  notre  contour  »  A,  B,...  L  les  résidus  relatifs  à  ces 
pôles.  Léa  fonction»  dans  le  voisinage  du  pôle  a  par  exemple, 
pourra  se  mettre  sous  la  forme 


les  valeurs  de  a  étant  entières,  positives  ou  négatives,  mais 
différentes  de  —  1 .  On  en  conclut  : 

r(z)dz  =  A  log  (^  -  a)  4-  2^  (^  -  ar  +  ^ 


Fio.  10 


et  par  suite,  pour  Tintégration  prise  le  long  du  cercle  (a)  par- 
couru dans  le  sens  direct. 


27riA, 


puisque  tous  les  termes  du  second  membre,  sauf  le  premier, 
reprennent  leur  valeur  initiale. 
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Enfin,  pour  Tinlégrale  le  long  de  C,  comme  elle  peut  être 
remplacée  par  la  somme  des  intégrales  le  long  des  pelils 
cercles  autour  des  pôles  (n°  108),  on  aura 


f{z)dz  =  27re(A  -I-  B  4-  ...  -h  L)  (19) 


c'est-à-dire  que  finlégrale  d'une  fonction  méf'omorphe,  prise 
le  long  d'un  contour  fermé  C  parcouru  dans  le  setis  positif, 
est  égale  à  2rÀ  multiplié  par  la  somme  des  résidus  de  celte 
fonction  relatifs  aux  pâles  situés  à  V intérieur  du  contour  C. 
Ge  théorème  est  connu  sous  le  nom  de  théorème  des  résidus, 

188.  Comme  application,  nous  considérerons  l'intégrale 


^{zyd  log  r{z)dz. 


dans  laquelle  <p(:;J  est  une  fonction  holomorphe  à  l'intérieur 
du  contour,  tandis  que  f{z)  est  méromorphe.  Le  coefficient 
différentiel  ne  peut  donc  avoir  pour  pôles  que  les  zéros  ou  les 
pôles  de  f{z)\  soit  a  l'un  d'eux.  On  aura,  en  désignant  par 
Q(:î)  une  fonction  holomorphe  dans  le  voisinage  de  a 

f  [z)  =  (z -- aY^Q(z), 

/"?^'  -  ^-  A(.  II?  "=  : 

la  deuxième  intégrale  est  nulle  le  long  du  cercle  y  de  rayon 
très  petit  décrit  autour  de  a,  parce  qu'à  l'intérieur  de  ce 
cercle  Q{z)  et  ^(z)  sont  holomorphes.  La  première  intégrale  a 
pour  valeur  2Tzi  multipliée  par  le  résidu  relatif  au  pôle  a, 


INTEGRATION  DES   FONCTIONS   DE   VARIABLES    IMAGINAIRES       173 

savoir  m^{a).  En  étendant  ce  résultat  à  tous  les  pôles  et  à 
tous  les  zéros,  on  trouve 


tp(;r)D  log  f{z)dz  =  2T,i/ino{a). 


Dans  cetle  formule  m  est  positif  si  a  est  un  zéro,  et  négatif 
si  c'est  un  pôle.  En  séparant  les  zéros  «/,  et  les  pôles  py,  on  a 
linalenient 

^■■B  ^IBB  méi'fr  m 

h  j  J^ 

Comme  cas  particuliers,  nous  signalerons  celui  où  ^(z)  =  z 
et  celui  où  o(j)  =  i  ;  on  trouve  ainsi  que,  à  l'intérieur  dhm 
contour  C,  l'excès  de  la  somme  des  zéros  sur  la  somme  des 
pâles  comptés  chacun  autant  de  fois  que  Findique  leur  degré 


de  multiplicité  a  pour  valeur  n-:    /   ^  D  log  f{z)dz, 


éij  -  ^  '^^ 


^m.,~  ^n?J=2\rJ  ^  fj^)^  ^^' 


(20) 


et  aussi  que  Vexcès  du  nombre  des  zéros  sur  le  nombre  des 
pâles,   à    rintérieur  du  même    contour   C,   a  pour  valeur 


E»  -2» = 2',-  f'M  ■"         '^'> 


Considérons  par  exemple  un  polynôme  algébrique 

f{z)  =  \zi^  -h  k,z^-'  4- ..., 
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et  prenons  pour  contour  d*intégration  C  un  cercle  de  rayon 
inflni.  Comme  il  n'y  a  pas  de  pôles,  le  premier  membre  de 
(21)  donne  le  nombre  des  racines  de  f{z)\  quant  au  second 
membre,  on  peut  écrire 

t\z)        z       z 

%  étant  une  expression  dont  le  module  est  inférieur  à  tout 
nombre  fixé  y]  dès  que  z  est  suffisamment  grand.  On  a  donc 

Le  premier  terme  du  deuxième  membre  a  pour  valeur  %:ipj 
et  le  second  est  inférieur  à  2tdr\^  c*est*à-dire  tend  vers  zéro 
avec  Y).  Par  conséquent  : 

m  =  />, 

c'est-à-dire  que  le  nombre  des  racines  d'une  équation  algé-- 
brique  est  égal  au  degré  de  V équation.  Ce  théorème  est  dû  à 
Dalembert  ;  la  démonstration  est  de  Cauchy. 

120.  Nous  allons  appliquer  la  même  méthode  au  calcul 
de  quelques  intégrales  fréquemment  employées.  Soit  d'abord 

I  =    /  T"*.  "^o  dx 


/  ces  X 

/  Slïl  X       , 

f  a*  -}-  0?* 


Ces  deux  intégrales  sont  bien  définies.  Nous  allons  déduire 
leur  valeur  de  celle  de 


/.+  » 


.  T'^T^      t 
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A  cet  effet  considérons  Tinlégrale 


>t= 


a' 


^2 


dz 


prise  suivant  un  contour  composé  de  Taxe  des  a:  et  d'une  demi- 
circonférence  de  rayon  infiniment  grand  ayant  l'origine  pour 


ze* 


:5  tend  vers  zéro  pour  ^  =  00,  l'intégrale 


centre.  Comme  —.  ^   ^, 

le  long  de  la  demi-circonférence  est  nulle  et  la  formule  (19) 
se  réduit  ici  à 


»+  « 


>«x 


a' 


X 


.2 


do^  =  27tiA, 


30 


A  étant  le  résidu  relatif  au  point  a  v^ —  1,  seul  pôle  de  la  région 
considérée.  Tout  revient  à  calculer  ce  résidu  :  e^  a,  au  pôle  A, 
la  valeur  finie,  non  nulle,  e-"".  Si  Ton  pose  z  =  ai  -h  h,  on 
aura 

i       _         \ 1  1 

a^  -h  ;s«  *"  2aih  -h  h^  ""  /l  ^  2ai  -h  h  ' 

le  coefficient  de  r.  tend  vers  tçtj  et  le  résidu  de  ^a   .    ^2  est  9-: . 


On  a  donc 


2ai 


a' 


2ai 


.00 


■s  dx  = 


X' 


—  00 


)ù  l'on  déduit  (cf  n°  95 


130.  La  fonction  p— 
o  et  1171  est  mal  di5tcrm 
il  une  coupure  depuis  '. 
e  de  l'axe  ox.  Cela  pos 


us  considérerons  un  co 
rd  supérieur  OAdeiac 
mt  pour  centre  l'origin 


;onféreuce  de  rayon  ii 
tre.  Ce  contour"  renfe 
:  —  1,  et  le  résidu  relatil 

tégrale  /   i-  —  ■  ■  d^^ 

Ire  défini,  a  donc  pour 


lais,  pour  J  —  30  et  pi 


*IIPP^"»*W 
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Itmile  zéro;  les  iatégrales  le  long  des  circonférences  sont  don 
nulles  et  l'intégrale  le  long  du  contour  se  réduit  aux  deux  int^ 
grales  prises  le  long  des  deuxbords  de  la  coupure,  de  sorte  qu 
l'on  a 


d'autre  part,  comme 

ac- '  =  «(»— ')  loga, 

après  un  tour  autour  de  0  le  long  de  laclrconféreDccderayo 
inlïni,  le  logaritlimc  de  x  est  augmenté  de  2ici  et  le  coefliciei 
différentiel  est  multiplié  par  e^^  ~  *'^'",  de  sorte  que 

L'identité  (61)  devient  ainsi 

[1  _  e<-P  -  l'^'^'J  x\  =  {-\f-  ^tTÀ, 
d'où  l'on  tire 

T  _  (-l)P~^37.i. 
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Oaadonc,  GamullipliaD 

g-  (p  -  Dit.-, 


2it._ 


OU  enfin,  à  cause  de  la  formu 


En  particulier,  pourp 


_   f   xi 
lurp  = 


comme  il  est  facile  de  le  vé 
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POLYNOMES   DE  LEG! 
FONCTIONS  EULÉRIEN 


131.  Nous  nous  occuperons  dans  ce  chap 
de  fonctions  auxquelles  nous  appliquerons 
dans  le  chapitre  précédent,  mais  sur  lesque] 
taoce,  nous  croyons  utile  de  donner  quelqi 
mentaires. 

132.  On  désigne  sous  le  nom  de  polyi 
ou  fondions  X„  les  coefiîcients  du  i 
(i  —  2ax  -t-»')~'  suivant  les  puissances  asc 

(1  —  2*»  -i-  «»)"'  =  X,  +  X.a  +  X,=i'  + 

Noas  rencontrerons  fréquemment  ces  ] 
allons  en  donner  ici  quelques  propriétés. 

I.  X,  =  i. 

IL  X,  =  X. 

III.  X,  est  un  polynôme  entier  en 
En  effet  posons 

T  =  »'  —  2m:  =  »(«  —  2x 
le  développement  de  (!  —  2*r  +  a')    '  s'éc 
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=  ••[.»- i-^.«-'  +  '-i^'(24V-'+...  +  (-))»(2a,)']. 

Pour  queT*  fournisse  un  terme  en  a",  i|  faudra  que  k  soit 
moins  égal  à  ^  et  au  plus  h.  n  ;  prenons  dans  T*"  le  terme 
léral 


ur  que  l'exposant  de  a  égale  rt,il  faut  prendre  l'exposant  ;>  dcr 
il  à  2A  —  H  ;  celte  valeur  est  comprise  entre  zéro  et  n,  ce 
établit  la  troisième  propriété, 
^e  lecteur  véritïera  sans  peine  que 


X    =-?-.  ~  fr'  — II" 

"       2"}%  1  dx"  '  '  ' 


prenant  dans  le  développement  de  (x*  —  1)"  le  terme  en 
et  en  le  dérivant  n  fois. 

V.  Il  résulte  de  la  forme  qui  vient  d'être  donnée  à  X„  que 
^uation  X„^0  a  toutes  ses  racines  réelles,  dislmctes  et 
éprises  entre  —  l  et  -h  l.  En  effet  l'équalion 

(..■-1).  =  0, 

racines  égales  à  1  et  h  égales  à  —  1  ;  sa  dérivée  a  (n  —  Il 
ines  égales  an-  1,  n  —  1  égales  à  —  1  et  une  (nulli^) 
iiprise  entre  —  1  et  +  1  ;  la  dérivée  seconde  aura  n  —  2 
ines  égales  à  +  1,  h  —  2  ('gales  à  —  1,  une  entre  zéro 
■t-  i,  une  entre  zc'ro  et  —  1,  et  ainsi  de  suite  en  appliquant 
proche  en  proche  le  théorème  de  Rolle. 

I.        X.(-f)  =  (-l)-. 


•  \»-f^- 
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H  suiQt  pour  établir  ces  deux  propriétés  de  voir  que,  pour 
a:  =  1  ou  —  1 ,  (1  —  2ouc  -h  a^)    à  devient 

1 


!  —a 

7-- —  =  1  —  a  -h  a»  4-...H-  (  —  l)"a»  -{-... 
l  -f-  (X 

VII.  Posons 

y  =  (.v^  -  l)n, 


d'où 


En  prenant  n  fois  de  suite  la  dérivée  des  deux  membres  dans 
cette  dernière  équation  et  appliquant  à  cet  effet  la  formule  de 
Leibnitz  (tome  I,  n^  88),  on  trouve 

ou,  en  multipliant  par  2''.n  ! , 

n(n  4-  1)X„  —  2a?X:  —  {x'  —  1)XÎ  =  0.  (3) 

C'est  une  relation  entre  X„  et  ses  deux  premières  dérivées? 

VIII.  On  peut  encore  trouver  une  relation  récurrente  entre 
trois  fonctions  X„  successives.  Revenant  à  l'égalité  de  déRnitiou 
(l),  diflérenlions-la  par  rapport  à  a  ;  nous  trouvons 

Multiplions  les  deux  membres  de  cotte  égalité  par  1  —  2aj;H-a^ 

et  remplaçons  ensuite  dans  le  premier  (1  —  2%x  h-  a')    *  par 
sa  valeur  V  Xn«%  nous  obtenons  l'identité 

(a?  —  a)  2  X«a«  =  (1  —  2aa?  +  a^)  ^  nX„a«-S 
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îi  l'on  dédait  aisétneat  en  comparant  les  termes  en  «*  : 

(n  -\-  I)X„  ^ ,  —  (2»  +  l)arX,  +  «X„_,  =  0.  (A) 

Hette  égalité  permet  de  calculer  X„,i.,  connaissant  X„  et  X»-,, 
st-ù-dire  de  proche  en  proche  toutes  ces  fondions  puisque 
us  avons  donné  X,  et  X,,  Elle  montre  aussi  que  les  racines 
la  fonction  X„  donnent  des  signes  contraires  aux  deux  fonc- 
ns  qui  l'encadrent. 

,  <  •J__    ■       ..  +  . 

En  etlet,  en  intégrant  par  parties  plusieurs  fois  de  suite,  on 
ra,  y  ayant  la  même  déiinitioQ  que  ci-dessus  (VII), 

/  i,(-lj,(-Wa!  =  rj,Cy— i)"!         —    /  ,l-  +  i)j(— i)^! 

+  (-1)'  +  '   /  j,!-  +  '+')y<— '-'Wi. 

Si  m  est  inférieur  à  n,  ce  qu'on  peut  supposer,  toutes  les  déri- 
es !/<"'-'>,  yf""-')..-  sont  nulles  pour  x  =  ±i  ;  la  (m  -i-  1)'*" 
les  suivantes  sont  nulles  identiquement,  ce  qui  démontre  la 
■emière  formule  énoncée. 
Si  m  =  n,  soit  i  =  n  —  1,  on  aura 

=  {-l)-(2n)!/         (i--l)-rfa,. 
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Eq  constdtirsnt  x*  —  1  comme  le  produit  de  a:  —  1  pir 
:  -+■  i ,  et  CD  intégraid  n  lois  par  parties,  on  trouve  aisément 


/;■ 


yf'lyMilx  =  (»  !)•  g_-j-, . 


/•+' 
l     --^ 


X.  Le  polynôme  X„  peut  se  mettre  sous  forme  de  détermi- 
nant. On  peut  se  reporter  par  exemple  au  n°  249.  M.  Roucbé 
a  également  donné  la  forme  (C.  R  tome  LXVII) 


dans  laquelle  M  est  un  coefficient  numérique, 

°'  =  "2fr7i)  ■ 

Nous  n'aurons  pas  à  utiliser  ces  résultats  purement  théo- 
riques. 

133.  Nous  allons  enfin  appliquer  les  principes  qui  ont  été 
établis  dans  ce  cliapitre  au  problème  suivant  :  mettre  X*  som 
la  forme  d'une  intégrale  définie.  A  cet  effet  nous  intégrerons  la 
fonction 


A>)  = 


J (n  entier  positiT 

-  2xs  -+-  z^     {x  et  z  quantités  c 


tiplexea) 
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le  long  d'un  cercle  (y),  de  rayon  infiniment  petit,  ayant  l'ori- 
gine  pour  centre.  Celte  intégrale  a  pour  valeur  le  résidu  de 
/*(:?)  multiplié  par  2t:î,  c'est-à-dire  en  se  reportant  à  la  formule 
(1),  2tîîX„  ;  on  a  donc 


Xn=é:     /  .    .   .,     ''".  (6) 


134«  Dans  Tintégrale  précédente,  faisons 


i 


en  appelant  (C)  un  cercle  de  rayon  infini  concentrique  au  pré- 
cédeni,  nous  obtenons  la  nouvelle  expression 


Xn  =  d:  ^.    I :  -.-        dt. 


Pour  évaluer  celte  intégrale,  nous  remarquerons  que  le  dé- 
nominateur s'annule  pouF 


soit  aux  points  a  et  a'.  Entourons  chacun  de  ces  points  d  un 
cercle  infiniment  petit  et  faisons  une  coupure  par  une  droite 
unissant  ces  deux  points;  dans  la  région  isolée  par  cette  cou- 
pure, la  fonction  sera  uniforme.  En  effet  si  le  point  /  tourne 
autour  de  a,  il  devra  eu  môme  temps  tourner  autour  de  a'  et 
le  radical  aura  change. deux  fois  de  signe;  la  fonction  aura 
donc  repris  la  valeur  qu'elle  avait  au  départ. 

On  peut  donc,  les  points  critiques  étant  isolés,  remplacer 
l'intégrale  le  long  du  cercle  C  par  une  intégrale  le  long  du  che- 
min suivant  :  circonférence  a,  bord  supérieur  de  la  coupure, 
circonférence  o',  bord  inférieur  de  la  coupure.  Les  intégrales 
le  long  des  deux  petites  circonférences  sont  nulles  en  vertu  de 
la  remarque  faite  au  n°  113;  les  intégrales  le  long  des  deux 
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bords  de  la  coupure  sont  égales  :  car,  si  le  radical  a  changé  de 
digne  en  tournant  autour  de  a',  par  exemple,  e// prend  en  reve- 


FiG.  13 


nanl  le  long  de  a'a  des  valeurs  égales  et  des  signes  contraires 
à  celles  qu'il  avait  le  long  de  aa',  de  sorte  qu'on  a  finalement 


*/  c  t/oa* 


dt. 


Pour  évaluer  cette  dernière  intégrale  nous  ferons  le  change- 
ment de  variables  suivant 


t  =  X  -{-  yjx'  —  1  008  <p, 


d'où 


di  =  —  v^o?*  —  1  sin  o  d^y 


et  il  suffira  de  faire  varier  o  de  0  à  r  :     - 


/    --  di  =  i   I     (^;  -h  \/j:'  -  i 


—  i    COS  cp)'V/9, 


La  fonction  X„  a  enfin  la  forme 


^0 


-h  \/iC"  —  1  008  oydo. 


(7) 


CHAPITRE   IV 


"îr  c'est  le  sig^e  4-  qu'on  doit  prendre  comme  on  le  voit  en 

135.  Les  mêmes  considé  ratio  as  auraieDt  permis  dVvaluer 
intégrale  eous  la  forme  (6)  ;  mais  une  difliculté  se  serait  pré- 
eatée,  tenant  à  ce  que  le  second  membre  de  l'égalité  (fi)  est 
iscontinu  tandis  que  le  premier  est  continu,  accident  qui  ne 
'était  pas  rencontré  dans  le  n"  précédent.  Nous  allons  lever 
ette  dilliculté,  à  titre  d'exercice,  et  pour  montrer  commeDl 
'on  devra  opérer  dans  des  cas  analogues. 

Nous  isolerons,  comme  précédemment  {fiff.  13)  les  points 
a)  et  {a')  par  une  coupure  «t  par  deux  petits  cercles  ;  soit  k  le 
ontour  ainsi  formé,  soit  c  la  circonférence  de  rayon  inlini, 

celle  de  rayon  infiniment  petit  ayant  pour  centre  l'origine. 
4ou8  aurons 

•^c        ^  k       «^T 
>u,  comme  «/"(s)  tend  vers  léro  p'our  s  =  œ  et  que  X,  =  / 

'■'h 

Posons  encore 

3  :=  a;  +  v'j'  —  1  co«  o 
dz  =:  —  ^x^  —  I  sin  tprf^  ; 

lous  obtenons  X„  sous  La  fonne  d'une  intégrale  déûnie  ordi- 
laire. 

X„=±l    Ç  -^JX .  (8) 

Dans  cette  formule,  faisons  x^i;  comme  X„(I)  =  1  et  que 
le  second  membre  devient  zb  1,  il  faudra  prendre  le  signe  + . 
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Faisons  au  contraire  x  =  —  1,  le  premier  membre  devient 
X„(—  1)=(—  {y  elle  second  ±:( — 1)"  +  *  ;  il  faut  donc  prendre 
le  signe  —  .  Ainsi,  il  n'est  pas  possible  de  fixer,  une  fois  pour 
toutes,  le  signe  ambigu  dans  la  formule  (8)  :  mais  alors  quelle 
règle  suivre?  Remarquons  que  le  dénominateur  ne  peut  s*an- 

nuler  que  si  o^_  .  est  réel,  positif,  et  <<  i,  ce  qui  exige  que  x 
soit  pmrement  imaginaire.  A  part  cela  la  fonction ,  ^      .     = 

*^  or  x-^-V^^ — Icoso 

est  continue  :  le  second  membre  de  (8)  gardera  donc  un  signe 
constant  à  droite  de  l'axe  des  imaginaires  yy',  et  un  signe 
constant  à  gauche.  Ces  signes  étant  coontas  aux  points  =ti  1 , 
on  voit  que  le  second  membre  de  (8)  devra  être  pris  avec  le 
signe  >^ ,  si  la  partie  réelle  de  x  est  positive,  et  avec  le  signe 
— ,  si  elle  est  négative.  D'ailleurs,  si  x  est  purement  imagi- 
naire, l'intégrale  n'est  pas  déterminée. 


Formule  de  Lagrange 

136.  —  Les  polynômes  de  Legendre  se  retrouvent  comme 
application  d'une  formule  très  importante  due  à  Lagrange  et 
dont  la  démonstration  a  été  l'objet  de  nombreux  travaux.  Le 
problème  consiste  à  développer  en  série  l'une  des  racines  de 
l'équation  en  z 

M.  Rouché  (*)  a  appris  à  distinguer  nettement  la  racine 
développée  en  «érîe  et  à  préciser  les  conditions  de  convergence 
de  son  développement.  Sa  démonstration  ne  fait  pas  inter- 
venir le  calcul  intégral  ;  celle  que  nous  donnons  ici,  n'en 
diffère  par  aucun  point  essentiel  et  présente  une  très  inté- 
ressante application  de  la  formule  du  n°  127. 


I  =  2  rn^{a)  ==  g^   /    ?(^)D  log  î{2)dz. 
(')  RoacHÉ.  —  Journal  de  VEcole  Polytechnique,  XXXIX*  cahier. 


(9) 


188  CHAPITRE    W 

Supposons  que  f{z)  soit  de  la  forme 

^{z)  étant  holomorphe,  x  un  point  intérieur  au  contour  C 
et  a  une  constante  ;  m  sera  positif,  et  la  formule  (9)  s'écrira 


'  =  Si  Aw  ^itf^' "-  c») 


Or,  si  i*on  suppose  la  constante  a  de  module  assez  petit 
pour  que  y^  soit  développable  en  série  à  Tintérieur  du  con- 
tour C,  c'est  à-dire  pour  qu'on  ait 


<», 


on  pourra  écrire 


f[z)         2  —  X ^"^{Z)         Z  —  X         {Z XY         '"         l^z — xY^^ 

Par  suite  la  formule  (10)  devient 


00  / 

0         Jr. 


ou,   en  appliquant  les   formules  (6)  du   chapitre   précédent 
(no  117), 


00 

1.^  a»    r/" 


' = 2;  ^  !  è»  ^(^)  ^^^"^'""^T  [*  -  ^n^)^  i  (**) 


0 


La  dérivée  qui  Bgure  dans  le  second  membre  est  la  somme 
des  deux  suivantes 

/J,  [<P(-^)-n^)]       et       -  a  ^.  bixM^Wix)]. 
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Il  faudra  donner  à  n  les  valeurs  0,  1,  2....,  et  ajouter;  le 
coefGcient  de  a**  sera  ainsi 


=  ;r?  ïï^^  \  ?'(^)  [^('^)]''  \ 


el  l'on  aura  finalement^  en  revenant  à  la  formule  (11), 


00 


a»    d"-^ 


1 = 2  ^?(«) = ?(^) + 2  ^  /  ê&  ^'('^)  ['î' w]'*  (^  2) 


Il  résulte  de  cette  formule  deux  conséquences 
1°  Supposons  o(x)  =  1,  le  second  membre  prend  la  valeur  1  ; 
par  suite  m  qui  indique  le  degré  de  multiplicité  de  la  racine  a^ 
égale  un  et  Ton  a  ce  théorème  :  si  <V(z)  est  une  fonction  holo- 
morphe  à  Vintérieur  du  contour  C,  si  x  est  un  point  intérieur 
à  ce  contour  et  si  a  est  une  constante  telle  que  pour  tous  les 
points  du  domaine  C  on  ait 


X 


aO/i 


K^) 


<i, 


Véquation 


Z  =  X  -^  0L^{Z) 


a  une  racine  et  une  seule,  a,  à  Vintérieur  de  ce  contour, 

2^  La  valeur  de  toute  fonction  holomorphe  o[z)  dans  le 
même  contour  est  donnée  y  au  point  a,  par  la  formule  (12)  que 
nous  transcrivons  à  nouveau 

?(«)  =  ?  (^)  +  «^(^)?'(^) -H. ..+ ,f^  ^=^  j  ?'H 


£n  particulier,  on  aura 


a"    d"-* 


a  =  ,v  ^  a^^)  -t-...-f-  ^  ,7-57^1  [^{fc)]-  +...        (<3) 


137.  Comme  première  application  nous  rappellerons,  sans 


ISO  CHAPITRE    lY 

'  insister,  l'application  de  la  formule  de  Lagrange  à  la  célèbre 
iquation  qui  relie  l'aDomalie  excentrique  z  à  l'aDomalie 
noyenne  x.  Il  sufGt  de  faire  ^z)  =  zias't  on  a  alors,  en 
lésigoant  par  e  l'excentricité  de  l'orbite,  à  résoudre  l'équation 

3  =  af  -H  e  «n  ï, 
tans  laquelle  il  faut  supposer 

e  <  0,662743i, 
it  la  solution  est 
z  :=  X  -h  e  %ia  X  -\-  j-R  sin  2j;-î-...h j    .  „_,  àa'x  -f-...; 

e  module  de  «  —  xesl  inférieur  à  1, 19967864. 

Le  rayon  vecteur  de  la  planète,  1  —  e  cos  z,  est  alors  obtcnn 
m  appliquant  la  formule  (12).  On  trouve  ainsi 


=  1  — ecosx-l-  j-sin*a 


rf"— 'sinV  , 


=TXÎ     dj:"- 


lîtS.  Comme  deuxième  application,  nous  développerons 
;n  série  la  plus  petite  racine  de  l'équation. 

-g  =  j-  -t-  a  '^'  ^  V  (U) 

!  et  X  étant  des  nombres  réels  compris  entre  +  1  et  —  1.  Cette 
acine,  toujours  réelle,  est 


(IS) 


e  radical  s'annule  pour 

:'est-à-dire  pour  deux  valeurs  dont  le  module  est  un. 
Le  développement  suivant  les  puissances  de  a  sera  donc 
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valable  à  riatérleur  d'un  cercle  de  rayoD  un  ;  la  formule  de 
Lagrange  doDoe  immédiatement 


Si  maiatenant  on  dérive  par  rapport  à  x  les  deux  membres 
de  cette  équation,  après  avoir  remplacé  préalablement  z  par  sa 
valeur  tirée  de  (15),  on  trouve 


ip/l  —  2gu>  -H  * 


-A^-^Y 


ce  qat  montre  immédiatement  que  les  fonctions  de  Legendre, 
définies  au  d°  131^  ont  pour  valeur» 


Retour  sur  les  produits  Inflnfs 

138.  Nous  allons  revenir  sur  ces  produits,  que  nous  avons 
déjà  considérés  au  a°  170  (tome  1).  Nous  supposerons  mainte- 
nant que  les  acteurs  peuvent  Ctre  imaginaires.  Soit 


<"■.  =  On  +  ïô„  =  pnCcOS  ifn  -h  t  SÎn  if„). 

On  démontrera,  comme  au  n"  cité,  que  a„  doit  tendre  vers 
zéro,  et  l'on  remplacera  encore  l'étude  du  produit  P„  par  celle 
de  son  loganthfue.  Seulement  la  formule  (32)  du  n"  170 
D'étant  plus  applicable,  il  faudrait  modifier  le  raisonnement 

Nous  n'étudierons  que  les  produits  absolument  convergents  ; 
la  série 

2l0g{i+«n). 


sera  donc  absolument  convergt 

d  quelles  conditions  il  en  sera 

Remarquons  d'abord  que 

!og(l+«„)=log(l  +  ?„cos!f„  +  i?, 

+  ij^arclaug  j-^ 

on  pourra  toujours  supposer  1' 
que  dans  l'égalité  précédente  ; 
que  log  (1  +  a„)  tende  vers  zén 
ces  conditions  le  rapport  »„=: 
et  la  série  ]>]log  (I  -+-  a„)  ser 
même  temps  que  la  série  5]  «n 
de  la  précédente  que  par  le  fa< 
Ainsi /Jour  que  le  produit  P„  le 
finie,  non  nulle,  il  faut  et  il  st 

soit  absolument  convergente. 

Le  produit  étant  absolumenl 
vertir  l'ordre  des  facteurs. 

140.  Les  conditions  précède 
produits  qui  sont  îuûais  dans  I 
produit 


•n(> 


n'est  pas  absolument  converg 
divergente,  tandis  que  le  prod 


n(< 
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est  absolument  convergent  parce  que  la  série 


[(-9-'] 


est  absolument  convergente  ;  en  effet  le  produit  pi 
terme  général  de  cette  série  tend  vers  la  quantité  fii 
pour  n  =  30  . 

141.  Comme  application  nous  donnerons  le  déi 
ment  de  sin  :rea  produit  infini.  Soit  m  un  nombre  im 
démontre  dans  tous  les  trailés  de  trigonoméirie  qui 
peut  s'exprimer  par  un  polyndme  en  sin  x  dont  les  di 
racines  sont  les  valeurs  que  prend  sin  -  pour  m  valeu 
cutives  entières  de  k.  On  peut,  par  exemple,  poser 

siamx=Ki\ïkx{9in.e—iia  —  Wsînaf— sin    -1 ysiax — sin 

(sinx  +  Bin  —  ](sin^-  +  sin  —  1 (iiin.r+  sin  — n— 


ou  encore 


=  B  Bm  W  1  -  —  -  \ /  1  -  — -^^rr 

\  Bin*-  I        \  8in'  — s — 

\  mj       \  i 

Dans  cette  dernière  égalité,  supposons  d'abord  x  in 
petit,  nous  obtenons  B  =  m.  Remplaçons  ensuite  x 
il  vient 


n  1-— s-n 


CiMmi  iiirii<iTi«iiiii 
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Si,  p  restant  fixe^  m  croît  à  rinfini,  le  premier  produit  ii 
tend  vers 


m^-i)- 


dans   le  second  produit^  il  n'est  pas  permis  de  remplacer, 

sm*  — 
comme  on  vient  de  le  faire, t-  par  le  rapport  des  valeurs 

sin*  — 
m 

principales  jfz^  parce  que  k  peut  devenir  infiniment  grand  de 

Km) 
même  ordre  que  m  et  que  sin  -^  n'est  plus  nécessairement  un 

infiniment  petit.  Mais  le  rapport  de  sin  ^  à  —  est,  pour  - 

i  2 

compris  entre  0  et  ^,  compris  entre  1  et     ;  soit  0*  sa  valeur. 

Pour  m  suffisamment  grand,  on  aura  aussi 

.     ira?        ^  Ttx 

^*"  T;r  =  ^»»  >^  t:;  ' 

X^  étant  un  nombre  qui  tend  vers  Tunité  pour  m  infini  ;  par 

2     /          sm*  — \ 
suite  le  produit  TT  11 -r-  j  pourra  être  remplacé  par 


m— 1 


sm' 

m 


1  —  p  j2  )  qui  est  encore  absolument  coa- 

vergent.  On  pourra  prendre  p  assez  grand  pour  que  chacun 
des  facteurs  de  ce  produit,  et  par  suite  ce  produit  lui-même 
diffère  de  Tunité  d'aussi  peu  que  Ton  voudra.  Finalement  oïi 
aura 


sin  rj; 


=  TT^   JJ  (l   —  ^^    X    (1    -f-  0 
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et,  en  faisant  maintenant  p  =  ao  y 


[a7:x  =  'Kx  Y[(i  —  ^\  (16) 

1 

Remarque  :  Si  dans  cette  formule,  on  fait  x  =  0  >  ^^  re- 
trouve la  formule  de  Wallis  (n°  79). 


ÛO 


I43.  Dans  l'égalité  (16),  remplaçons  x  par  ^  et  divisons 

membre  à  membre  celte  même  égalité  (16)  parla  nouvelle 
égalité  obtenue  ;  nous  aurons  immédiatement  le  développe- 
ment du  cosinus  en  produit  inOni 


?=n[*-(-5m7]-      ("^ 


En  prenant  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres,  on 
trouve  la  formule 


2x 


7t  j         ira? V» ££ 


(18) 


<iui  a  été  utilisée  au  n''  94. 


143.  Nous  allons  encore  établir  la  formule  qui  nous  a  servi 
-à  démontrer  l'équation  (30)  du  n^*  90. 

La  formule  (Ih)  peut,  si  l'on  veut,  être  remplacée  parcelle- 
ci,  qui  est  aussi  absolument  convergente  (n«  139), 


+00 


sin  r.x  =  Tzx  II  (  1  4-  t)^"'Î^> 


•30 


la  valeur  Ar  =  0  étant  naturellement  exclue.  Prenons  la  dérivée 
logarithmique  des  deux  membres  ;  nous  trouvons 

1     "^"^z    1        n     1     "^"^       ■^*'  2 


00  —  30  —  » 


M  CHAPITRE   IV 

e  qui  peut  s'écrire  encore 


La  3omme  ^}.t  est  la  vraie  valeur  de  la  fraction 


-  Tt  cot  1t^ 


2i 

our  X  infiniment  petit.  On  trouve  ainsi 

■y  j  _  Tt' 


144.  Le  produit  TT('  —  ,',)   qui  n'est  pas  absolument 


snvergenl,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  donne  lieu  à  d'intéressantes 
msidéralîons.  Posons 


>>=n('-^)=(-£)('-^)-('--)('^...(i-i) 

:  prenons  la  dérivée  logarithmique  des  deux  membres  ;  nous 
btenons  l'égalité 

Eco v'  V^       X         .V* 

La  première  et  la  troisième  sommes  convei^cnt  évidemment 
»r8  des  limites  finies  pour  n  et  m  infinis  ;  la  deuxième  et  la 
aatrième,    qui    se  confondent    avec  la  série   harmonique, 
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croissent  au-delà  de  toute  limite.  Mais  leur  ditlérence  reste 
finie  :  soit  m  =  on  et 


m  n 

1  1 


Nous  remarquons  que 


donc 


r'  r' 

=   I     (l  H-  ^^  -H  ...  4-  x'")dJO  —    I     (1  4-  X  +  ...  4-  œ'')dx 


Pour  évaluer  cotte  int(?grale,  Hermile  pose 


ce  =  i  —    , 


ce  qui  donne 

r 


0 

11  s'agit  de  trouver,  si  elle  existe,  la  limite  de  X  pour  n  =  oc 


r' 

lira  Â  =    I 


Or  la  dérivée  de  celte  intégrale  par  rapport  à  w  est 


e 


w  L       Jo      ^ 


aiAFlTRE  IV 

me,  pour  l'intégrale  cherchée. 


r 


ODstante  est  nulle  comme  on  le  voit  en  faisant  u  ^  1  ; 
enÛD 

lim  X  =  log  oi. 

îvée  logarithmique  du  produit  considéré  dépend  donc 
il  par  suite  le  produit  lui-même  d(!pend  du  lien  gn'on 
a  entre  m  ci  n.  Si  m  =  n,  lu  =  J,  log  ui  =  0,  on  a 

îX^)  ^  y  /     ^ ■:};__]  ^  V     2.g 

suite,  (n°  143) 


lim    ^=    lim     y      ^^ 

ira  ^  j;'  _  Il 


ip(iC)  ' 

remontant  des  dérivées  logarithmiques  aux  nombres, 

i-r sin  vx 

^^  ■Kj;    ' 

nÛD   ou   suppose  m  =  <an,  u>  restant  quelconque,  on 
tour  m  et»  inOnis, 


'n('-î)= 


rte  de  remarquer que.pouru  =  1,1e  premier  memhre est 
iction  périodique  de  période  2,  tandis  que,  si  tu  demeure 
aque,  le  premier  membre  se  trouve  multiplié  par  w' 
on  change  x  eax  -i-2. 
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145*  Des  considc^rations  analogues  pourraient  être  déve- 
loppées relativement  aux  produits  infinis  à  double  entrée  de 
la  forme 


^^  \         an  -^  bmj 


Il  en  résulterait  de  nouvelles  fonctions  qui  sont  multipliées 
par  une  exponentielle  lorsque  x  s'accroît  de  a  ou  de  ô,  l'ex- 
ponentielle dépendant  d'ailleurs  de  la  loi  suivant  laquelle 
sont  reliés  m  et  n.  Mais  ces  considérations  nous  entraine- 
raîent  trop  loin  et  nous  ne  pouvons  que  renvoyer  le  lecteur  à 
un  Mémoire  publié  par  M.  Cayley  dans  le  Journal  de  Lion- 
villey  tome  X. 


Fondions  Eulérienncs 

146.  —  On  appelle  fonction  eulérienne  de  deuxième 
espèce^  et  l'on  désigne  par  la  notation  r(^),  la  fonction 

Cette  déGnition  ne  distingue  pas  le  réel  de  l'imaginaire  ;  mais 
nous  n'envisagerons  généralement  que  lès  valeurs  relies  do  z, 

\4!7.  —  Il  faut  d'abord  chercher  les  conditions  de  con- 
vergence de  l'expression  qui  sert  à  définir  r(;;).  Il  est  évident 
que  si  z  est  nul  ou  égal  à  un  entier  négatif  la  fraction  devient 
infinie  pour  une  valeur  de  n.  Je  dis  qu'elle  a  une  limite  finie 
pour  toute  autre  valeur  de  z.  En  effet  l'on  a 

log  r(^)  =  log  2  -4-  log  3  -h  ...  -h  log  (n  —  i)  -h  log  n 
-^  {z  —  1)  log  n  —  \o^  z  —  log  (^  -h  1)  —  ...  —  log  (;ar  -h  n  —  i) 

ou 

log;:rH.logr(:r)  =  ;:logn--log(^  ^  1)  — log(l -f-?)... 

/  Z     \  ^  \  (20 


200 


CHAPITRE   IV 


Remplaçons,  avec  Gauss,  log  n  par 

I     2       ,     3       ,     4  ,   ,         n     . 

log  ï  H-  log  ^  H-  log  jj  -^  ...  4-  log  ^j— -|; 

Tégalilé  précédente  devient 

log  ^r(2)  =  [sr  log 2  —  log( I -4- ^)] -+- U  log  2  —  log  A - 

-^  [^  »og  ^f  -  ïûg  (l  +  J^)] 

QO 

en  écrivant  p  au  lieu  de  n  —  1 . 
Or 

u,=  ;3r  log  ^1  4- ~)  -  log  (l  +1) 
_     /  i i_        ^      \        /£        ^*        ^      \ 


i)i 


<lonc 


lim     pj  t/^  =r  ;î:(j  —  i), 

Jï  =  00 


La  série  est  donc  absolument  convergente  et  par  suite  zlX^) 
est  bien  déQnie  pour  toutes  les  valeurs  réelles  ou  imaginaires 
nie  z  autres  que  zéro  ou  les  nombres  entiers  négatifs. 


(Propriélés  des  ronctlous  Eulériennes  de  deuxième 

espèce 


148.  Posons 


o(n,z)  =  - , 


n  \  n=  "  * 


-h  \),.Sz  H-  w  —  <)' 


par  définition,  on  aura 


r(5)  =  lim  «p(n,^). 
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).  LVgalilé  évidente 

'^(n,:  -+■  \) nz 

conduit,  eo  passant  à  la  limite,  à  lu  formule 

!■(.-  + l)  =  .-r(.)  (22) 

II.  Dans  l'égalité  précédente,  remplaçons  z  par  p  nombres 
entiers  consécutifs,  1,2,  3...  ;î;  comme  on  a  cvidomment 
r(l)  =:  1,  nous  aurons 

r(2)=l 
i(.l)  =  2 
!■(*)  =  2.3 


r(p)  =  1,2.3. ..(i,-l)  =  (P-l)!  (23) 

III.  Faisons  s  =  .,■ 


''(i)"''""!/,^ 


=  lim  ' 


2  4,0.. .2» 


1.3.3. ..(2n  —  1)ï'ii' 
Or  la  formule  de  Wallis  (n"  79)  peut  s'écrire 


v1 


2.4.6... 2ii 


3.5.. . (2/1  — ()  1/2,1  +  1 
Il  en  résulte  immédiatement 


(2*) 


IV.  Le  produit  «(«,  s)ç(n,  I  —  j)  s'écrit,  comme  on  le  voit 
sans  peine 


?(«.«)?(«.»  — ^)  = 


.(,_£)  ,._..,(,_0..[l-^]- 


■~i  •  .Hf 
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Par  suite  on  a,  en  appliquant  la  formule  (16), 

r(.)r(i_.)  =  ^-,Jl--.  (25) 

Si  dans  Tégalité  précédente,  on  fait  ^  =  ^  '  ^^  retrouve  la 

formule  (24). 

V.  Revenons  à  la  formule  (22),  et  donnons  kzles  p  valeurs 

2'  ^'  2"*"^ —  '  ^^  trouve  immédiatement 

^f         i\       1.3.5.. .(2p—i)  /-  ,«ftv 

\^  "^  27  "^ b^ — ^  ^  ^ 

VI.  Nous  donnerons  enfin  l'expression  de  T(z)  par  une 
intégrale  définie.  A  cet  effet  nous  invoquerons  de  nouveau  le 
théorème  suivant  que  nous  avons  déjà  utilisé  (n®  69)  :  Siy 
dans  deux  séries  divergentes  ordonnées  suivant  les  puissances 
asce7idani€S  de  la  variable^  le  rapport  des  coefficienis  de  la 
puissance  m*^"*  de  la  variable  tend  vers  une  limite  finie  /,  les 
deux  séries  ont  le  même  rapport. 

Les  deux  séries  que  nous  envisagerons  ici  sont 

et 

ç(a?)  =  (1  — x)  —  =  l  -4-  j  j;  --h  --r-^  •    ^  -^  -^ — ^23 ^  "^  "* 

qui  sont  divergentes  pour  ;r  >  0  et  lim  ^  =  1. 

Le  rapport  des  coefficients  de  x'*  est  la  fonction  désignée 
jusqu'ici  par  <p(n,  s)]  nous  avont  donc,  en  supposant  a?  =  « , 

r(^)  =     lîm     <f(n,  Z-)  =3    lim    ^g[ 

=    lim    [i'-^x  -h  2'- «a?»  H-  ...]  (1  —  xy. 

Soit  X  =  e--^  ;  on  pourra  écrire 
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Lorsque  œ  tend  vers  uw,  h  tend   vers   zéro  ;  le   premier 
facteur  tend  vers  l*unité.  Quant  au  produit  du  crochet  par  hy 

il  tend,  par  défluition,  vers   /      x'—^e-'dx.  On  a  donc 


^0 


(27) 


Cette  égalité  est  souvent  prise  pour  définition  de  la  fonction 
culérienne  de  deuxième  espèce.  On  en  déduirait  sans  peine  les 
propriétés  déjà  démontrées  ;  nous  laissons  au  lecteur  le  soin 
de  faire  cet  exercice  facile. 

149«  En  résumé,  la  formule  (22),  qui  permet  de  diminuer 
l'argument  d'une  unité  et  par  suite  d'autant  d'unités  qu'on  le 
voudra,  permettra  de  ramener  z  à  être  compris  entre  0  et  1  ;  à 
l'aide  de  la  formule  (25),  on  ramènera  z  à  être  compris  entre 

0  et  K,  et  il  suffira  d'avoir  une  table  des  valeurs  de  cette  fonc- 
tion pour  les  valeurs  de  l'argument  comprises  entre  ces  deux 
dernières  limites. 

Nous  n'entreprendrons  pas  l'étude  détaillée  des  procédés  par 
lesquels  on  est  arrivé  à  construire  cette  table.  Bornons*nous  à 
représenter  par  une  courbe  la  variation  de  r(^)  pour  x  variant 
de  0  à  00  . 


y 


Fie.  14 


SOI  CHAPITRE    IV 

Le  minimum  de  T(x),  qui  est  égal  à  0,8856032,  correspond  à 

a^=  1,4616321. 


L'égalité 


r(.r)  =  ni.±£), 


montre  que  r(x)  ===  «  pour  x  infiniment  voisin  de   zéro.  On 
déduit  aussi  de  la  formule  (22)  la  suivante 

l(x  H-  p)  =  (â-  4- /)  —  l)  (x  -H  p  —  2)  ...  AT(a)» 

d'où  il  résuite  immédiatement  que  l'intégrale  eulérienne  de 
deuxième  espèce  est  infinie  en  même  temps  que  rargument. 
Le  lecteur  conclura  d'ailleurs  du  n°  suivant  que  log  r(-^')  ne 
peut  avoir  qu*un  minimum  puisque  sa  dérivée  seconde  est 
essentiellement  positive.  Il  en  est  de  même  do  r(.>). 

150.  La  formule  (21) 

logr(^)=:lim  j  zlogn — log;r—log(.:rH-i)— ...— logMH-^*~    ]  1» 

conduit  à  des  conséquences  d'une  autre  nature  sur  lesquelles 
nous  allons  maintenant  nous  étendre. 

En  dérivant  deux  fois  les  deux  membres  on  trouve 

D  log  !■(.-)  =  lim  [log  n  -  i  -  j-i-^  _ ...  _  -~l^^]. 
D,  log  r(-i  =  lim  [1,  +  jj^,  + ...  H-  ^—j-i--^,] . 

Cette  dernière  série  est  absolument  convergente,  on  peut 
donc  l'intégrer  entre  zéro  et  U7i  et  écrire 

£|jj  =  D  l.g  r(i,) 


rrrv%  iT 
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D  log  T(z)  se  présente  maintenant  sous  la  forme  d*une  série 
absolument  convergente^  car  elle  a  pour  terme  général 


n       ^  -h  n  —  1       7i{n  -^  z  —  1)" 

La  constante  C,  qui  se  présente  dans  un  grand  nombre  de 
problèmes,  a  reçu  le  nom  de  constante  d'Euler  et  a  pour 
valeur 

C  ==  0,5772156649 ;  (29) 

il  résulte  de  la  formule  (28)  qu'elle  peut  s'exprimer  de  la  ma- 
nière suivante 

C  =  -  r'(i). 

Comme  on  a 


-*  log  x.e-'dx, 


V\z)=    /       X'-* 


on  a 


-i 


Xogx.e—^dx  ♦    (30) 

0 


mais  celte  formule  est  incommode  pour  le  calcul  de  C  et  c'est 
autrement  (voir  par  exemple  Serret,  tome  II,  n®  522)  qu'a  été 
obtenue  la  valeur  (29).  On  peut  encore  mettre  cette  constante 
C  80U8  une  autre  forme  en  se  reportant  à  la  première  expres- 
sion de  D  log  z  donnée  dans  ce  numéro.  Si  en  eflet  on  y  fait 
s  =  1,  on  trouve 

—  l''(l)  =  G  =   lim  (l  -h  ^  +  g  -+-  ...  -H  i  —  log  n) . 
Dans  l'égalité  (28),  changeons  s  en  s  m   1  :  il  vient 

D  log  r(;;  -4-  i)  =r  —  G 

-  (' -  r^)  -  a  -  î-^2) — a  -  F^r-j  -  - 


206  CHAPl 

latiSgrons  entre  les  limites  0 

=  C:r  +  [log  (j  +  !)  -  al  -t- 

ks  deux  membres  s'annulant  r 
duit  (ie  là 

1  _    c 

r(^  +  1)  -  * 

Le  dernier  produit  est  absi 
nous  l'avons  déjà  vu  ;  la  for 
morpbe  dans  tout  le  plan. 

151.  Euler  a  établi  la  torm 

Pour  la  diîmonlrer,  formon: 

dont  le  premier  membre  de  { 
d'autre  part  le  produit 

qui,  pour  jî  =  oo  ,  devient  m- 
produits 

est  indépendant  de  z  ;  tout  rev 
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cette  fraction  pour />  iaiini,  ou  encore,  ce  qui  est  préférable,  à 
calculer  la  valeur  du  quotient  précédent  pour  une  valeur  parti- 
culière de  z.  Nous  ferons  ;;  =  1  et  nous  calculerons 

_  w(i^i)...r(.-H"-rJ) 

^  ~  n-»r(n) 

Le  dénominateur  a  pour  valeur  n—^'^n  —  i)  î  ;  le  numérateur 
équivaut,  à  cause  de  la  formule  (22)  à 

lr(l)x?r(-2) !Lnir(î^^). 

n    \n)       n    \n/  n        \     n     / 

Or  on  a  (formule  24) 

^  ^       ^  ^        sm  - 

^    ^       ^  '        sm  — 

n 


/n-l\     /1\_  . 


sm 

n 


d'où  en  multipliant  ces  égalités,  membre  à  membre,  et  tenant 
compte  de  la  valeur  du  produit  calculée  au  n"*  68 


^a)--("-^-)=v's^. 


Finalement  on  aura 


ce  qui  démontre  entièrement  la  formule  (31). 

Signalons  en   passant  la  formule,    que  nous  venons  de 
rencontrer, 


Kï)^(i)-'(»-')  =  «=^"-'- 


(S2) 


La  formule  prôcôdente  permet  d'évaluer  une  inlégrale 
îélèbre 


1  =   /      log  r(ar)dar. 

^0 


en  effet,  par  déGntlîon,  si  tt/i  =  1 

:  litn  [A  log  r  A  -<-  A  log  r(2A)  -i-  ...  4-  A  log  T(nh)\ 


/log  r(i)rfa;  =  log 
_ 

'ait   d'une  m 
/  log  \X---)dx  = 


t  =  log  \'%T. 

montrerait  d'une  mnnièrc  analogue  la  formule  ai 


a  (log  o  —  I)  4-  log  v/5n. 


Formule  de  Stlrlino; 


L'objet  de  cette  formule  est  d'évaluer,  d'une  manière 
e,la  fonction  r  («  -t- 1  )  =  n  ! .  Signalons  d'abord  un  pre- 
:édé  très  rapide.  Nuus  désignerons  par  E(r)  le  p'«s 
ier  inférieur  à  x  de  sorte  que,  par  exemple,  la  fonc- 

)ntinue  ~^  aura  pour  valeurs  successives,  suivant 
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que  la  partie  eolière  dex  sera  1,  2,  3  elc,     ,   -.  ^  et( 
finition  que  nous  avons  donnée  de  l'intégrale  délînie 

pasies  [onctions discontinues  (n°  If);  l'ii 


a  donc  une  signification  trfts  nette,  et  l'on  peut  ccrii'i 
diatement  en  appliquant  les  formules  les  plus  éliSmenl 


;  l'intégrale   / 

et  l'on  peut  ccri 
s  les  plus  éliSmei 

=  log  2  +  2(Iog  3  —  log  2)  -H  ...  -h  n  [log  («  +  1)  — 
=  n  log(«-(-  1)  —  log  n! 

Prenons  comme  valeur  approchée  de  K(x)    la 
X  —  2  *l"i  o'^"  dîlTère  jamais  de  plus  d'une  demiunit^ 

grale  /  2  rfj.  a  pour  valeur  n  —  ^  'og(»  +  ' 


valeur  peut  être  prise  comme  valeur  approchée  de 


/ 


4>n  en  déduit  que 

log  n!      ou      loif  r(«  +  t) 
^lilTëre  peu  de 

(«+*)  log  («  +  !)- H. 

154.  Mais  cette  méthode  rapide  à  l'inconvénien 
donner  aucune  îdëe  de  l'approximation  avec  laquelle  la 
«ipresxicm  permet  d'évaluer  tog  r(M  +  !)•  Nous  allons 
«me  méthode  qui  permet  de  serrer  le  problème  de  [ 

CiLCDi  unnrtiBniiiL 


U2  CHAI'ITHB    IV 

C'est  la  formule  de  Stirling,  qui  doune  deux  limiles 


i/Sm 


,Tmn''e-''.e" 


entre  lesquelles  est  compris  le  produit  1 .2.3...n. 
On  peut  l'écrire  en  prenant  les  logarithmes 

logl-(« +  !)=(«  -h  2)log»-„-H  5  I0g2::  +  ^.      (3») 


Le  dernier  terme  Icnd  vers  zi^ro  quand  ;i  croit  à  l'infiai: 
l'ensemble  de  ceux  qui  le  précèdent  constitue  donc  une 
valeur  asymptotique  de  log  r(«  -+-  !)■  Oetle  valeur  dillère 
peu  de  celle  que  nous  avons  donnée  à  la  Qn  du  numéro 
précédeol. 

IS5.  Kn  réalité,  la  formule  de  Stirling  est  plus  complète 
en  ce  qu'elle  donne  une  expression  du  terme  complémen- 
taire 


Si  Ton  écrit  le  développement  en  série 

-J--J  =  1  _  g  +  j_^  x'  -  yy  ar'  +  ...  +  (-  1)—'  ^  a,»-  -+  .... 

les  nombres  B,,  Bj ...  sont  appelés  nombres  de  Bemouilli.  Ih 
ont  pour  valeurs 

«.-ft.       «.-35-       B.-f2'       "'  =  30 
«.-gg.      B.  =  2^,    B,  =  g... 

Cela    [losi-,    li;    Icnno    niinpli'mcntaire    de   la  formule  tie 
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StîrlÎDg,  donné  en  premier  lieu  par  Ëuler  dans  le  cas  de  n 
entier,  est 

avec 

0<0,,<1. 

Nous  renverrons  le  lecteur,  pour  la  démonslration,  à  Tou- 
vrage  déjà  cité  de  J.  Bertrand. 

La  série,  qui  représente  R^*  ^^t  divergente  sip  croit  à  riniini; 
mais  limitée  comme  nous  Tavons  fait,  elle  fournit  bien  une 
expression  qui  tend  vers  zéro  pour  7i  =  œ .  H  y  aura  lieu, 
dans  chaque  cas,  de  choisir  la  valeur  de  p  la  plus  avantageuse. 
Dans  sa  thèse,  M.  Bourguet  a  démontré  quil  convient  de 
s'arrêter  au  rang  p  pour  lequel  p  est  le  plus  grand  entier 

3  1 

inférieur  à  im  -h  v  4-  7^7% — . 


Fonctions  eulériennes  de  première  espèce 

156*  On  appelle  fonction  eulérienne  de  première  espèce  et 
on  désigne  par  la  notation  B(p,  q)  la  fonction  de  deux  argu- 
ments 


r' 


h(p,  q)=  I     xP-^i  —  x)9-'dx.  (40) 

Cette  fonction  est  symétrique  par  rapport  aux  lettres  p  et  q, 
comme  on  le  voit  en  posant  x  ==  i  —  y.  On  peut  encore  Técrire 

en  remplaçant  x  par  ï-^  .: 

1    1  f  *  ' 


!%?)=-  /     7Tiir:.nrr.dx.  (41) 
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OU  encore 


B(^),  q)  =  2   I     sin^'/-'w  cos-P-^i^dià,         (41  bis) 

Jo 
en  posant  ce  =  cos'^to. 

157.  Intégrons  le  deuxième  membre  par  parties  ;   nous 
obtenons  la  nouvelle  forme 


B(P,  q)  =  ^^    /     ^^i  -  xY-'dœ, 
d'où  Ton  déduit,  en  écrivant  [l  -  (1  -  ^)]  ^'''  an  lieu  de.v;^ 

De  même 

B(p/y  -  A)  =  ^-^.^-iii-i  B(P.Î  -  A:  -  1). 
d'où 

Celte  formule  permettra  de  ramener  le  calcul  d'une  fonction 
n{p,q)  quelconque  à  celui  d'une  fonction  où  q  serait  compris 
entre  zéro  et  un.  On  pourra  de  même  réduire  p  à  être  eotre 
zéro  et  un. 

158.  Supposons  maintenant  (7  entier,  et  faisons  dans  la  for- 
mule précédente  k  =  q^2;  elle  devient 


;«5^.-«.«4— »• 
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On  voit  directement  que 


B(p.i)==^; 

d«nc 

B(p,q  =  -, X?  7  *)  ' j.  •  (*2) 

Si  de  plus  ^  est  aussi  entier,  cette  formule  peut  s'écrire 

B(P.?)  -     (p  H- 3 -1)1 

et  elle  est  ainsi  mise  sous  une  forme  symétrique  par  rapport 
aux  deux  arguments. 

159.  V intégrale  de  première  espèce  dégénère  dans  celle  de 
deuxième  espèce  si  q  devient  infini.  Pour  le  voir,  revenons  à 
la  formule  (42)  où  p  est  supposé  quelconque  ;  remplaçons 
B(jp,y)  par  l'intégrale  qui  lui  sert  de  définition  et  dans  cette 

intégrale,  écrivons  -  au  lieu  de  x.  Nous  obtenons  la  nouvelle 
égalité. 

a:v-i(i  -.  ?V-\/^  = (^-- *)J._?^^ 

\  qj  2KP  h-  1)---(P  -+-  ^  —  *) 


On  peut  maintenant  supposer  q  infini  ;  le  premier  membre 
tend  vers  r(p),  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée,  à  savoir 
que 

lira    B(p,q)  =  T(p). 
q=sco 

Mais  la  démonstration  montre  en  outre,  de  nouveau,  que 
l*on  a 


xP-'e-^dx^  lim  -7 9^ijLZlDl 


en  enli'c 
iilleurs  b< 
espèce  s'e 
<  deuxièn. 
lent  se  i 


■■(-)= 


r  signalé 
!  rcmplai 


0-+.-f 
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Or  la  formule  (43)  nous  inonlre  que 


/ 


t/0 


^.^-\^ 


(44) 


101.  Celle  égaillé  va  nous  permettre  de  retrouver  un  cer- 
tain nombre  de  résultalâ  déjà  obtenus  autrement. 
Supposons 


La  formule  (i4)  devient 

B(p,i-p)  =  r(pni~p). 

D'autre  part  la  formule  (41)  donne,  dans  la  même  hypo- 
thèse, 


B(p,l-p)=  / 
or  l'on  a  vu  n*»  (129)  que 


i/o 


r(l>)'V  -p)  = 


En  particulier  si  p 


, 

0 

i 

2 

<iS> 

1,00000 

99753 

9951 

1 

07834 

97653 

•ilk-i 

s 

96292 

96169 

960: 

3 

9530Ï 

95231 

9rilt 

4 

01805 

94781 

9i7f 

0,5 

î,94754 

94772 

947t 

6 

OSHO 

95167 

95Si 

7 

95839 

»93i 

9fiOS 

« 

96913 

97038 

971 1 

9 

98307 

9S4Ô3 

986S 
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16!S^.  Nous  n'avons  jusqu'à  présent  utilisé,  comme  mode 
de  représentation  des  fonctions,  que  les  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  la  variable.  Les  fonctions 
qui  sont  susceptibles  de  ce  mode  de  représentation  sont  dites 
fondions  analytiques.  Mais  il  existe  bien  d'autres  manières  de 
représenter  une  fonction,  môme  en  se  limitant  au  procédé  du 
développement  en  série  ;  les  différents  termes  de  la  série 
peuvent  être  des  fonctions  trigonométriques,  des  polynômes, 
ou  même  des  fonctions  transcendantes  plus  compliquées.  Les 
fonctions  ainsi  représentées  pourront  être  analytiques  ou  non, 
être,  ou  non,  continues,  avoir  ou  ne  pas  avoir  des  dérivées  etc. 
On  aperçoit  ainsi  de  nouveaux  principes  de  classiBcation  des 
fonctions;  on  entrevoit  un  domaine  illimité  ouvert  à  l'analyse, 
domaine  qui  commence  à  peine  à  être  exploré  et  où  nous  n'au- 
rons garde  de  retenir  le  lecteur.  Nous  nous  bornerons  dans  ce 
chapitre  aux  séries  de  sinus  et  de  cosinus,  ne  donnant  de  cette 
étude  que  ce  qui  est  strictement  utile  pour  les  applications. 

163.  C'est  Fourier  qui  a  le  premier  affirmé  qu'on  pouvait 
•représenter  toute  fonction  f{x),  pour  des  valeurs  de  x  com- 
prises entre  zéro  et  27r,  par  un  développement  de  la  forme 

in  =  X 

f{x)  =  Cq  4-     ^     («wcos  mx  4-  6m8În  niœ)  (1) 

m=  i 

m  étant  un  nombre  entier  positif. 


ili! 
chi 


nen 


T.-"  '  *r^  " 
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dans  laquelle  nous  avons  dcrit  a  au  Heu  de  x  dans  les  inté- 
grales. 

164*  11  est  indispensable  de  remarquer  que  la  marche  qui 
vient  d'être  suivie  ne  suppose  nullement  la  fonction  conti- 
nue; il  suffit  qu*elle  soit  întéfiçrable.  Par  exemple  la  série  de 
Fourier  représentera  parraiteinont  une  fonclion  qui  serait 
égale  à  x  entre  zéro  et  tt  et  à  x-  enUc  zéro  et  2tz.  L'on  voit 
ainsi  quel  intérêt  elle  présente  pour  l'ingénieur  qui  rencontre 
rarement  des  fonctions  analyli<|u<  s  pouvant  rendre  compte 
d'une  manière  satisfaisante  de  tous  les  phénomènes  observés, 
même  dans  un  domaine  assez  restnMnt. 

D'ailleurs  la  limitation  aux  valeurs  0  et  2tz  n'est  qu'appa- 
rente. Si,  en  efTet,  on  a  besoin  de  représenter  une  fonction 
entre  les  valeurs  a  et  6  de  x,  on  fera  la  substitution 

b  —  a 

les  limites  correspondantes  pour  j/  seront  zéro  et  2r.. 

165.  Pour  donner  au  moins  un  exemple,  considérons  le 
développement  de  k  que  nous  avons  utilisé  au  n^  69.  Ici  on  a 


'm 


'"27C    / 

»/  0 


a  ces  m^doi 


2ic  ^2it 

sin  moidoL  =  0 


X    .  1        /  • 

—  sin  mœ  1     —  5 —   1       si 
Jo  V  0 

a  sin  mvdfi 
—  00  CCS  mx  I  1      / 


ces  madoL  ==  —  — 


,,-'-»•  y 
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On  a  donc,  pour  x  compris  entre  zéro  et  2t., 

ce TT       sin  .0?       sîn  %c  sin  mr 

"2  —  2  ï  2  •••""    1^  •••        '^^^ 

166.  Dans  le  développement  précédent,  ou  plutôt  dans 
celui  qu'on  en  déduit  pour  ir  —  a\  ne  flgurent  que  des  sinus.  Il 
en  sera  de  même  toutes  les  fois  que  la  fonction  f(pc)  changera 
de  signe,  sans  changer  de  valeur^  par  le  changement  de  x 
en  2Tt  —  X.  En  effet  soit 


a  =  2i:  —  y  ; 


on  en  tire 


*2«  r^r. 

f{a)  cos  marfa  =  —   I       f(y)  co8  7nydy^ 


-1 


0  ^0 

ou 

2    /        /"(*)  cos  77l%d%  =  0 


De  même  si  f{x)  n'est  pas  altérée  par  le  changement  de  x 
en  2t.  —  Xy  on  aura 

I       /*W  sin  7n%iix  =  —    /       f{y)  sin  ^/ij/^V 
2 


!    /        /(a)  sin  mw^a  =  0, 


et  ce  seront  les  sinus  qui  disparaîtront  dans  le  développement. 

167.  On  peut  môme  aller  plus  loin  et  se  proposer  de  repré- 
senter une  fonction  quelconque,  soit  par  une  série  de  sinus, 
soit  par  une  série  de  cosinus.  Soit  en  effet  la  fonction  f{x) 
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qu'il  s'agit  de  représenter;  nous  supposerons  cette  fonction 
déBnie  entre  0  cl  r.,  et  nous  considérons  la  fonction  auxiliaire 
o(t)  définie  par  les  conditions  suivantes  : 

f{x)  =  f(w)      pour      0  <  ^  <  r, 
^2tc  —  a>)  =  /"((t)       pour      ir  <  at  <;  2^. 

D* après  ce  qui  précède  on  aura 

V(*)  =  5^   /      o(ii)rfn- ^  ^  cos  »!,.^   /      9(1)  cas  mxHi. 
Mais  on  a,  pour  les  deux  intégrales 

Donc  enfin,  entre  0  et  r, 


/■(a)  ces  »w(/a.     (5) 


Si  l'on  veut  exprimer  /  {x),  en  série  de  sinus,  on  posera 

^{x)=f{v)       pour       0<j;<t:, 
.p(2Tt  ~j,)  =  ~f  [.v)      pour      T.<x<  2t.. 


et  l'on  trouvera  sans  peine 

m 


9  "        r" 
» = ^  2  *•"  ""■  /  ^(»)  *'"  " 

1  t/o 


168.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  que  le  second  membre- 
de  la  formule  (3)  représentait  bien  f{x).  L'étude  des  conditions 
pour  qu'il  en  soit  effectivement  ainsi  est  des  plus  délicates,  et 


»  -»" 
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nous  ne  pouvons  songer  même  à  énumérer  tous  les  théorèmes 
énonçnnl  des  conditions  suflisantes.  Voici  les  plus  usuelles  : 
elles  sont  connues  sous  le  nom  de  conditions  de  Dirichlet  : 
si  la  fonction  v>[x)  reste  finie  et  continue  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  (^auf  peut-être  pour  quelques-unes)  et  n*a  çu^un 
nombre  limité  de  maxima  et  de  minima  dans  l'intervalle  consi- 
déré (*),  la  série  de  Fouricr  a  pour  valeur  ^  [f{x  -t-  0)  4-  f(œ — 0}]. 

Si  donc  X  n*est  pas  un  point  deHliscontinuilé,  la  valeur  est  bien 
f{x). 

Nous  donnerons  la  démonstration  de  ce  théorème  {n^  168  à 
171),  bien  qu*elle  soit  un  peu  hmgue  ;  elle  peut  d'ailleurs  être 
passée  sans  inconvénient  à  une  première  lecture.  D&>ignoaft 

par  -  (p(.^*]  la  somme  des  termes  de  la  série,  arrêtée  au  multiple 


(*)  II  existe  des  fonctions  qui  ne  remplissent  celts  condition  dans 
aucun  intervalle.  Voici,  par  exempte,  une  fonction  signalée  par 
M.  Darboux  dans  son  mémoire  sur  les  fonctions  discontinues  (Annales 
Ec  Norm.  1875)  auqu  1  nous  avons  fait  de  fréquents  emprunts.  Soit 
E(a;)  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x, 

ûj  H-  aj  -+" ...  4-  a»  +  ...  =  A, 
une  série  absolument  convergente.  La  série. 

est  uniformément  convergente  et  discontinue  dans  tout  intervalle.  Que 

la  série  soit  absolument  convergente,  cela  résulte  de  ce  que  S!!£)  est 

nx 

inférieur  à  un.   Soit  alors  x  =z^\p  eiq  étant  entiers.  Comme,  po«r  a 
entier,  on  a  E(*  +  0)  =  a  et  E(a  —  0)  =  a  —  1 ,  ou  aura 

fix  +  0)  =  /(jp), 
et 

La  fonction  f{x)  est  donc  discontinue  pour  toutes  les  valeors  corn- 
mensurabies  de  x. 
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2^5 


px  de  X.  Comme  l'on  peut  faire  eatrer  le  facteur  ces  mx  ou  le 
facteur  sin  mx  sous  le  signe  y,  on  aura 


?(^)  =  /    /(«)  h  +  2 


(cos  mx  cos  ma  -+-  si 


1 

ÎQ  mx  sin  in%)  1  c/z, 


Or  on  sait  que 

^  sm  -^2 —  (^  —  «) 

^  -H  cos  (a?  —  a)  -h  ...  -+-  cos  p(a?  —  a)  = — _ .  (7) 


2  sin 


X  —  a 


2 


On  aura  donc 


sin  '^r, —  {po  —  «) 
î(^)  =   /       A«) -^:r—. dx. 


2  sin 


X  —  g 


(8) 


el  tout  revient  à  chercher  la  limite  de  <p(x)y  si  elle  existe, 
lorsque  p  croit  à  FinCni. 

1 60.  Il  y  a  deux  cas  à  considérer  suivant  que  x  est  compris 
entre  0  et  2ic  ou  est  égal  à  une  de  ces  limites. 
1»  Soit 


0  <  a?  <  2w. 


Nous  pouvons  écrire 


«^0  ^x 


(9) 


La  première  de  ces  intégrales  peut  être  transformée  en  posant 


a?  —  a 


Calcul  niFHinisiMÀL 


15 


2°  Soit 
L'intégra 

m  =  I 

•-h 
Duns  la  [ 


7(1 
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dans  la  deuxième,  «  par  2t/,  nous  oblieaJrons  <f(2n)  sous  la 
même  forme  que  ip(0),  de  sorte  qu'en  résumé,  quel  que  soitx, 
>f[x)  se  prôsenle  toujours  sous  la  forme  d'une  somme  de  deux 
intégrales  telles  que  . 


-f'^^'^'-^-irv^'oy 


la  limite  supérieure  a  étant  inférieure  ou  au  plus  égale  k  Tt. 

170.  Il  reste  à  voir  si  I  a  une  limite  lorsque  p  croit  à  i'in- 
ÛQÎ.  Nous  considérons  d'abord  le  cas  particulier,  où  ^ij)  =  1 
et  a  =  ^.  L'intégrale  à  Calculer 


y 


ou,  en  revenant  à  la  forme  (8) 


)rme  (8), 

i    /  2 

J^       ~^2  sin  « 


s'obtient  immédiatement  grâce  à  l'identité  (7).  On  trouve 

j=;-  (11) 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  ■^(jj)  soit  continue  et 
ne  croisse  jamais  dans  l'intervalle  de  zéro  ii  a;  on  peut  alors 
la  supposer  positive  en  l'augmentant  au  besoin  d'une  cons- 
tante C  sufllsamment  grande,  ce  qui  revient,  d'après  ce  qui 

précède  (form.  H),  à  augmenter  l'intégrale  de  C.^-  Appelons 

r  le  plus  grand  multiple  de  .> — — -r  inférieur  k  a  que  nous  sup- 
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Quant  à  celle  qui  a  pour  limite  supérieure  a,  elle  est  évidem- 
ment  inférieure  à  /  .  I  se  présente  donc  sous  la  forme 


rwTT 


2yT^ 

d'une  série  de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  et 
décroissants, 

I  =  M,,  —  Wi  4-  W,  +  ...  +  (—  1)»"W,n  -i-  ...  +  K—  *)'Wr   (*2) 

Cela  s'applique  si  ^(y)  =  i  et  l'on  a  aussi 

J  =  I  =  t?o  —  t?i  -4-  Vj  -+-  ...  H-  (—  l)*»!?,»  +  ...,       (13) 

en  posant 

(m  +  Dit 

2]r+T 

Si  l'on  désigne  par  M*  le  maximum  de  4^(3/)  et  par  nik  le 

kit  (k  + 1  )ic 

minimum  lorsque  y  est  compris  entre  gïïTjûl  ^^  kp  4-  i  >  ^^ 
aura 

m/ct?*  <  w*  <  MfcrA, 

et  par  suite,  comme  pour  m  =  oo  ^  lim  ©,„  =  0,  on  aura  aussi 
lim  w^  =  0. 1  a  donc  une  limite  finie  et  déterminée.  En  rem- 
plaçant alternativement  dans  (12)  les  termes  par  leur  maximum 
et  par  leur  minimum,  on  a 

I  >  m^v^  —  M^v^  +  w^rj  —  M3V3  4-  ...  )  ^     ^ 

Mais,  comme  <!'(î^)ne  croit  jamais,  on  a 

Mo  >  ^0  >  Mj  >  mj...  >  Mfc  >  fMfc... 
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171.  Nous  avons  dû,  dans  le  courant  de  la  démonstration^ 
introduire  certaines  restrictions  que  nous  allons  lever. 

D'abord,  si  la  fonction  ^(y)  n'allait  jamais  en  décroissant 
entre  o  et  A,  la  fonction  —  ^(y)  n'irait  jamais  en  croissant  et 
on  pourrait  lui  appliquer  la  démonstration  précédente,  qui 
convient  par  suite  à  4'(y). 

Nous  allons  nous  affranchir  maintenir  de  celte  condition  de 
variation  dans  un  sens  déterminé.  Pour  cela,  une  remarque 

préliminaire  sera  utile.  Soit  6  <;  a  <  «î  ^"^^  ^  • 


/a 
m  5^1^  dy  =  0  (18) 


pour^}  =  oc  ;  car  l'intégrale  est  la  différence  de  deux  intégrales 


qui  tendent  Tune  et  l'autre  vers  2  ^{-^  0).  Cela  posé,  si  ^(y)  a 

un  nombre  Oui  de  maxima  et  de  minima  entre  0  et  a,  il 
suf  Gra  de  partager  l'intervalle  total  en  intervalles  dans  chacun 
desquels  ^[y]  ait  un  sens  de  variation  déterminé  ;  dans  tous 
ces  intervalles  l'intégrale  sera  nulle  (form.  18),  sauf  dans  celui 
qui  a  pour  limite  inférieure  zéro  où  la  limite  sera  encore 

l  +(+  0). 

Il  ne  reste  plus  qu'à  dépasser  la  limite  supérieure  ^.  Soit 
donc  «  >  g  ;  nous  écrirons  : 


près  la  1 
pas  égal 
,  elle  a  [ 


m- 


'».  App 

i  à  la  fonc 
est  difTé 
montre 


MO) 


même  n 
enCn  l'o 
ier  (n"  i 
(x)  aura 
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\[n-^o)-^r{2r.-(i)]    si 


Donc,  si  pour  la  valeur  considérée  de  x,  f{x)  est  continue, 
c'est-à-dire  àf{x —  0)  =  f{x  h-  0),  la  fonction  ïei-a  représentée 
par  la  série  de  Fourier,  bien  entendu  sous  les  réserves  formu- 
lées dans  l'énoncé  du  n°  167  :  il  en  sera  de  même  aux  limites, 
si,  de  plus,  /"(O)  =  /■(2it). 

173.  Il  y  a  bien  d'autres  cas  où  la  série  de  Fourier  peut 
représenter  une  fonction  donnée.  Ainsi  ^l^^)  pourrait  devenir 
infini  pour  y^y^,h.  condition  do  conserver  un  signe  constant 
de  chaque  côté  de  y^  et  dans  le  voisinage  de  y^,  et  aussi  à 
condition  que 


VKy)dy, 


lût  bien  déterminée.  Mais  nouti  n'entrerons  pas  dans  l'examen 
de  tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter;  nous  ne  rechercherons 
pas  non  plus  si  la  série  de  Fourier  est  toujours  uniformément 
convergente,  comme  il  a  fallu  le  supposer  pour  déterminer  les 
coefficients.  Nous  nous  bornerons  à  énoncer  qu'il  en  est  bien 
ainsi  dans  tous  les  intervalles  où  ne  se  trouve  pas  de  point  de 
discontinuité. 

IT*].  Pour  donner  un  exemple  de  fonction  discontinue 
représentée  par  une  série  de  Fourier,  imaginons  un  triangle 
isocèle  OCA  et  un  point  M  se  mouvant  sur  la  ligne  brisée 
formée  par  les  cùtés  égaux  OC  et  CA.  La  fonction  que  nous 
voulons  envisager  est  la  distance  du  point  M  h  la  base  OA. 
Nous  supposerons  que  la  base  ait  pour  longueur  2n  et  nous 
appellerons  h  ta  hauteur  du  triangle  ;  les  axes  de  coordonnées 
seront  la  base,  Ox,  et  la  perpendiculaire,  Oy,  à  l'extrémité  0  dr 
cette  base.  Le  côté  OC  a  pour  équation 


'•* 
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De  même 

-—  ces  inxdx  -+-   /       -  (2'7:  —  x)  cos  vixdoo 

-  X  cos  mxdx  =  --  ^ <  „ ; 

T.  T,  m 

7:b„i  =  0. 

Donc  la  fonction  discontinue  que  nous  avons  déHnie  a  pour 
expression 

h       4/i  /                cos  3x       cos  *»./•  \  ,.jo\ 

2 ït"  ( ^^^  ''''  "^ 3* ' 5» ^  ■"  /  '  ^  ^ 

175*  M.  Hûnvitz  (C.  R.  18  février  1901)  a  fait  un  heureux 
emploi  de  la  série  de  Fourier  pour  démontrer  ce  théorème 
bien  connu  :  «  Entre  toutes  les  figures  planes  isopérimétres ^ 
le  cercle  a  l'aire  maximum.  »  Nous  donnons  ici  cette  dcmons- 
tralion  très  simple  qui  suppose  seulement  la  possibilité  de 
développer  les  coordonnées  d'un  point  en  séries  trigonomé- 
triques»  hypothèse  de  même  ordre  que  celle,  faite  si  souvent 
implicitement»  qui  consiste  à  supposer  les  fonctions  déve- 
loppables  en  séries  de  Taylor. 

Soit  C  la  courbe  donnée^  s  son  arc  compté  à  partir  d'une 
origine  arbitraire  ;  l'unité  de  longueur  est  choisie  de  manière 
que  la  longueur  de  la  courbe  soit  2Tt.  Les  coordonnées  a:  et  y 
d'un  point  de  la  courbe  sont  des  fonctions  continues  de  5  ;  ce 
sont  des  fonctions  qui  admettent  la  période  2-k  et  que  nous 
supposerons  développables  en  séries  trigonométriques 


00 


X  =  ^  {ctn  ces  ns  -h  a'n  sin  ns)j 


0 

00 


y  =  ^  (6„  cos  ns  4-  h'n  sin  ns). 


0 
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et  la  courbe  a  pour  équalions 

ic  =  Oj  -1-  a,  cos  nj  —  6,  sin  m, 
y  =  d„  4-  A,  C08  ns  +  tt,  si'n  jw, 

d'où  l'oD  déduit 

{a,  -  a,y  +  (y  -  6,)>  -  aj  +  6Î  : 
c'est  biea  ['équation  d'un  cercle. 

Séries  de  polynôme» 

176.  Nous  avons  dit  qu'il  exisde  bien  d'autres  manières  de 
représenter  une  fonction.  Sans  vouloir  insister  longuement 
sur  ce  sujet,  nous  montrerons  que  les  polynômes  de  Legendre 
se  prêtent  fort  bien  à  la  représentation  d'une  fonction  quel- 
conque. Ce  sont  les  propriétés  IX,  établies  au  vk"  131,  que 
nous  utiliserons  ici,  savoir 


"-j.     (26) 


X,,X„rfa;  =  0      el  /         Xtdco 

Posons 

f{x)  =  A,X„  +  AiX,  4-  ...  +  A,X,  I-  ...  (27j 

Multipliant  les  deux  membres  di;  cette  égaillé  par  X^t/x  (>l 
intégrant  de  —  1  à+  l,nous  trouvons, à  cause  desideotilé3(26), 


■< 

lipliaat  par  ] 
e  les  mêmes 


na>)dx.  (28) 


De  même,  en  mullipliaat  par  "K-pdx  les  deux  membres  de 
(27),  et  intégrant  entre  les  mêmes  limites,  nous  trouvons 


(29) 
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géométrique,  et  même  à  des  polynômes  P^,,  P^,  ...  P^  quel- 
conques de  degrés  0,  I, ...  w  pour  lesquels  il  existe  une  fonc- 
tion f{x)  telle  que 


f{x)  "^m^ndx  =  0, 


toutes  les  fois  que  m  est  différent  de  ;a.  Nous  ne  suivrons  pas 
!*éininent  géomètre  dans  celte  étude;   il  nous  suflit  d'avoir 
laissé  entrevoir  au  lecteur  que  les  modes  de  représentation  des 
fonctions  sont  en  nombre  infini  et  qu'il  peut  parfois  y  avoir 
intérêt  à  ne  pas  rester  exclusivement  dans  le  domaine  de  la 
série  de  Taylor.  On  pourra  lire  aussi  avec  profit  un  Mémoire 
de   M.   Appell  «  Sur  une  classe  de   polynômes  »  {Annales 
de  l'Ecole  normale  1880).  D'ailleurs  ce  problème  a  été  récem- 
ment  l'objet  d'importants  travaux.   M.  Painlevé  (Comptes^ 
Itetidus  de  l'Académie  des  Sciences  1898  et  1899)  et  M.  Mittag- 
Leifler  (Acla  Maihemalica,  tome  24)  ont  étudié  la  représen- 
tation des  fonctions  analytiques  par  des  séries  de  polynômes; 
enfin  M.  Emile  Borel  {Leçons  sur  les  séries  divergentes j  1901) 
a  repris  le  même  problème  et  considéré  des  séries  de  poly- 
nômes représentant  des  fonctions  7ion  analytiques. 
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culaires  au  plan  desory  menées  par  les  points  de  Faire  A  ne 
rencontrent  S  qu'en  un  point.  L'axe  des  z  est  supposé  perpen- 
diculaire au  plan  des  xy. 

Pour  évaluer  le  volume  Y,  nous  prendrons  dans  A  un  petit 
élément  9|  do  surface  ;  cet  élément  peut  être  considéré  comme 
la  base  d^un  cylindre  parallèle  à  oz  et  limité  à  S.  Le  volume  V 
sera  la  somme  des  volumes  troncocylindriques  qui  ont  pour 
bases  tous  les  éléments  œj  de  Taire  A.  Evaluons  un  de  ces  vo- 
lumes :  soit  Mi  un  point  de  la  surface  S  projeté  en  un  point  de 
7i,  et  soit  ^i  sa  distance  au  plan  des  xy  ;  ce  volume  aura  sensi- 
blement pour  expression 


Si  maintenant  on  appelle  Zi  et  Z;  la  plus  petite  et  la 
grande  des  valeurs  de  (^  pour  l'élément  9^,  on  aura 


plus 


^i^i  <  <^»î»  <  ^iZi, 


et  Ton  pourra  afGrmer  que  l'erreur  commise  en  prenant  pour 
expression  du  volume  élémentaire  considéré  (rjC»  est  inférieur  à 

Le  volume  V  aura  pour  expression  approchée 


2»iîrf 


avec  une  erreur  inférieure  à 


2».<Zi  -  zd 
ou,  en  appelant  v^  la  plus  grande  des  diflérences  Z,  —  Zi,  k 

SœjIj  =  f^'St^i  =  A.tj. 

Si  Ton  suppose  que  l'aire  A  soit  décomposée  en  éléments  (Tj 
de  plus  en  plus  petits,  la  somme  S^i!;.  aura  pour  limite  le  vo^ 
lume  V  considéré^  Terreur  At^  tendant  vers  zéro.  On  aura  ainsi 


V  =  lîm  Sffiîi. 


:i) 


M 


% 


3 


Calcul  iRmurisiMAL 


1(3 
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180.  Débarrassées  de  toute  représentation  géométrique,  les 
considérations  précédentes  reviennent  à  ceci  :  soit  7  un  élé- 
ment d'une  aire  plane  A,  ;  l'ordonnée  (parallèle  à  oz)  d'an 
point  de  9,  la  somme 

SaÇ,  (2) 

étendue  à  tous  les  éléments  de  Taire  A,  a,  sous  certaines  condi- 
tions évidentes  de  continuité,  une  limite  que  nous  appellerons 
une  intégrale  double.  Nous  venons  de  parler  de  conditions  de 
continuité  ;  il  est  évident,  en  effet,  que  si,  pour  un  nombre 
infini  d'éléments  (r^,  V oscillation^  Zt  —  Zi^  que  nous  avons  ren- 
contrée dans  le  numéro  précédent,  ne  tendait  pas  vers  zéro  avec 
(Ti,  ou  si,  en  quelques  points,  cette  différence  était  infinie,  il  ne 
serait  plus  possible  d*af6rmer  que  Texpression  Ai)  tend  vers 
zéro  ni  que  la  somme  (2)  a  une  limite.  Nous  exclurons  de  notre 
analyse  ces  cas  de  discontinuité  et  nous  supposerons  que  les 
fonctions  considérées  par  nous  sont  intégrables.  S'il  nous  arrive 
d'admettre  des  fonctions  discontinues,  une  étude  spéciale  sera 
nécessaire. 

181.  Supposons  la  projection  nii  du  point  M{  définie  par  ses 
coordonnées  rectangulaires  xi,  yi\  Ci  sera  une  fonction  continue 
de  ces  coordonnées,  f[Xi,  t/i),  et  l'on  pourra  prendre  pour  élé- 
ment de  surface  9  un  rectangle  dont  les  côtés  seront  parallèles 
aux  axes  de  coordonnée.  Si  l'on  appelle  œj,^  yf,  les  coordonnées 
du  sommet  mk  de  ce  rectangle  opposé  à  mi.  Taire  9  aura  pour 
expression. 

(r*  —  Xi)  (yu  —  yd 

et  l'intégrale  sera  la  limite  de  Texpression 

^A^  yd  i^k  —  ^i)  (y*  —  yd  ; 
nous  la  désignerons  par  la  notation 

I  =  î>/l(a?,  y)dxdy.  (3) 

Mais  il  ne  faut  pas  quo  IVmploi  piématuré  de  la  notation 
différeulielle  introduire  do  Cunlusioa  :  les  Jeux  ditTéreatiLlles 
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dx  et  dy  sont  jusqu'à  présent  ioséparables  et  ne  Ogurent  que 
par  leur  produit. 

1 83.  Sî,  au  lieu  de  coordonnées  cartésieDoes,  nous  avions 
pris,  pour  déterminer  la  position  du  point  r/ii,  des  coordonnées 
polaires,  p^,  uij,  l'ordonnée  !^  aurait  été  une  fonction  ip(pi,  u),)des 
nouvelles  coordonnées,  l'élément  de  surface  aurait  eu  pour 
expression 

pi(p*  — p.)  (">*  —  ">;) 

et  rinl<5grale  aurait  eu  pour  valeur 

iim  S?(pi,U()pi(pA  —  p()  (o>A  —  Wi)  =  S(p(p,io)prfprfco         (4) 

Ici,  comme  dans  le  n"  précédent,  il  faut  donner  aux  deux 
coordonnées  une  succession  de  valeurs  telles  que  l'aire  A  soit 
entièrement  couverte  par  les  éléments  de  surface  3.  A  la  vérité, 
sur  les  contours  de  A,  il  arrivera  que  les  rectangles  m^k  àh- 
finis  au  n°  180  puissent  sortir  de  A,  ou  laisser  des  portions 


iaûniment  petites  de  A  en  dehors  de  la  somme  effectuée  ;  mais, 
à  la  limite,  ces  éléments  nt'gligés  ou  surabondants  disparaî- 
tront si  l'on  n'a  pas  alTatre  aux  fonclions  ou  aux  contours 
exceptionnels  que  nous  avon:!  exclus  de  notre  analyse. 

183.  L'évaluation  d'une  intéf/ralfi  double  se  ramène  à  celle 
de  deux  intégrales  ordinaires.  —  Nuua  nous  servirons  encore 
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tie  la  représentation  géométrique  pour  présenter  la  dëmons- 
tration  de  ce  thiktrème.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agis^H 
d'évaluer  l'intégrale  (3) 

d'après  la  définition,  nous  devons  considérer  le  rectangle 
mimi,  et  faire  correspondre  à  ce  rectangle  l'élément  d'intégrale 

A'^i.y,}  (a^.  -  ^i)  (y*  -  y,), 

puis  faire  la  somme  de  tous  ces  éléments  pour  tous  les  rec- 
tangles qui  remplissent  l'aire  A.  Supposons  d'abord  7i  et/, 
constants  et  faisons  varier  yi  depuis  t/  ^pm' jusqu'à^  =pif; 
la  somme  de  tous  les  éléments  d'intégrale  double  ainsi  obtenos 
aura  pour  limite,  par  définition, 

(Xt  —  Xi)  I     fiXi.y)dy       ou       dxf   1      f[Xi.y)dy. 

Si  maintenant  on  fait  varier  Xi  de  sa  valeur  minimum  a  à 
sa  valeur  minimum  b,  et  qu'on  elTectue  la  sommation,  oa 
aura 


=         dx  j     f{^. 


^f{'^,y)da>d!/ =   I     dx  I      f{^.y)dy. 


Il  est  clair  qu'en  appelant  c  el  d  lea  valeurs  minimum  el 
maximum  de  y,  et  jf,  af  les  deux  valeurs  limites  é»xqa\ 
correspondent  à  une  valeur  de  y,  on  trouverait  aussi  aisé- 
ment 


•  I  ''«  I  f-'-'j 


S/{x,y)dxdy  =   1     dy   j     f(Xty)dj!. 
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On  aurait  de  môme 


S^(pyff>)pdpdio 


=   /      d^    \     «.(,0, 


(7) 


(1> 


)prfp. 


1 84.  La  démonstration  qui  précède  suppose  essentiellement 
que  Taire  fermée  A  est  convexe.  Mais  le  cas  contraire  ne  peut 
présenter  aucune  difficullé;  par  exemple^si  le  contour  de  Taire  A 


offre  la  disposition  suivante,  à  toute  valeur  OP  de  Tabscisse 
comprise  entre  OA  et  OB,  correspondront  quatre  valeurs  y', 
y'>y^  y"  de  Tordonnée  (y' <y'<y'' <y%  et  dans  la  for- 
mole  (5)  il  faudra  remplacer  l'intégrale 


par  la  somme 


/f{^fy)^y> 

/f{x,y)dy  -h    /      f[x,y)dy. 


y  ^  y 

laut  que  x  sera  compris  entre  OA  et  OB. 


:  les  trois 
n  est 


V  =  i 

aleur  doni 
faudra  le  I 
}n  aura  do 
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or,  X  étant  considéré  comme  constante  dans  la  se 
grale,  on  a 

d'autre  part,  à  cause  de  l'équation  de  AB, 

Le  volume  V  se  ramène  donc  &  l'intégrale  simp 


180.  Comme  deuxième  exemple,  cherchons  à 
volume  qui  reste  lorsqu'on  enlève  du  volume  d'ui 
portion  comprise  à  l'inlérieur  de  deux  cylindres  di 
à  axes  parallèles,  tangents  entre  eux  le  loDg  d'un  < 
la  sphère  et  tangents  &  la  sphère. 


Nous  prendrons,  ce 
suivant  lequel  se  touci 
coordonnées  le  centi 
pour  base  dans  le  pla 
et  tangente  en  A  à 
plan  xoy  et  il  est  é\ 
volume  demandé  coo 
pliant  par  8  ce  volur 
En  désignant  par  ^  et 
(les  xy,  ox  étant  l'axe 
de  la  sphère  seront  x 


R  désignant  le  rayon 
Le  volume    à  i<va 
(formule  7)  * 


On  voit  en  effet  que, 
OM  =  p'  à  ON  =  R. 


/" 


d'autre  part 
On  a  donc 

V  = 
et  pour  le  volume  toi 


INTEGRALES    DOUBLES  249 

Il  est  remarquable   que    ce  volume  soit  indépendant  du 
nombre  ic. 


Théorèmes  sur  Tordre  des  Intégrations 


187.  Il  résulte  des  formules  (5)  et  (6),  comme  aussi  des  for- 
mules (7)  que,  si  Ton  a  à  efTeciuer  deux  intégrations  succes- 
sives, on  peut  intervertir  Vordre  des  intégrations  : 


dx   I      f(u\  y)dy  =1      dy   j       f{x.  y)dx 


(8) 


Les  deux  membres  sont  égaux  parce  qu'ils  représentent  tous 


les  deux  l'intégrale  double 


S/x,  y)dxdy 

étendue  à  Taire  A. 

Le  cas  que  nous  rencontrerons  le  plus  fréquemment  est  celui 
où  les  limites  y'  et  y"  sont  indépendantes  de  x,  les  limites 
sd  et  x'  étant  aussi  indépendantes  de  y,  la  formule  (8)  se 
simplifie  alors  et  devient 

dx   /     f{x,  y)dy  =    1     dy   1     fU,  y)dv  ;     (9) 

cette  formule  est  souvent  employée  sous  le  nom  de  formule 
d'intégration  sous  le  signet  .  Pour  comprendre  cette  déno- 
minatiouy  écrivons  a  au  lieu  de  x  et  soit,  pour  un  instant^ 


/'"• 


1=   /     r(^.y)dy. 


CHAPITRE    VI 


•r  membre  devieat  /     ^dx  ■  le  second  membre 


"'/' 


m  pourra  d'abord  intégrer  par  rapport  &  s  la  fonc- 
;ui  flgure  sous  le  signe  /  dont  la  valeur  est  I . 
narquer  que,  dans  la  démonstralioa  de  la  Tor- 
U8  avons  essentiellement  supposé  la  fonction  f{x,^\ 
DaCme  positive  ;  mais  celle  dernière  restriction  est 
inutile  et  tous    les    éléments    pourraient    être 


{u'à  présent  le  contour  qui  limite  l'aire  A  a  été 
)é  ;  nous  allons  voir  ce  qui  arrive  lorsqu'un  point 
on  du  contour  est  rejeté  à  l'iDGai.  Pour  préciser, 
ule  (f)),  supposons  d'abord  que  h  croisse  à  l'inlîni. 


/     «»;,!/)<*» 


est  que,  quel  que  soit  y. 


/ 


A-,  y)dx 


■opour  d  =  ce,  et  que,  dans  les  mêmes  conditions 

imite  bien  déterminée,  cette  limite  étant  une  fonc- 

ed'y. 

aute  (9)  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  Ar 
md  que  soit  h  ;  le  second  membre,  qui  est  l'ioté- 
Fonction  continue  d'^,  est  bien  déterminé,  mime 
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pour  b  =  oo  ;  il  en  est  donc  de  mi^me  pour  te  premier  qui  est 
constamment  égal  au  second,  et  Ton  a 


On  verrait  de  même  que 


rdx  j 


f(^,y)dy=   I       dy    \       f{:r,y)dx.    (11) 


a  ^  0  ^e  ^  a 


I80*  Les  formules  qui  ont  été  établies  dans  les  deux  numé- 
ros précédents  sont  parmi  les  plus  utiles  de  Tanalyse.  Il  en 
résulte  une  nouvelle  méthode  pour  le  calcul  des  intégrales 
définies.  De  plus  les  conditions  de  continuité  dans  lesquelles 
elles  ont  été  établies  étant  impératives,  si  l'on  constate^  dans 
certains  cas,  quune  des  égalités  (8)  à  (il)  est  remplacée  par 
une  inégalité,  on  pourra  afGrmer  que  cette  inégalité  tient  à  ce 
que  la  fonction  à  intégrer  est  devenue  infinie  dans  le  champ 
de  Tintégration. 

1 90.  C*est  ainsi  que  Gauss  a  démontré  le  théorème  fonda- 
mental de  Talgëbre  :  Toute  équation  algébrique  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires  a  au  moins  une  racine  réelle  ou  imagi^ 
naire. 

Soit  l'équation 

F(û7)  =  h^  4-  AjO?"»-»  +  ...  4-  A^'"-*  4-  ...  -i-  A«  =  0    (12) 

Désignons  par  p^  et  a^  le  module  et  l'argument  du  coefficient 
Aj,  et  soit 

X  =  p(co8  «  -h  »  sîn  w). 

L'équation  (12)  pourra  s'écrire 

« 

m 
f{a:)=  2  Pp?"^"^'  \  cos  [oLj,  H- (m— J9)w J  H-  isin  [a^, 4-  (m  — p)u)]  |  =  0 , 
0 


ou  encore 


'"  coa  (a,,  +  m<x 


D'après  les  propriél 
(12)  ne  pourra  Aire  véi 


ou,  ce  qui  revient  au 
quantités  sont  réelles, 


Or  la  quantité  P*  4- 
sances  différentes  et  f] 
do  la  quantité 


les  numérateurs  étant 
Si  l'on  peut  démon 
infinie,  le  théorème  s 
usage  de  la  remarque  ( 
que  les  deux  intégrale! 


f-fi 


prises  dans  un  champ 
même  valeur.  Les  lin 
une  valeur  sufQsamme 


^^^y^-^i-    -"  '      -     -L    »-■-,'  -    —     -y  p- 
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Calculons  d'abord 

*^0  ^0 


On  a  ^ 

àp~     F*  -+-  U'     • 

les  lignes  trigonométriques  qui  figurent  dans  P,  Qi  r-  et  ^ 

prenant  la  même  valeur  pour  o)  =  0  et  pour  b>  =  2ic  ;  il  en 
résulte 


K]=«- 


quel  que  soit  p,  et  par  suite 


4€"=» 


Calculons  maintenant 


On  a 


0  ^  -  p  ^?       * 


les  termes  non  écrits  dans  la  dernière  fraction  sont,  en  p,  de 
degré  inférieur  à  2m.  On  sait  que,  pour  p  infini,  la  fraction 
a  pour  limite  —  m  ;  on  peut  donc  trouver  une  valeur  R  de  p 
assez  grande  pour  que  la  fraction  diffère  de  sa  limite  d'une 


quantité  moindre  que  tout 
choisirons  cette  valeur  pour  li 
lion  par  rapport  à  i  :  conimi 


on  a,  toujours  pour  p  =  0, 


[S]> 


r,  étant  une  fonction  de  m  ccrti 
absolue.  Par  suite 


J     '  "l'^Jo 


Mais  il  résulte  du  premier  I 
a  évidemment 


s    pouvant  être  pris   aussi 

/Au  [— Ldiffèrc  peu  de 

par  conséquent,  n'est  pas  éga 

di5montre  le  théorème.  II  en  i 
plu^iiui-s  valeurs,  d'ailleurs  i 
et  par  Siiilc  F(.r)  est  nulle. 
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toi.  L'emploi  des  intégrales  doubles  va  encore  no 
nir  la  démonslratioa  la  plus  simple  de  l'importaote  fort 
du  chapitre  IV  que  doub  avons  établie  assez  pénible 
n"  159. 

L'inttïgrale  £ulérienne  de  deuxième  espèce  devical 
pose  X  ^  y*, 


r(P) 


Multiplions  les  deux  membres  par  2. 
ifrona  entre  zéro  et  l'ioBni  ;  il  vient 


les  deux  membres  par  2x-^-'e-^^dx, 
o  et  l'ioBni  ;  il  vient 

r(p)T(q)  =  i   I      x'^-'e-'^dx  f      y'»'-'c-»'dy 

ce  que  nous  pouvons  écrire 

r(p)  r(q)  =  4Sï'*  -  'y»P-  'e-  {•*  +  ï»)  dxdy, 

le  champ  de  l'iniégration  étant  toute  la  portion  du  [ 
ry  comprise  dans  l'angle  xot/.  Introduisons  maînten 
coordoaoées  polaires  par  les  formules 

ar  =  p  C09  o>,       y  =  p  8in  <■>. 
dxdif  =:  (idadi»  ; 

la  formule  précédente  deviendra 

r(p)  r{q)  =î  *Sp?  +  ï- ' sÎQ*»- 'w  coa»»"  'ow-frfprfw 

Four  couvrir  tout  le  champ  de  l'intégration,  il  faud 

varier  p  de  0  à  oo  et  u  de  0  &  a;  on  pourra  donc  écrire 


'■(p)  ni)  - 


./o  *^0 
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La  dernière  inU^grale  a^  d*après  ce  qui  précède,  pour  valeur 
2  ^(P  +  9)  î  ^^  *  ^^^^  enfin 


\  I     si 


D«Î-«W  COS«^~*wrfj^  =  ^^^^^^  (13) 


Le  premier  membre  représente  (n^  15S,  form.  41  bis)  ^{p^q)> 
On  retrouve  ainsi  Tégalité 

19!2.  A  la  vérité,  la  démonstration  précédente  laisse  à  dé- 
sirer, au  point  de  vue  de  la  rigueur,  parce  que  nous  avons 
raisonné  comme  si  le  champ  de  Tintégration  était  fini.  Mais,  en 
remarquant  que  les  quantités  sur  lesquelles  porte  l'intégration, 
.r«?-«e-'^  ySp-^e-v»,  pî»  +  «-*sîn«?-*tD  cos*^-*<i>c-P»,  tendent 
toutes  très  rapidement  vers  zéro  pour  x,y  ou  p  infinies,  le  lec- 
teur admettra,  sans  que  nous  insistions  autrement,  que  dans 
l'exemple  actuel,  il  n*y  a  pas  eu  inconvénient  à  étendre  à 
TinGni  les  limites  du  champ  d*intégration.  Il  en  sera  de  même 
dans  plusieurs  des  exemples  suivants  ;  nous  reviendrons 
d'ailleurs  sur  ce  sujet,  (pP  199). 

Nous  allons  encore  faire  quelques  applications  ;  nous  obtien- 
drons ainsi  soit  de  nouvelles  intégrales,  soit  des  résultats 
déjà  obtenus  par  d'autres  méthodes. 


t.  Soit  1=    /      e-^ 
J  0 


193.  Soit  I  =   /      e—'^dx.  Multiplions  les  deux  membres 

0 
de  celte  égalité  ^dxe-'J^dy  et  intégrons  de  0  à  00  ;  nous  obtenons 

r' 

y^djf  I       e-^dx 
y^dxdy, 
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OU  y  en  opérant  comme  au  n^  191, 


Les  intégrations  peuvent  maintenant  être  effectuées  et  l'on 
trouve 


1C 


12=   f      ,-i  aw  —  ^, 


1  _  v{];!' 

2 


ce  qui  est  le  résultat  connu. 
194.  Considérons  Tégalité 


a*  -H  6*  • 


qui  s'obtient  en  intégrant  deux  fois  le  premier  membre  par 
parties,  sous  la  condition  a  >  0.  En  intégrant  les  deux 
membres  de  cette  égalité  par  rapport  à  a  entre  les  limites  a  et 
p  et  effectuant  pour  le  premier  membre  l'intégration  sous  le 

signe  f ,  on  trouve 


►30 

e 

0? 


sm  bxdx  =  arctg  Ç  —  arclg  r  ; 


0 


faisons  croître  p  à  TinCni  et  tendre  a  vers  zéro.  Nous  obtenons 
la  formule  connue  (n^  70) 


sin  bv   ,         it 

0 
Calccl  nnsatoiuxL  17 


.^  -  — -n- 
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q 

à  condition    que  b  soit  positif  ;  sans  quoi  arctg  t   tendrait 
vers  —  K , 


19o.  Soit  encore  à  évaluer  Tintègrale 


' -^ dx,  (U) 


a  et  p  étant  deux  nombres  positifs.  Nous  nous  appuierons  sur 
C3  que  Ton  a  évidemment 


-r 


'-=   I      c-vdy.  (15) 


ce  qui  permet  d'écrire  ainsi  l'égalité  (14) 


I 


=   /         (e-«*— e-P*)    /     e-'^ydij  Ulx. 


Le  facteur  e~"*  —  e"?"",  iadépeadant  de  la  variable  y,  peut 
être  introduit  sous  le  second  signe  /  :  intervertissant  alors 
l'ordre  des  intégrations,  nous  trouvons  successivement 

1=  /     dy  l      [e-(«+y)*_tf-(P+y)a;],^^ 


dy  t    [e- 

^0 


"  Ci^ —\^y 


0 
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lOO*  Nous  établirons  enfin  deux  intégrales  célèbres,  ren- 
<;onirées  par  Fresnel  dans  l'étude  de  la  diffraction. 


I 


» 


COS  ^'«^0?, 


0 


J  =    1      sin  ix^dXn 

0 


Posons  0?*  =  y  ;  elles  deviennent 


I 


Mais  on  a  (n°  75) 


l/f/  V^TI     f 


(10) 


«yo 


On  en  déduit 


6  .  *^y  COS  yrfa, 


ou,  en  intervertissant  Tordre  des  intégrations, 


da   I      e     ^y  ces  ydy. 

«^0  «^0 


La  dernière  intégration  peut  maintenant  s'eiÎQCtuer;  il  suffit 
d'intégrer  deux  fois  par  parties  pour  obtenir  la  valeur 


e     ^'^  ces  f/dtj  =  -r 


a' 


-ha^ 
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La  méthode  de  décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en 
fractions  simples  montre  que 

a  a 


fl«  2/2  ,  2v/2 


1  -i-  a*       a«  -+-  a  v^2  -f-  1       a*  —  a  v^2  -h  T 
On  peut  de  nouveau  intégrer  par  rapport  à  a  et  Ton  trouve 


1=  /      cosœ''dx  =  ^.  (17) 

0 


On  trouverait  de  même 


=   /      8În  o^'^dx  =  -^^ 


(18) 


Le  lecteur  remarquera  les  formules  (15)  et  (1 6)  qui  permettent 

il 

de  remplacer  -  ou  -p  par  des  intégrales  définies  ;  c'est  un  des 

procédés  de  transformation  les  plus  féconds. 

Nous  ajouterons  que,  si  la  formule  (16)  n'avait  pas  été 
expressément  établie  en  supposant  réelles  ;  les  quantités  qui  y 
figurent  et  s'il  avait  été  permis  d  y  faire  y  =  i  ==  v^  —  1,  celte 
formule  aurait  donné  immédiatement  les  intégrales  cherchées. 

\ln  effet,  on  obtiendrait  ainsi 


e         aa  -.    2-^/,-  2      ^3    ' 

comme  e""^^'=cos  a^^i  sin  a^,  il  suffit  de  séparer,  dans 
la  formule  précédente,  les  parties  réelles  des  parties  imagi- 
naires pour  retrouver  les  formules  (17)  et  (18). 


CVt«* 
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Du  changement  de  variables  dans  les  intégrales 

doubles 


flOY.  Nous  avons  déjà  vu  que,  dans  la  transformation 
des  coordonnées  cartésiennes  en  coordonnées  polaires,  l'in- 


tégrale 


se  transforme  en 


S/(a?,  li)do:dtj. 


S/'(p  ces  (i>,  p  sin  u))prfpc?u>. 


(19) 


Les  considérations  géométriques  qui  nous  ont  servi  à  établir 
cette  transformation  peuvent  être  employées  quelles  que  soient 
les  coordonnées,  car  il  suffit  d'évaluer  dans  ces  nouvelles  coor- 
données Télément  de  surface. 

Soient 

les  formules  qui  relient  les  coordonnées  cartésiennes,  suppo- 
sées rectangulaires,  aux  nouvelles  coordonnées  {u,  v).  Appe- 
lons Xf  y  les  coordonnées  d'un  point  M  du  plan  situé  à  l'inter- 
section des  courbes  u  =  c*°,  v  =  c*°  ;  x  -h  dx,  ij  -^  dy  les  coor- 
données d'un  point  M' infiniment  voisin  sur  la  courbe  u  =  c^^  ; 
a;  4-  007,  y  -f-  oy  celles  du  point  M'  de  la  courbe  v  =  c^*  infini- 
ment voisin  de  M*  On  sait  que  Taire  du  parallélograme  infini- 
ment pelit  qui  a  pour  sommets  M,  M'  et  M"  a  pour  expression 
le  module  du  déterminant 


.V                 y 

X  -{-  dœ      y  -h  dy 

a?  -H  00?      y  -^  ^y 

1 

i 
! 

c'cst-d-dire 

d.c^ij  —  oo:dtj 

• 

Sur  la  courbe  u 

=  c^*,  on  a 

î^» 


dx  =  ^  dv,      dy  =z-ï  dv; 


,.1. 


^v 


^v 
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sur  la  courbe  v  =  c'=, 

Si  donc  on  désigne  par  |  J  |    1 
riables  x  et  ^  par  rapport  &  u  et 


l'aire  du  parallélogramme  inflnir 
sien  I  J  I  (^»  dv,  et  l'intégrale  do 
la  suivante 

108.  Nous  allons  établir  la  mt 
quer  des  considérations  géom«!tr 
ainsi  étendue,  au  cas  d'un  nom 
Nous  supposerons  essentiellemei 
de  X,  y  correspond  un  seul  syst 
proquement;  de  plus  le  jacobien 
s'annule  pas  dans  le  champ  de  1 

L'intégrale  (ly)peut  s'écrire, 


/•/ 


en  n'écrivant  pas  les  limites,  poi 
première  intégration  àelTectueri 
variable  est  x.  Remplaçons-la  p 
cbangement  de  variables  ordiu 
devient 


/<./.[,( 
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la  substiiuUoa  étant  définie  par  les  formules  (20)  dans 
quelles  il  faut  supposer  y  cooslaate,  ce  qui  permet  de  c 
dérer  t;  comme  une  fouctiou  de  u  déQnie  par  la  deuit 
équation  (20).  La  première  équation  (20)  donne 


cl  la  deuxième 

o  =  '-+  +  *i 

on  en  lire 

dx       3 

Notre  intégrale  peut  ainsi  s'écrire 


Dans  celte  dernière  intégration,  il  faut  commencer  par 
poser  «  constant  ;  on  peut  alors  remplacer  y  par  v  a  l'ait 
la  seule  formule 

y  =  ^u,v). 

C'est  de  nouveau  un  simple  échange  de  deux  variables 
■doit  être  remplacée  par  ^  dv  et  l'intégrale  devient 


=  S/-[«(m,i.),  i^u,»)]  Jdude. 
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ce  qui  est  bien  la  forme  (21),  avec  cette  différence  cependant 
que  nous  obtenons  J  au  lieu  de  |  J  |  .  La  raison  de  celte  dif- 
férence  est  que,  dans  le  n*"  précédent,  du  et  dv  étaient  essen- 
tiellement positifs  ;  ici  l'égalité 

di/  =  -î-  dv, 

par  exemple^  peut  faire  correspondre  à  un  accroissement  posi- 
tif de  la  variable  y  un  accroissement  négatif  pour  v.  La  règle 
à  suivre  est  facile  à  établir  :  supposons  en  effet  que /l[j??,y)^l. 
L'identité  obtenue  se  réduit  à 

Sc?.f  dy  =  SJdu  dv 

Le  premier  membre  étant  essentiellement  positif,  il  doit  en 
ôtre  de  même  du  second  ;  le  produit  Jâ^ti  dv  doit  donc  toujours 
être  pris  avec  le  signe  pltis. 

La  démonstration  précédente  pourrait  laisser  un  doute  dans 

l'esprit  du  lecteur  à  cause  du  facteur  ^  qui  y  a  été  introduit  et 

qui  pourrait  s*annuler  en  quelques  points  ;  mais  il  est  clair  que 
le  changement  de  variables  pourrait  être  dirigé  de  manière  à 

remplacer  x  par  v,  ce  qui  introduirait  la  dérivée  ^|.  Lejaco- 

bien  étant  supposé  différent  de  zéro,  Tune  ou  Tautre  de  ces 
dérivées  sera,  pour  un  point  donné,  différente  de  zéro,  et  la 
démonstration  pourra  toujours  être  faite. 


Des  disconliiiiiités  el  des  champs  Infinis 


190.  La  fonction  à  intégrer  peut  devenir  inCnie  en  un 

i 

j)oint  (par  exemple  :;x-Tr57:i  à  l'origine)  ou  en  tous  les  points 

1 

d'une  ligne  (par  exemple     __     le  long  de  la  droite  x  =y).Le 

champ  de  l'intégration  peut  lui-même  être  infini,  comme  nous 
en  avons  rencontré  des  exemples.  Tout  ce  qui  précède  n'a 
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alors  de  sens  que  si  les  diverses  intégrales  que  nous  avons 
rencontrées  ont  des  limites  bien  déterminées  et  indépendantes 
de  la  manière  dont  le  champ  devient  infini  ou  du  chemin  suivi 
par  le  point  (x^y)  en  convergeant  vers  le  point  de  discontinuité. 
Or  il  n*y  a  aucune  raison  pour  qu*il  en  soit  ainsi  en  généra). 
Pour  préciser  ce  point  au  moins  par  un  exemple,  considérons 
1* intégrale^  envisagée  par  Cayley, 

S  sin  (cc^  -4-  y')7  (23) 

élendue  au  champ  infini  compris  dans  l'angle  xoy  :  si  Ton 
exprime  Taire  d  par  des  coordonnées  rectilignes,  on  pourra 
45crire  l'intégrale  (23) 


I       dx  I       sin  (o)'-  H-  ij-)(fij 


/>»  />00  /'MC  ."»y5 

/       sin  a:^d.v   1       cos  y^dt/  -+-    /       cos  .v'-d^r  j       sin  y-dy. 

*/o  •yo  ^0  ^0 


Les  diiTéren(s  intégrales  qui  figurent  dans  cette  somnie  ont 

TZ 

été  calculées  (formules  17  et  18)  ;  la  somme  a  pour  valeur  j. 

Employons  maintenant  des  coordonnées  polaires;  Tintégrale 
(23)  peut  s'écrire 


'     dio    j       sin  p-.c 

0  t/  0 


S  sin  p*,pû?pc?u)  =   I     dio    j      sin  o-,zdp 

0         ^  0 


TZ 


=  J  (1  -.  cos  00  )  ; 

cette  expression  est  entièrement  indéterminée.  La  difîérenco 
des  résultats  obtenus  tient  à  ce  que,  dans  la  somme 

S  sin  (a?*  "h  y*), 

Cgurent  une  infinité  d'éléments  qui,  pour  x,  y  ou  p  infinies. 
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prennent  des  signes  quelconques  et  se  groupent  d^une  manière 
absolument  arbitraire. 

Il  est  impossible  de  formuler  aucune  règle  générale.  Mais 
voici  deux  résultats  particuliers,  analogues  à  ceux  établis  pour 
les  intégrales  simples,  et  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

900.  Si,  à  r extérieur  d'un  cercle  de  rayon  Rj  le  module  de 

f  (ar,  y)  demeure  inférieur  à  ^p""  *,  A  étant  un  nombre  fixe  et  x 
étant  supérieur  à  2,  l'intégrale 

m 

a  un  sens  bien  déterminé, 

La  partie  I^  de  I  qui  correspond  aux  parties  intérieures  à  tout 
cercle  de  rayon  fini,  est  finie  et  déterminée  par  hypothèse.  A 
l'extérieur,  écrivons  le  reste  de  l'intégrale 


^=  I      rfio   /      f{^v,y)pdp; 


"o  ^  Po 


En  vertu  des  hypothèses  faites,  on  aura,  pour  toute  région 
extérieure  au  cercle  de  rayon  R, 


Po 

ou 


Or  on  peut  prendre  p^  et  p^  assez  grands  pour  que  les  deux 
fractions  précédentes  soient  inférieures  à  tout  nombre  e  Bx^ 
d'avance  ;  on  aura  donc,  a  fortiori 


mit     "■"*•     «* 
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Lia  quantité  1^  tendant  vers  zéro,  f^  a  une  limite  bien  déter- 
minée, ce  qui  démontre  le  théorème. 

SOi«  Si  une  fonction  /(x,  y)  est  infinie  au  point  AIj  mais  si 
pozir  tout  point  à  IHiUérieur  cCun  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  M  et  pour  rayon  B,  on  a 

.  (A  constante 

mod.  f{x,y)<:-z,         ^a  <  2 

^  (  p  distance  au  point  M, 

r  intégrale  sera  encore  bien  déterminée. 

Il  suffit  évidemment  de  considérer  la  partie  de  la  somme  S 
qui  correspond  à  l'intérieur  du  cercle  ;  cette  partie  peut  s'écrira 


I       oTto    /     /"(.r,  y)odo. 


0 

Elle  est  inférieure  en  valeur  absolue  à  la  quantité 


qui  est  finie.  L'intt»grale  I  est  donc  finie, 

20S.  Supposons  enlin  qu'il  y  ait  une  ligne  de  discontinuité 
L  et  qoe  l'on  puisse  tracer  deux  lignes  parallèles  L,  et  L^ 
romprenKnt  L  et  telles  que  pour  tout  point  du  plan  compris 
entre  les  deux  lignes  on  ait 

mod. /"(.r,  y)<— , 

xr 

i^  étant  la  distance  du  point  (:r,  y)  à  la  ligne  L,  A  une  constante 
et  a  un  nombre  inférieur  à  un.  Je  dis  que  Tintégrale  double 
(19)  aura  encore  une  valeur  finie  pour  tout  champ  fini  traversé 
ou  bordé  par  la  ligne  L. 


"S^TTïT^' 
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En  effet,  prenons  comme  coordonnées  la  longueur  OP  =  cde 
la  ligne  L  comptée  à  partir  d*un  point  0  de  cette  ligne  et  la 


'FiG.  20 

distance  PM  =  w  du  point  M(.r,  y)  à  la  ligne  L,   L'intogralc 
double  à  effectuer  est 

S/(ar,  //)  I  J  I  dudv^ 

et,  pour  toute  la  portion  du  champ  comprise  entre  Li  et  L.  M 
partie  correspondante  de  l'intégrale  sera  inférieure  à 


I  J  I  dudv. 


(2i; 


Calculons  |  J  |  ;  la  courbe  L  a  pour  équation 


(25) 


Nous  supposons  qu'elle  ne  présente  aucune  singularité  dans 
le  champ  de  Tintégration.  La  normale  en  un  point  aura  pour 
équation  (tome  1,  n^  288) 


X  00 


_  *-.'/_ 


u 


—  »'(r)       v''6.'*(r)  -1-  •y*'» 


(20) 


le  troisième  rapport  étant  écrit  en  remarquant  que,  en  verlu 
de  la  définition  de  u,  on  a 


M  =~- 1  (X  -  o:f  -h  (Y  -  yf. 
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Les  Tormules  de  transformation  sont  donc. 


V  ?  '  -4-  'î'  - 

nous  n'avons  pas  vcrit  ta  variable  v,  dont  dépendent  exclu- 
sivement e,  ^,  f',  -y,  pour  simplifier  l'écrilure.  Le  jacobien  J  a 
pour  expression 

?"  •+■  ■}'"  —  i'W-?'  riî^i^j 

et  l'intégrale  double  (24)  devient 

En  etTectuant  la  dernière  intt>gration,  on  trouve 

et  cette  expression  demeure  finie,  quelque  petits  que  soient  »« 
el  «i  parce  que  *  <  I  ;  appeïons-la  V.  Il  reste  à  calculer 


A    P-Ji^^ 


quantité  évidemment  finie  ;  car  o'  et  4<'  ne  peuvent  s'annuler  «a 
même  temps.  La  proposition  est  donc  établie. 

203.  Si  la  fonction  à  intégrer  contient  un  paramètre  arbi- 
traire, on  pourra  encore,  comme  pour  les  intégrales  simples, 


et  sous  les  mêmes  conditi 
rentier  sous  le  signe  S,  c'i 


/ 


Inlégri 


204.  On  est  souvent  c( 
autre  espèce  d'intégrales  c 
ques  mots  et  qu'on  peut  c 
des  intégrales  curviligne: 
seront  nécessaires.  Consi 
n"  178,  une  portion  de  t 
et  telle  que  toute  parallèl 
point;  soit  encore  r  la  pro 


l'équation  de  la  surface  (S 
Nous  supposerons  que  I 
c'est-à-dire  que,  si,  pouru 
deux  insectes  placés  pieds 
de  part  et  d'autre  de  la  s 
passer  par  les  bords,  quel(j 


{')  Il  existe  des  surfaces  qui 
est  représeatéc  ci -dessous  et  i 


bande  de  papier  :  il  suffit  de  re 


La  demi-normale  issue  d'un  point  M  de  (S),  une  fois  fixée, 
le  côté  vers  lequel  on  la  mène,  ne  pourra  jamais  venir  coïnei- 
■ûer  avec  la  demi-normale  opposée,  quelque  chemin  que  par- 
coure le  point  M.  MenoQs  la  d'abord  du  cùlô  où  elle  fait  avec 
les  z  positifs  un  angle  aigu,  et  soit  f  cet  angle.  En  vertu  de  nos 
hypothèses,  pour  tous  les  points  de  (S),  cet  angle  demeurera 
aigu,  et  l'on  aura  partout,  en  désignant  par  da  un  élément  de 
la  surface  (S) 

dx  dij  =  rfj  cos  -y  (27) 

en  grandeur  et  en  signe.  On  aura  donc  aussi 

Sf(«,y,î)  àx  dy  =:  Stj(j;,y,3)rfiï  cos  f,  (28) 

z  ayant  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la  surface  (S). 

A  l'intégrale  précédente,  ou  peut  attacher  une  intégrale 
ëgale  et  de  signe  contraire  ;  c'est  celle  pour  laquelle  en  chaque 
point  de  (S)  on  considérerait,  au  lieu  de  la  demi-normale  en- 
visagée, celle  qui  lui  est  directement  opposée.  L'angle  y,  de 
«elle  demi-normale  avec  oz  serait  obtus,  et  cos  7,  serait  négatif. 

305.  Considérons  maintenant  une  surface  fermée  convexe, 
de  la  forme  d'un  ellipsoïde  par  exemple.  La  courbe  de  contact 
du  cylindre  circonscrit  parallèle  à  os  partage  la  surface  en  deux 
parties  (S,)  et  (S,).  Sur  Tune,  (S,),  \&  Aetai-novmtAe extérieure 
fait  avec  os  un  angle  aJgu;  sur  (S,)  l'angle  deo-  avec  la  demi- 
normale  extérieure  est  obtus.  L'intégrale  double 

S(B)ç(.ï-,i/.s)rf'cos-f 


cliaut  les  bords  exlrâmes,  la  face  externe  d'un  bord  coïncide  avec  la  fuce 
interne  de  l'aalre.  Le  lecteur  verra  fucilemeot  qu'en  parlant  du  point 
visible  A  et  se  tenant  par  eiemple  à  csalc  distance  des  deux  bords,  le 
ctiemia  viendra,  après  avoir  disparu  quelque  temps,  reparaître  en  B,  C 
pais  D  pour  finalement  revenir  en  A,  mais  du  cûté  invisible  :  on  a  donc 
passé  de  la  partie  visible  en  A  à  la  partie  invisible  sans  avoir  jamais 
cbangé  décote. 
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étendue  à  toute  la  surface  (S)  se  compose  donc  de  deux  parties  : 
Tune,  que  nous  désignerons  par  la  notation 

S{i,)?(^,y,*K^  cos  Y, 
pour  laquelle  Télément  d^  cos  y  ^^t  toujours  positif,  Tautre 

S{Si)<?(a?,y,;y)c?<r  cos  y- 

qui  correspond  aux  éléments  négatifs.  En  d'autres  termes^  en 
revenant  à  Texpression  cartésienne  des  différentielles  (suppo- 
sées essentiellement  positives),  on  aura 

• 

^{^n[oo^j.z)d^  cos  Y=  S(s,)îp(a?,y,;î)ctoc?y--  S(sj)(ï>(/î?,y,^)cto  dy.  (29) 

Le  premier  membre  de  cette  égalité,  que  nous  appellerons 
l'intégrale  double  prise  du  côté  extérieur  de  la  surface^  repré- 
sente donc  d'une  manière  concise  une  différence  de  deux  mlé- 

M 

grales  doubles.  Nous  admettrons  encore  qu'on  peut  représenter 
la  même  quantité  par  la  notation 

S(s)«(a?,y,«)c?a7  dy  ;  (30) 

mais  cette  fois  les  différentielles  dx,  dy  pourront  être  néga- 
tives. Avec  la  même  extension  nous  emploierons  encore  la 
notation 


/    /  ?(^»y»- 


)dx  dy,  (31) 


206.  Supposons  par  exemple  que  ^(x^yfZ)  se  réduit  à  z.  La 
formule  (29)  devient 

S(s)zd<j  cos  Y  =  S(sj)^cte  dy  —  S{Si)zdx  dy,  (32) 

Mais  S(g,)  représente  le  volume  compris  entre  la  surface  (S,),  le 
plan  des  xy  et  le  cylindre  circonscrit  à  (S)  parallèlement  à  o^; 
le  deuxième  terme  du  second  membre,  dans  Tégalité  (32), 
représente  un  volume  analogue  limité  à  (Sa).  La  différence  de 


^•?r 


•» —  >' 
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ces  deux  volumes  n'est  autre  chose  que  le  volume  intérieur  à 
la  surface  (S)  ;  Ton  a  donc  par  une  expression  unique  et  très 
simple 

V  =  volume  de  (S)  =  Szd<j  cos  7. 

Ainsi  considérons  un  hémisphère  ayant  son  centre  à  Torigine 
et  pour  rayon  R.  Nous  déterminerons  un  point  de  la  surfaco 
par  Fangle  y,  et  par  l'angle  ^  que  fait  le  plan  qui  contient  le 
point  et  Taxe  oz  avec  le  plan  zox.  On  a  alors 


.c:  :=^  R  cos  Y        d7  =  Rc?yR  sin  ^.d'i^ 


d'où 


^0 


d^'j     sin  Y  C08^Y<^?Y 
0  «A 


2 
3y  -h  sin  y)c?y  =5  ^R^. 


20Y«  On  pourrait  de  même  considérer  des  intégrales  de 
surface 

/      /  ^K^^Uyzyhdx,        I     I  x{x,tj,z)dydz, 
étendues  à  toute  la  surface  qui  a  pour  équation 

ou  mieux 

^^yy,z)  =  0. 

Enfin  l'on  rencontre  souvent  dans  la  physique  mathématique 
des  expressions  telles  que 

/     /   \'^{^*y%^)dxdy  H-  ^pti^y,  z)dzdx  -i-  '^{x,yyZ)dydz\    (33) 

GaLCOL  IXPnUTBglHAL  18 
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OÙ  Ggurent  trois  intégrales  de  surfaces,  et  qui  sont  elles-] 
des  intégrales  de  surface. 

En  désignant  par  a,  p,  y  les  angles  que  fait  la  demi-normale 
extérieure  avec  les  axes  de  coordonnées,  on  peut  encore  écrire 
une  pareille  intégrale 


// 


(/  cos  a  -+-  4^  ces  p  -h  ç  ces  '^)d<j. 


M.  Emile  Picard  a  étudié  ces  nouvelles  intégrales  et  notao>- 
ment  a  donné  la  condition 

'±^^^^^  =  0,  (34) 

pour  qu'elles  ne  dépendent  qne  du  contour  G. 

On  démontre  alors  que  q,  ^,  ^  peuvent  ôtre  mises  sous  la 
forme 

î)« ^P  .  ôy         6a  ôP         î>Y 

Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  des  démonstrations. 
Nous  n'aurons  d'ailleurs  à  considérer  que  des  intégrales  rem- 
plissant ces  conditions,  car  ce  sont  celles  que  Ton  rencontre  le 
plus  fréquemment  eu  physique  mathématique. 


Transformations  d^intéffrales  de  surface 
en  Intégrales  curvIUgnes 

208.  Démontrons  d'abord  une  formule  d'un  usage  fréqveaf, 
et  qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  formule  de  Green  sur 
laquelle  nous  reviendrons  plus  loin. 

Soient  F  et  Q  deux  fonctions  d'or  et  d'y  ccmti&ues  et  uni- 
formes dans  une  aire  plane  ;  soit 


j   J    Uy       t>œ) 


\ 


dxdy 


r 
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une  intégrnle  double  étenduB  à  cette  aire,  et  soit  C  la  courbe 
fermée  qui  entoure  celte  aire.  On  a,  en  supposant  yt  <  y,. 


~  rfy  =  P{œ,y,)  —  Pia^yP^) 


De  même 


l^dx  =  Q(a?„y)  —  Q(a?,,y) 


â?i 


avec  j?i  <  a?,. 
Donc 


=  /     [^(^fVÙ  -  P(^»yi)]  dx-  I     [0(a?„f/)  -  Q{o^,iy)]  dy. 


I 

a 


MaÎ8«  si  Ton  tourne  dans  le  sens  trigonométrique  sur  le 
contour  C,  on  a  pour  valeur  des  intégrales  curvilignes  sui- 
vjinies  : 


[P(/r,yO  -  V(x,fj,)]  dm 


y)  —  Q{-^ry)]dy. 


La  valeur  de  I  est  donc  donnée  par  la  formule 


J   J    Uy       ^x) 


dxdy  =  -'   I    {^dx-{-^dy)    (35) 


c 


Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  établir  et  qui  trans- 
forme une  intégrale  double  en  une  intégrale  curviligne.  En 


^sv 
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réalité,  elle  suppose  que  le  contour  C  n'est  rencontré  par  des 
parallèles  aux  axes  qu'en  deux  points  ;  mais  il  est  facile  de 
montrer  qu'elle  subsiste  dans  tous  les  cas. 

Soit»  par  exemple  la  courbe,  ci-contre  ;  il  sufGt  de  la  découper 
par  des  droites  ou  courbes  telles  que  AB,  BG,  DE  pour  que 


y 


o*- 
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dans  chaque  aire  partielle  la  condition  précédente  soit  réalisée. 

L'intégrale  double  sera  la  somme  d^intégrales  étendues  à 

chacune  des  aires  et,  d'après  la  formule  (35),  aura  pour  valeur 

^  ABMA       ^  ACBA  *^  AB        ^^  BMA       ^  ACÎB       ^  BX 

La  première  et  la  quatrième  se  détruisent  :  il  ne  reste  finale- 
ment que 


-   /    {Pdœ^Qdy). 


Nous  pouvons  remarquer  en  passant  que  la  formule  f3o) 
permet  de  retrouver  un  résultat  établi  n<*  100.  Pour  que  l'in- 
tégrale curviligne 


I  (Pd^ 


dy  -r  {idij) 


^  r. 
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soit  nulle  sur  tout  contour  C,  il  faut  et  il  suffit  que  le  premier 
membre  de  Téquation  (35)  soit  nul  en  tout  point  pris  à  Tinté- 
rieur  du  contour,  c*est-à-dire  que  l'on  ait 

i^y        dx  ' 

!SM>9.  La  formule  s'étend  aisément  a  une  portion  de 
surface  courbe  quelconque  limitée  par  un  contour  curvi- 
ligne C.  Désignons  en  effet  par  Tindication  du  chemin  entre 


parenthèses  l'intégrale  curviligne  (  {Pdu  -\-  Qdv)  prise  le  long 

de  ce  chemin  ;  on  a,  en  parcourant  toujours  les  aiies  dans  le 
même  sens^ 

(ABCD)  :^-  (ABCA)  +  (ACDA). 
car 

(ABCA)  =  (ABC)  -h  (CA) 
(ACDA)  =-.  (AC)  4-  (CDA), 

et 

(AC)  -h  (CA)  =  0. 

On  pourra  ainsi  découper  l'aire  par  autant  de  courbes  inter- 
médiaires que  Ton  voudra.  Supposons  maintenant  que  le 
réseau  {u^v)  découpe  sur  la  surface  un  quadrillage  analogue 
à  celui  des  coordonnées  rectilignes  dans  le  plan,  et  que  ce 
quadrillage  soit  assez  serré  pour  que  chaque  quadrilatère 
puisse  être  assimilé  à  un  quadrilatère  plan.  On  aura  pour 
chaque  quadrilatère,  dont  nous  désignerons  le  contour  par  y> 


i\ 


278  CHAPITRE   VI 

rinté^rale  double  étant  étendue  à  l*âire  du  petit  quadrilatère. 
En  faisant  la  somme  de  toutes  les  égalités  pareilles  pour  tout 
le  réseau,  le  premier  membre  représentera  évidemme&t  Tin* 
tégrale  double  étendue  à  toute  Taire  donnée  ;  le  second 
membre,  en  vertu  de  la  remarque  préliminaire  que  nous 
venons  de  faire,  sera  l'intégrale  curviligne  prise  le  long  de  la 
courbe  qui  limite  cette  aire.  On  aura  donc  bien 


Formule  de  Stokes 


210»  On  désigne  sous  le  nom  du  géomètre  anglais  une 
formule  qui  avait  été  auparavant  utilisée  par  Ampère  au  moins 
dans  un  cas  particulier.  Elle  concerne  les  intégrales  dont  il  a 
été  question  au  n^  206  et  qui  sont  prises  sur  une  surface 
donnée, 

//[(3-g)''*^'-(S-S)^«^-(|-l)H- " 

Le  théorème  de  Stokes  consiste  en  ce  que  cette  intégrale 
peut  être  exprimée  au  moyen  de  Vintégrale  curviligne 


{idx  -i-  ^dy  -H  YC?5),  (37) 


prise  le  long  du  contour  G. 

En  vue  des  applications,  il  est  indispensable  de  fixer  le  sens 
dans  lequel  est  parcouru  ce  contour.  On  appelle  sens  direct^ 
en  cinématique;  le  sens  de  gauche  à  droite,  c'est-à-dire  celui 
des  aiguilles  d'une  montre  ;  nous  adopterons  ici  cette  déno- 
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minalion.  Nous  Bupposerona  en  outre  que  Le  trièdre  oxyx  est 
direct  c'est-à>dire  qu'un  observateur  placé  suivant  oz,  les 
pieds  en  o  et  la  tôte  eu  z,  voit  daus  le  sens  direct  le  mouve- 
ment qui  amènerait  ox  sur  oy  par  une  rotation  de  90°. 

Ainsi  que  nous  l'avons  dit,  l'intégrale  (36)  n'a  de  signiGca- 
tion  précise  que  si  l'on  ÛTte  le  côté  de  la  surface  sur  laquelle 
elle  est  prise.  Menons  la  demi  normale  de  ce  c6té  en  un 
point  M  ;  pour  tout  observateur  placé  suivant  cette  normale, 
les  pieds  en  M,  le  sens  direct  sera  bien  détini  le  long  de  tout 
peUt  contour  enveloppant  le  point  M  :  si  ce  contour  emprunte 
une  partie  du  contour  C,  un  sens  aura  été  Bxé  sur  C;  c'est  le 
sens  dans  lequel  il  faut  parcourir  C  pour  évaluer  l'intégrale  (37). 

Cela  posé,  supposons  dans  la  formule  de  Rieniann  (n"  207) 
que  Q  soit  nul  ;  elle  s'écrit 


/     /  ST '^'^''*' =  ~"   /  ^'^^' 


en  désignant  par  C,  un  contour  tracé  dans  le  plan  de  xy  et  qui 
peut  Olre  la  projection  de  la  courbe  C. 

Si,  ce  que  nous  supposerons  d'abord,  le  côté  choisi  sur  (S) 
est  celui  pour  lequel  l'angle  de  la  demi-normale  avec  Os  est 
aigu,  te  sens  sur  C,  est  le  même  que  sur  C  et  l'on  peut  écrire 


Ifi'""-f:' 


(38) 


Supposons  maintenant  que  P  soit  une  fonction  des  trois 
variables  x,  y,  s,  :i  étant  elle-même  reliée  k  xety  par  l'équa- 
tion donnée  de  la  surface  (S).  On  aura  alors,  en  désignant  par 


(I)' 


lune  dérivée  totale, 


D'autre  part,  ( 
normale  à  (S)  ave 


La  formule  (2T 
et  l'on  a  Gnalemei 


On  aurait  de  n 
fonctions. 


Additionnons  i 
trouvoDsentin 


#-^) 


«*-J 
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C'est,  sous  une  autre  forme,  la  relation  annoncée.  Nous 
avons  flû,  dans  le  courant  de  la  dénionslration,  supposer  que 
le  côlé  de  (S)  sur  lequel  on  înlt^grait  était  déterminé  d'une 
certaine  manière  (cos  y  positif)  ;  on  peut  lever  celte  restriction. 
En  eflet,  si  Ton  intègre  sur  le  côté  opposé,  les  cosinus  changent  • 
de  signe;  mais,  en  même  temps,  le  contour  C  est  parcouru  en 
sens  contraire  et  le  signe  de  Tinlégrale  curviligne  est  aussi 
changé.  11  y  a  donc  encore  égalité  entre  les  deux  membres. 

ail.  Comme  application,  cherchons  les  conditions  pour 
que  l'intégrale 


[Pdx  -h  Qchj  -+-  Rdz) 


soit  nulle  le  long  de  tout  contour  C  fermé.  11  résulte  de  la 
formule  (39)  qu'il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  Ton  ait 

ce  sont  les  conditions  qui  expriment  que 

^dœ  -h  Qdy  -f-  Wdz 

est  une  différentielle  exacte. 

Sous  les  mômes  conditions,  l'intégrale 

(?dcc  -h  Qdy  -+-  Mz) 
^^ 

pourra  être  considérée  comme  une  fonction  V{xyyyz)  de  sa 
limite  supérieure,  et  Ton  aura 


*>-Ty!* 
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APPLICATIONS   GÉOMÉTRIQUES 
MÉTHODES  D'APPROXIMATION 


812.  Avant  de  continuer  la  théorie,  faisons  quelques  appli- 
cations des  règles  établies  dans  les  six  premiers  chapitres.  Les 
lecteurs  trouveront  à  la  suite  du  chapitre  Vril  un  grand  nombre 
de  résultats,  qu'ils  pourront  s'exercer  à  vérifier;  nous  voulons 
seulement  donner  ici  quelques  exemples  de  calcul.  Ces 
exemples  s'appliqueront  successivement  aux  rectifications 
d*arcs^  de  courbes  planes  ou  gauches,  aux  quadratures  d*aires 
planes  ou  courbes»  et  aux  cubatures  (mesures  de  volume). 


Rectifications 

S 13.  Nous  avons  déjà  donne  dans  le  tome  I®'  (n^  286)  la 
rectification  de  la  cycloïde.  On  peut  aussi  trouver  la  longueur 
de  V arc  d*épicycloïde. 

Soit  en  effet  Tépicycloïde  engendrée  par  le  roulement  d'une 
circonférence  do  rayon  a  sur  une  circonférence  de  rayon  r.  Si 
Ton  appelle  <p  l'angle  dont  a  tourné  la  roulette,  on  trouve  aisé- 

ment  pour  équation  de  Tépicycloïde,  en  posant n=  -, 

-  = cos  w©  —  ces  [n  -f-  1)9 

an  *  \  /j 

y       n  -+-  t    .  «'.IN 

•/  ^=^ sin  fiQ  —  sin  yn  4-  Ij?. 

a  ji  j  \  JT 
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Il  en  résulte 

iç  ds^  =  in-h  i  i^'i  —  ces  o    =  4(n  -H  1  -sin^^  | 

-  f/5  =  2(71  -h  1 1  sin  A 

a  ^  '        z 

-  =  C  —  i(n  -h  l )  ces  ;.. 

Si  Ton  compte  les  arcs  à  partir  d'un  point  de  rebroussement 
(o  =  0),  on  trouve  -  ==  4(n  h-  i)  ({  _  ces  l)  • 

Pour  Vhypocycldidey  il  suffit  de  changer  a  en  —  a. 

214.  Rectification  de  la  parabole.  —  Nous  compterons 
Tare  s  de  la  parabole  à  partir  du  sommet,  et  nous  exprimerons 
les  deux  coordonnées  d'un  point  M  de  la  courbe  en  fonction 
de  Tangle  x  que  fait  avec  ox  la  tangente  au  point  M.  Gomme 
Ton  a,  dans  la  parabole, 

g  =  langa  =  |, 
on  trouve  immédiatement 

1/  =  p  col  a,        X  =i\^  COl'^a. 

On  en  déduit 

DifTérentions  ^-5-;  nous  obtenons 

2  ces  «  o?a -      \ 

ce  qui  peut  s'écrire,  en  multipliant  les  deux  membres  par 
ces  a 

2,2,                 ,1           ,  CCS  a  1     j 

—  - .  -5-  «a  H-  -.  —  ax  =  cos  aa    .   ..    =  a  -.— ,- .— ï-  a  cos  a 
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2       ,  ,  cos  a  d'ï. 

—  -I — ô—  uot  =  d  — î — -—  —  -, — 


En  intégrant,  on  trouve  Tare  de  parabole 

sans  constante  d'intégration  parce  que,  pour  «  =  g»  ^^  ^  ^'^'^ 

j?  =  y=5=0.  Le  signe  de  ^  a  été  choisi  de  manière  que 
Tare  croisse  lorsque  «  décroît. 

On  peut  remarquer  que  le  premier  terme,  ^rj^»  repré- 
sente la  longueur  de  la  portion  de  tangente  comprise  entre  le 
point  M  et  oy. 

215.  Spirale  logarithmique.  —  Cette  courbe  a  pour  équa- 
tion 


p  ^.  ae'''^. 


Son  arc  a  pour  longueur  (Tome  l^^  n°  392) 


•-   I  v'dp^  -h-  p'^dio^  =   /  ^ 


w  v^p*  -t-  p 


fi 


a    /   e'"yi  ~n?d 


10 


OU  enfin 


V 1  ~{~  m* 

s  = p  -+-  C. 


^\^.  Lemniscate.  —  La  rectification  de  la  lemniscate  dé- 
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pend  des  lonctions  elliptiques.  Mais  la  lon^ 


s'exprimer  au  moyeo  des  fonctions  Ëulérien 
que  la  temniscate,  lieu  des  poials  M  tels  que 

MF.MF'  =  OF*  =  a*, 

a.  pour  équation  en  coordonnées  polaires 

p'  :=  2a'ci)s  2(1), 

Elle  a  la  forme  ci-dessus  ;  ses  tangentes  i 
lea  bissectrices  des  angltis  des  axes.  L'arc  A 
quart  de  la  longueur  totale,  a  donc  pour  long 


L'iatt%rale  précédente  devient 


-g-  /     ces 


^df 


et  l'on  peconnait  {o"  155) 
espèce  B  (â'  î)  *l'visée  pi 
niscalc  aéra  donc 


Mats  l'on  a  [n"  160) 

'■(!)■ 

L'expression  précédente 


SI»,  ntflice.  —  Les  éqi 
a;  =  fl  cos  ç, 
on  a 

f/s'  =  dx''  ■+■  df/^ 

on  en  déduit  imnit-diatemi 


SIS.  Loxodromie.  —  C 
sur  la  sphère  et  qui  coup 
angle.  Soit  a  le  rayon  de  li 
tude  d'un  point.  A  l'aide 
trouve  pour  équation  de  la 

sin  0(e 
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On  en  déduit,  a  cause  de  e"*  x  c~"'  =  1, 

«"?_«— T  =  ±2^.  (2) 


Cela  poeé,  l'arc  inQniment  petit  MM'  s'obtient  ainsi 


FlG.  2j 
=  MP»  -»-  PM"  =  a'rffl»  +  a'  sïn*©*/--' 


d$=:m  /rfe^  V «in^Bdç* 


(•1) 


■/■ 


s=:a   I   /rfe'  +  sin'erfo' 


Or,  en  difTérentiant  l'équation  (1),  on  trouve 

d'où,  en  remplaçant  les  exponentieUes  par  leurs  valeurs  tintes 
des  équations  (1)  et  (2) 

(rt  =;  ±:  n  sin  8  (fif. 


•J     t    ■"   -'  » 


288  CHAPITRE   VU 

L'arc  décrit  est  proportionnel  au  changement  de  latitude. 

Dans  le  cas  où  la  toxodromie  se  confond  avec  un  parallèle, 
la  formule  précédente  devi>'Qt  illusoire  ;  on  à  alors  n  =  0, 
e  =  6^.  La  solution  directe  esi  évidente* 


Quadratures  d*alres  planes 

219«  Nous  considérerons  d*abord  les  aires  planeB.  Nous 
avons  démontré  dès  le  premier  chapitre  de  cetouvrage-(L  n^  3) 
que  l'aire  d'une  portion  de  courbe  limitée  à  deux  ordonnées 
(:r  =  a  et  ^  =  p)  et  à  1  axe  des  x  a  pour  expression 


xjdx^ 


y  étant  l'ordonnée  d'un  point  courant  delà  courbe.  Cette  règle 
sufnt  dans  la  plupart  des  cas. 

Supposons  par  exemple  qu*il  s'ajjisse  de  la  parabole 

L'aire  d'un  segment  parabôl-que  compris  entre  le  sommet  0 
et  une  perpendiculaire  AIM'  à  Taxe  est  le  double  de  Taire  OMP, 
elle  a  pour  valeur 

2   1     ydx  =  2)/2p   i     x^dx=^[2pay^ 

ou   encore,    en    appplant    b    Tordonnée   correspondante   à 
l'abcisse  a,  -»•  ab. 

On  voit  que  cette  aire  est  les  deux  tiers  du  rectangle  cons- 
truit sur  MM'  et  sur  OP.  Ce  théorème  avait  déjà  été  énoncé 
par  Arrhimède. 

Le  môme  théorème  subsiste  d'ailleurs  si  les  axes  sont 
obliques.  Prenons  dans  ce  cas  pour  axes  de  coordonnées, 


Pîsvp^-:   f 
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faisant  entre  eux  l'angle  e^  la  tangente  oy  au  milieu  de  l'arc 
qui  limite  le  segment  parabolique  et  le  diamètre  ox  qui  passe 


FiG.  26 


par  ce  point.  L'équation  de  la  parabole  sera 

un  élément  d'aire  (compris  entre  deux  ordonnées,  l'axe  des  x 
et  la  parabole),  sera  un  parallélogramme  et  aura  pour 
expression  ye/xsin6.  Le  segment  parabolique  aura  pour 
valeur 


ydœ  sin  0  =  «  a'h'  sin  6  ; 


il  est  encore  les  deux  tiers  du  parallélogramme  construit  sur 
la  corde  du  segment  et  sur  la  portion  du  diamètre  comprise 
entre  0  et  la  corde.  On  peut  aussi  dire  que  Taire  du  segment 
parabolique  est  les  deux  tiers  de  Taire  du  triangle  formé  par 
la  corde  du  segment  et  par  les  tangentes  menées  aux  extré- 
inités  de  la  corde. 


220.  Ellipse.  On  peut  de  même  évaluer  Taire  du  segment 
elliptique.  Soit  Tellipse 


ht  —  *• 


Calcul  iHFiRnisiHAL 


19 


2S90 
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On  a  ici  à  calculer 


ydno  =  - 

0  */o 

On  trouve  ainsi  pour  le  segment,  qui  est  le  double  de  cette 
intégrale 

ah  arc  sin x  v^a*  —  a?*. 

a       a 

On  aura  Taire  de  la  demi-ellipse  en  faisant  j?  =  a,  ce  qui 
donne  pour  l'ellipse  totale 

T.ah. 

Itltl»  Ainsi  qu'on  peut  le  pressentir  par  l'exemple  pré- 
cédent, puisqu'on  sait  calculer  Taire  d'un  segment  elliptique 
tandis  que  Ton  n'a  pu  rectifier  Tare  d'ellipse  sans  inventer  de 
nouvelles  fonctions,  le  problème  des  quadratures  est  plus 
simple  que  celui  des  mesures  de  longueurs  d'arcs.  Cette  dif- 
férence provient  de  ce  que  l'expression  de  Taire  élémentaire 
est  rationnelle,  au  lieu  que  celle  de  Télément  d^arc  contient 
un  radical  carré.  C'est  ainsi  que  Ton  sait  quarrer  toutes  les 
courbes  unicursales  (dont  l'ellipse  et  la  parabole  font  partie). 

Nous  en  donnerons  un  dernier  exemple. 


Fia.  27 


Soit  à  évaluer  Taire  de  la  boucle  du  foliiim  de  Descarfesy 
qui  a  pour  équation 

cc^  -h  y^  —  Saaij  =  0. 


r f 
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En  posant  y  =  /./',  on  a  les  deux  coordonnées  en  fonction 
d^un  même  paramètre. 


X  = 


3a  t  _    ^at^ 

i^ti'    y  —  r-^î^' 


La  boucle  s'obtient  en  faisant  varier  /  de  0  à  oo  ;  son  aire 
aura  donc  pour  valeur 


ce  qui  peut  s'écrire 


A  =  d=  9a2 


(i  +  n*-  ■  I 


-M[-l<r^:\:-[-lrH 


00 


0 


=  ±9a»(»-|). 


11  iaut  prendre  le  signe  — ,  ce  qui  donne 

3a2 


A  = 


2* 


"SSS*  Il  est  essentiel  de  souligner  l'incident  qui  vient  de  se 


I? 


Fio.  2^ 


'K'^Mt 


passer  dans  Texemple  précédent  où  le  changement  de  variables 
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était  insufGsainroent  justiGé  et  expliqué.  Nous  avions  en  effet, 
jusqu'à  présent,  admis  que  les  aires  étaient  limitées  à  deux 
ordonnées  et  à  Taxe  ox.  Pour  évaluer  une  aire  quelconque 
fermée,  il  faut  la  considérer  comme  différence  de  deux  aires 
du  type  précédent,  savoir  :  l'aire  ABCFE  et  Taire  ADCFE 

A  =  aire  ABCD  =  aire  ABCFE  —  aire  ADCFE 

Si  donc  yi  et  y^  sont  les  ordonnées  correspondantes  à  une 
même  valeur  de  x  (y^  >  ^i)  et  si  a,  b  sont  les  abscisses 
extrùmes,  on  aura 


/Vidx—  I     Vi^ 


Revenant  à  Texemple  précédent,  on  voit  que  sur  le  premier 
arc  OMA,  il  faut  faire  varier  /  de  oo  à  une  certaine  valeur  ii\ 
sur  le  second  arc,  /  varie  de  zéro  à  U.  On  a  donc 


A  =   1      yîdx  —   I      t/,dx 
ou 

>0 


=    /     yda^  =  —    /       ydx. 


Pour  simplifier  la  démonstration,  nous  avons  supposé  que 
la  courbe  n'était  coupée  qu'en  deux  points  par  les  parallèles  a 
oy\  s'il  en  était  autrement,  on  pourrait  toujours,  comme  au 
n°  183,  par  des  parallèles  à  oy,  découper  l'aire  à  mesurer  en 
parties,  dans  chacune  desquelles  la  condition  précédente  serait 
réalisée. 

223.  On  voit  d'ailleurs,  par  l'exemple  précédent,  combien 
les  changements  de  variables  peuvent  être  avantageux  ;  nous 
avons  pu,  grâce  à  l'emploi  de  la  variable  i,  remplacer  une 
différence  de  deux  intégrales  par  une  intégrale  unique. 
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Pour  effectuer  le  changement  de  variables  sans  embarras, 
on  peut  considérer  que  Taire  à  évaluer  est  une  intégrale  de 
surface 


If"'' 


étendue  à  toute  Taire  considérée  ;  si  Ton  désigne  alors  par  ti 
et  V  les  nouvelles  coordonnées  et  par  |  J  |  le  module  du  déter- 
minant de  x^  y  par  rapport  h  u  ^i  v^  la  nouvelle  expression 
de  Taire  sera 


// 


I  J  I  ditdo. 


224.  Considérons  par  exemple  les  coordonnées  polaires 
dont  Tusage  est  si  fréquent.  Les  formules  de  transformation 

x  =  p  cos  w,      y  =  P  sîn  w 
donnent  immédiatement 

« 

ce  qui  confirme  le  résultat  obtenu  n^  181. 

Gomme  première  application,  évaluons  Taire  totale  de  la 
courbe 

p*  =  sin'to  cos  (I). 

Cette  courbe  a  deux  boucles,  une  dans  le  premier  quadrant 
et  une  dans  le  troisième,  ces  deux  boucles  ont  même  aire. 
Uaire  totale  aura  donc  pour  expression 

1t  TZ  TZ 


\    j        I      pdtadp  =    /      p^d( 
^0     *^0  «-^0 


A  =  2   I        I      pdtudp  =    /      ?^d(Ji  =   I      sin  ^  o)  cos  *  wrfw 

~2  *^U'  ij~2      r(2;    ~ 


-mm^'.       ;t. 
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Or  (n'»  147) 


(|)=|r(-).     r(,  =  .. 


donc 


^        ^^'  81Q  -r 


Quadratiire  des  surfaces  courbes 


225.  Pour  évaluer  les  aires  courbes,  nous  devons  d'abord 
chercher  Texpression  de  Télément  de  cette  aîre.  Supposons 
les  trois  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surfiico 
évaluées  en  fonction  des  deux  paramètres  u  et  v.  L'élément  i^?, 
correspondant  au  point  où  la  normale  fait  avec  oz  Tangle  y, 
a  pour  projection  sur  xoy,  l'élément  d'aire  plane  dœdy  : 

ces  Y 

Nous  supposerons  d'abord  y  aigu  sur  toute  la  surface  à 
mesurer. 

La  valeur  de  cos  7  a  été  donnée  au  n^  474  du  tome  I**  ;  en 
conservant  les  mêmes  notations,  on  a 

_  ICI 


cos  Y  =  --= 

*  â/A2 


VA^  -h  B^  4-  G* 


D'autre  part  on  a  vu  (n**  196)  que 

dxdy  =  I  J  I  dudv. 


et 


|JI  =  |Cj  = 


Cya?  <>,y       îva?  ^y 
bu  i)v       i>v  au 


"F 
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L'élément  d*aire  a  donc  pour  expression 


iW=  v/A«  -+-  B'^  -h  C-  diidv 
el  l'aire  totale 


//'""*" 


*  4-  C^  f7wc/i\  (4) 


on  lèvera^  ici  comme  dans  les  cas  analogues  déjà  considérés, 
les  difflcultés  de  signes  en  découpant  au  besoin  en  plusieurs 
parties  Taire  à  évaluer.  Nous  allons  donner  quelques 
exemples. 

226.  Fenêtres  de  Viviani.  — Le  problème  consiste  à  évaluer 
Faire  de  la  surface  sphériqne  qui  subsiste  lorsqu'on  a  enlevé 
d'un  hémisphère  les  deux  fenêtres  que  découpent  deux  cylindres 
tangents  entre  eux  et  tangents  à  la  base  de  Thémisphère  aux 
extrémités  d'un  môme  diamètre  (voir  la  fig.  n°  185). 

Nous  pourrions  appliquer  la  formule  (4),  mais  nous  arrive- 
rons plus  rapidement  au  résultat  en  employant  les  coordon- 
nées  du  n^  183»  et  en  reprenant  le  calcul  directement. 
L'élément  d'aire  plane  a  pour  expression  en  coordonnées 
polaires 

Tangle  y  est  l'angle  du  rayon  de  la  sphère  avec  l'axe  oz  ; 

z 
ces  Y  =  îi . 

On  a  donc  à  évaluer 


"/y 


p^pc/ 


(X) 


•?«    ?•!* 
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L'intégration  par  rapport  à  0  s'effectue  immédiatement. 
Mais  rintégrale  simple  à  laquelle  on  est  conduit  est  une  inté- 
grale elliptique  ;  nous  ne  pousserons  donc  pas  le  calcul  plus 
loin  pour  le  moment. 

2S8.  Nous  avons  vu  (tome  l^^  n^  477)  que  l'élément  d'arc 
d'une  courbe  de  la  surface  a  pour  expression 

ds^  =  Edu^  -h  2Fdudv  4-  Gdv\ 

Il  résulte  des  valeurs  (10)  données  au  même  endroit  pour 
£»  F|  G  et  de  l'identité  bien  connue 


(P* 


que 


q^  -+-  r»)  (p'*  -h  q'^  H-  r'^)  —  (p/>'  -h  qi  H-  rx^f 
(j>q'  —  qp'y  -H  {qr'  —  r^J*  -h  {rp'  —  i^r')», 


A»  -h  B*  -+-  C^  =  EG  —  F*. 


Par  conséquent,  si  la  surface  est  donnée  par  son  ds*,  on 
aura  pour  l'expression  de  l'aire 


=  11  \^EG  —  F'dudo 


(6) 


Cette  formule  peut  s'établir  très  simplement  par  des  considé- 
rations géométriques. 
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En  effet,  traçons  sur  la  surface  les  courbes  u  =  constante  et 
r  =  constante  ainsi  que  deux  courbes  infîniment  voisines  de 


celles-là.  f 
l'on  peut 
parrallélog 

MN.MQ 


229.  Ce 

carré  et  toi 
sur  cette  si 


L'ne  port 


et  l'on  voi 
efTectuée. 
Pour  les 


en  remplELçai 
par  «  +  -  I 


sonl  égales 
même  sur  I 
etQP. 


r t 
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est  toujours  ramené  à  une  intégrale  simple  ;  car  l'aire  a  pour 
expression 


=   11   \/^{u)dudv  ==    I    (Ui  —  Do)  v/?(w 


)f/M, 


v\  et  v^  étant  les  valeurs  extrOmes  de  v  pour  une  valeur  donnée 
à  u» 

Ainsi,  supposons  que  la  méridienne  soit  la  cycloïde 


1 


X  =  a(ti  —  sin  ii) 
y  =  a(l  —  cos  u) 


et  que  la  surface  de  révolution  soit  engendrée  par  celte  cycloïde 
tournant  autour  de  sa  base  [oœ).  Les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  seront 

X  =  œ  =  a{u  —  sin  u) 

Y  =y  cos  V  =  a{i  —  cos  u)  cos  v 

Z  =  3/  sin  r  =  a({  —  cos  u)  sin  t?, 

on  en  déduit  immédiatement 


(h^  =  dX^ 


rfY»  -h  dZ^  =  2a\i  —  cosr u]du^  -h  a^{i  —  costiydr 

E  =  2a\i  —  cos  m)  =  4a'  sin'^  ^  , 

F  =  0, 

G  =  a\\  —  cos  u)2  =  4a*  sin*  ;^  ; 


<x  =  4a 


*    1       /   sin'  !j  dudv. 


Pour  intégrer  cette  expression^  on  remarque  que 


sin^  .7  =  0  sm  ,y  —  sm  -;j-; 

m  ta  A 


nous  évaluerons  la  surFs 
de  la  cycloïde  :  «  varier 
aura 


"■/""j 


230.  Nous  avons  d 
totale  d'uae  surface  en 
rayons  de  courbure  priât 
Gauss  a  justifié  rintrodi 

On  sait  qu'on  appelle 
de  l'aDgle  de  contingei 
une  sphère  avec  l'unili 
cette  sphère  menons  les 
M'N'  de  la  courbe  donn 
ment  petit  si  M  et  M'  s< 
des  deux  tangentes  et  l'i 


Etendons  ces  considér 
de  surface  limitt!  parum 
MN  une  demi-normale 
parallèle  à  MN  menée  p 
et  dans  le  nic^me  senspt 
représentation  sphériqu 
correspond  ainsi  un  élén 
une  courbe  sphérique  (ci 
face  au  point  M  la  limite 
tendent  vers  zéro,  Cherc 
formule  (6),  nous  avons 

rfS 
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et  sur  la  sphère 


rfS,  =  v'E'G'  —  F'Vw'rfr'. 

Les  coordonnées  du  point  m  peuvent  évidemment  être 
coosidérées  comme  dépendant  de  u  et  de  v,  c'est-à-dire  que 
l'on  peut  supposer  k'  =  h,  v'  =  v.  Il  en  résulte 


Supposons  que  le  réseau  {u,v)  sur  la  surface  (S)  soit  celui 
des  lignes  de  courbure  ;  c'est  un  réseau  orthogonal,  et  l'on  a 


De  plus  les  courbes  (u),  {v)  sur  la  sphère  ont  à  chaque  ins- 
tant leurs  tangentes  parallèles  à  celles  des  courbes  (h),  (v)  de 
(S)  {I.  n"  507)  ;  on  a  donc  aussi  F'=  0,  et  le  trièdre  mobile 
attaché  au  point  M  sur  la  surface,  trièdre  formé  par  la  normale 
el  les  tangentes  principales,  est,  à  chaque  instant,  homothé- 
thique  au  trièdre  mobile  qui  suit  m  sur  la  sphère.  Il  en  résulte 
que,  dans  les  formules  (59)  du  n"  522  (lome  1").  les  valeurs 
de  »,  3,  -r,  p.  1,  r,  pi,  Çtr  fi  sont  les  mêmes  pour  la  sphère  et 
pour  la  surface.  Or  sur  la  surface,  on  a  (n*  531) 


RR'       \fv       i^u/i/ÉG 


sur  la  sphère  do  rayon  un,  on  aura  de  même 


/  v'^E'G' 


D'où,  en  divisant  membre  à  membre. 


1  _vjii;' 


t    m 
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comparons   à  la  formule    (8)   dans  laquelle  il   a  fallu  faire 
F  =  F'=  0.  Nous  trouvons 

Ainsi  ce  que  nous  avons  appelé  la  courbure  de  la  surface  au 
point  M  est  précisément  la  courbure  totale,  et  la  formule  (9) 
est  une  généralisation  de  la  formule  (7)  relative  aux  courbes 
planes. 

La  formule  précédente^  permet  de  mettre  rélémenl  d'une 
surface  quelconque  et  par  conséquent  Texpression  d'une  aire 
courbe  quelconque  sous  une  forme  élégante  et  souvent  utile. 
On  a  en  effet 

si  le  point  de  la  sphère  est  déterminé  par  ses  coordonnées  po- 
laires 6  et  (p, 

dSi  =  sin  ^Md^. 
On  a  donc  pour  l'expression  de  Taire 


s  =  r/RR. . 


sin  ^dodB.  (10) 


L'angle  ô  est  l'angle  de  la  normale  avec  oz,  ©  mesure  l'angle 
dièdre  du  plan  mené  par  cette  normale  parallèlement  à  o: 
avec  le  plan  zox.  Nous  sommes  ainsi  dégagés  de  toute  consi- 
dération relative  à  la  sphère. 

![R31.  No\is  appellerons  courbure  totale  d'une  portion  finie 
(S)  de  surface  l'aire  de  la  portion  de  sphère  (Sj)  qui  comprend 
les  représentations  sphériques  de  tous  les  points  de  (S)  ; 
d'après  la  formule  (9),  cette  courbure  totale  aura  donc  pour 
expression 


// 


dS 
RiV 
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Supposons  que  le  contour  de  l'aire  (S)  soit  formé  de  lif 
gfïodésiques  et,  pour  fixer  les  idées,  considérons  un  triai 
géodésique  ABC.  Sur  tout  le  contour,  on  aura  (I.  S25) 

rfui  +  rdie  -+-  t\do  =  0 
«t  par  suite 


/' 


rdu  ■+■  »-,du)  =  0 


X"— /' 


(rdu  -4-  r^dv). 


Le  second  membre  peut  s'écrire,  en  appliquant   la 
mule  3o  bis  du  chapitre  précédent, 


formule  (6o) 

//s 


-— '  jdudo 


ou,  en  appliquant  la  formule  (6o)  du  n°  531,  tome  1 


Or  l'élément  {d&)  surface  est  égal  à  /Erfw.  'i/tidv. 


Le  secc 
désigne  1 
&  la  court 
tour  n'ava 


Mais,   i 
brusque  ; 


et  à  celte  i 
relative  & 


Donc  /( 
de  la  son 
théorème 

Dans  le 
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Remarquons  que,  si  la  surface  était  rencontrée  plusieurs 
fois  par  le  cône,  le  théorème  subsisterait  ;  car  les  parties  qui 
pourraient  cHre  ajoutées  dans  l'intégrale  (H)  par  cette  com- 
plication de  forme  disparaitraient  dans  la  somme,  comme 
étant  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires. 

233.  Parmi  les  surfaces  courbes,  celles  qui  sont  de  révo- 
lution ont  une  importance  spéciale.  Leur  quadrature  peut  être 
effectuée  dans  un  grand  nombre  de  cas.  Nous  en  avons  déjà 
donné  un  exemple,  celui  delà  surface  qui  a  pour  méridienne  la 
cycloïde  ;  mais  nous  nous  étions  appuyés  sur  la  forme  du  ds-.  Il 
convient  de  reprendre  le  problème  sans  invoquer  cette  con- 
sidération. 

Soit  d'abord  en  coordonnées  rectangulaires  Téquation  de  la 
méridienne 

oc  ==  9(5^). 

Supposons  que  l'axe  de  la  surface  de  révolution  soit  Taxeoj. 
Un  élément  (MN  =  ds)  d'arc  de  la  méridienne,    correspon- 


FiG.  31 


dant  au  point  M(ar,2),  engendrera  un  tronc  de  cône  de  révo* 
ution  dont  l'aire  aura  pour  expression 


2^  (ce  4.  "^ 


ds 


au,  en  négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre^ 


2T^xds^ 
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L'aire  de  la  surface  sera  donc 
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IV  2 


S  =  2r 


ivds 


(12) 


OU  encore 


(13) 


aura 


a34.  Aire  de  la  zone.  Soit,  par  exemple,  une  spl 


lere  ;  on 


dos —  z 

^*  """  y/a-  -^ 


1*2 


S  =  2t.   I       adz=  2Tza{z.^  —  zj. 


*i 


«35.  .4<Verf<?  F  ellipsoïde  de  révolulio7t.  Soii  l'eUipsoïde 


î       ^2 


La  méridienne  a  pour  équation 


u;  =  f  V^c^  —  ^\ 


d'où 


a 

c  i/;^? 


8  =  2^:^ 


/-2 


VC*  —  -3" 


//»*  _u  (7^ 


y/c*  -4-  («2  — c*'',i^»c/.^ 


•F'^^r'"* 
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10  Ellipsoïde  allongé  {c>a).  Le  radical  se  ramène  à  la 
forme  /a'  —  z^  et  l'on  trouve  pour  l'intégrale  indéfinie 


S  = 


Tiac* 


\/c«  —  a* 


arc  sin  ^  V^c«  —  a»  -4-  ra^r  y^  1 "^—^ . 


formule  qui  se  simplifie  un  peu  si  l'on  introduit  rexcentricitéc 


a' 


S  =  ^^-^arcsin^  +  Tra^0-Ç. 
L'aire  totale  de  l'ellipsoïde  allongé  sera  donc  : 
g  _  ?::££  arc  sîn  e  -+-  27rac  V^l  —  e'. 

2*  Ellipsoïde  aplati  {c  <  a).  Le  radical  se  ramène  à  la 
forme  v/a*  4-  z^  et  l'on  trouve 


s  =  7Â'»«('*V^*«-^ 


v/a*  —  c« 


v/ 


»V''  +  inr 


.i* 


En  faisant  s  =  0,  puis  ;5  =  c,  on  aura  la  moitié  de  l'aire  to- 
tale. Cette  aire  totale  a  donc  pour  expression 


o  2itac«     ,      a  -+-  \/a^  —  c*    ,   9^^, 

S  =   .-^ log H  27:a  , 

va*  —  c'  ^ 

ou  en  introduisant  encore  Texcentricité  «'  =  *  —  jt 

S  =  7:a\l  —  e*)  log  J-~  -h  2ira«. 

«36.  L'équation  de  la  méridienne  peut  être  donnée  en  coo^ 


310  CHAPITRE  VU 


Ciibatures 

237.  Nous  avons  déjà  expliqué,  n°»  184  et  185,  comment 
l'évaluation  des  volumes  est,  la  plupart  du  temps,  une  appli- 
cation des  intégrales  doubles  et  nous  avons  donné  deux 
exemples.  Si  le  volume  n'est  pas  limité  partiellement  par  le 
plan  xy  et  par  un  cylindre  parallèle  à  oz,  on  a  vu  (n°  205) 
comment  on  peut  le  ramener  à  un  pareil  volume;  tout  solide 
peut  toujours  être  considéré  comme  somme  ou  différence  d'un 
certain  nombre  de  solides  dont  le  volume  s'exprime  par  l'in- 
tégrale 

d<j  étant  un  élément  d'aire  dans  le  plan  des  xy. 

On  pourra  encore  opérer  de  la  manière  suivante  :  On  décou- 
pera le  solide  à  cuber  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  xy, 
équidistants  et  assez  rapprochés  les  uns  des  autres  pour  pou- 
voir assimiler  le  volume  compris  entre  deux  plans  consécutifs 
à  un  cylindre  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près. 

Soit  dz  la  distance  de  deux  plans  consécutifs,  o  l'aire  de  la 
section  plane  faite  à  la  distance  z  de  xoy\  cette  aire  sera  une 
fonction  de  z  et  l'on  sera  ramené  à  l'intégrale  simple 


'sdz.  (10) 


Nous  verrons  dans  le  chapitre  suivant  comment  il  convien- 
drait d'opérer  si  les  coordonnées  étaient  curvilignes  dans  l'es- 
pace. 

2:^8.  Soit,  par  exemple,  à  cuber  rellipsoïde. 

a'  '^  h'  '^c'  —  ** 
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Nous  calculerons  le  volume  de  la  moitié  située  au-dessus 
de  xoy  ;  à  la  hauteur  :;,  la  section  a  pour  équation 

«2  ■+■   ^2  —   *  c^  ' 

ses  axes  sont 


«\/i-j'.      V»-|rV 


son  airo 


'^«^(i  -  pj  ■ 


Le  volume  cherché  a  donc  pour  expression 


2      , 


et  reiiipsoïde  total  a  pour  mesure  j  •rtàbc*  Dans  le  cas  de  la 

sphère  a=h=:^c)^  le  volume  est  ^  tm^* 

L'exemple  que  nous  venons  de  traiter  a  fourni,  pour  Taire 
de  la  section  7,  une  expression  du  second  degré  en  z.  C'est  une 
particularité  qui  se  rencontre  dans  toutes  les  surfaces  réglées 
dont  l'ellipsoïde  peut  èlre  considéré  comme  un  cas  particulier 
(à  génératrices  imaginaires).  Voici  la  démonstration  de  ce 
théorème. 

230.  Soient 

les  équations  d'une  droite  ;  celte  droite  engendrera  une  sur- 
lace si  a,  a,  6,  p  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre  /.  Les 
équations  (17)  représenteront  aussi  la  courbe  section  de  la 
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surface  par  le  plan  z  =rr  constante,  si  Ton  suppose  qu'on  y 
donne  à  z  cette  valeur  constante. 
L'aire  de  cette  courbe  a  pour  expression 


r     r 

I    ydx  =    I    [hz 


pi  [a!z  H-  a!  dt, 


les  lettres  accentuées  désignant  des  dérivées.  L'inlégrale  pré- 
cédente s'écrit 

z^   I  a'bdl  -^  -    /   [a?  -+-  à^')dt  -f-    /   pzVZ/, 


ou 

Aj*4-  B:r  -i-G. 

Ainsi,  rfûfw^  toute  surface  réglée ,  faire  (Tune  section  plane 
est  une  fonction  du  second  degré  de  la  distance  du  plan  de  cette 
section  à  un  plan  fixe  donné. 

Parmi  les  volumes  compris  dans  cet  article,  on  peut  faire 
entrer  ceux  qui  sont  renfermés  entre  deux  plans  parallèles 
réunis  par  des  faces  trapèzes  ou  des  triangles. 

240*  Règle  des  trois  niveaux.  Soit  une  surface  quelconque 
telle  que  sa  section  par  un  plan,  parallèle  à  un  plan  fixe,  ait 
une  aire  fonction  du  second  degré  de  la  distance  au  plan  fixe. 
Nous  allons  évaluer  le  volume  V  compris  enlrc  deux  plans 
parallèles  au  plan  donnd  ;  soient  B,  B'  les  aires  des  bases 
situées  dans  ces  plans,  B''  Taire  d  une  section  équidistante  des 
deux  premières,  h  la  hauteur  du  solide  (distance  des  plans 
des  bases).  La  règle  des  trois  niveaux,  due  à  Kepler,  s'exprime 
par  la  formule 

V  =  g  (B  4-  B'  M-  4B").  (iB) 


■ipnjn.^  ^ 
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Par  hypothèse.  Taire  d*une  section  faite  à  la  distance  z  est 
de  la  forme 

az^  -f-  2>r  +  c 
et  le  volume  V  s'exprimera  par  l'intégrale 


à  condition  de  compter  les  ;:  à  partir  d'une  des  bases,  celle  qui 
a  pour  aire  B,  par  exemple.  On  a  donc 

„       ah^       bh^         ,        ,/a//«       bh         \ 


ou 


V  ==  g  [2a¥  -h  ibh  H-  6c).  (19) 

Or,  en  faisant  z  =  0,puis  ^  =  ^  et  ^  ==  ^,  on  trouve  pour 
les  aires 

B  =  c 

B"^2ji  +  Ç-Hc 

B'  =  ah^  -^bh-hc. 

Le  second  membre  de  Tégalité  (18)  a  donc  pour  valeur 

g   2a¥  H-  Uh  4-  Ce), 

ce  qui  est  bien  Texpression  (19). 

Cette  règle  donne  la  plupart  des  solides  élémentaires.  Ainsi, 
dans  le  prisme  ou  dans  le  cylindre,  B  =  B'  =  B";  la  formule 
devient  donc  V  =  B/<.  Dans  la  pyramide   ou   dans   le  cône 

B  ==  0,      B'  =  ?-';  donc  V  =  ^\  etc.  (Voir  le  Traité  de  géo- 
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métrie  de  Rouché  et  Gomberousse  (vl^^  (536  et  637).  Maïs  oq 
voit  d'après  les  n^^  précédents  que  la  même  règle  donne  les 
volumes  de  beaucoup  d'autres  solides,  tels  que  ceux  du  second 
degré,  et  ceux  limités  latéralement  par  des  surfaces  réglées. 
Pour  reprendre  l'ellipsoïde  cubé  au  n°  237,  on  pourra  faire 

B  =  0,       B'  =  0,      W  =  'Kah,      A  =  2c, 

ce  qui  donne  bien  pour  le  volume  total 


V  ^-=:  ^  7:a6c. 


4^41.  Considérons  encore  le  volume  compris  entre  le  plan 
des  naissances  et  les  deux  voûtes  en  arc  de  cloître  semî  circu- 
laires d'un  berceau  coudé  cylindrique.  Dans  le  plan  des 
naissances,  le  volume  sera  limité  par  un  carré  ABCD  ;  les  deux 
cylindres  égaux  se  coupent  suivant  deux  ellipses  projetés  sur 
la  figure  suivant  BD  et  AC. 


Fio.  32 


Une  section  faite  à  la  distance  z  du  plan  des  naissances  sera 
un  carré  MNPQ  ayant  pour  aire  MN'^  ;  nous  allons  évaluer 
MN.  Soit  0  le  centre  des  deux  ellipses. 

MN  =  ON  V  2. 

Or,  l'ellipse  projetée  suivant  BD  a  pour  demi  axes  la  montée  R 
et  OD  =  Pi  v/2,  l'équation  de  l'ellipse. dans  son  plan  est 


r  f 
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d'où 


La  section  B"  faite  à  mi-hauleur  (  ^sr  =  7))  a  pour  aire 

La  section  B  faite  dans  le  plan  des  puissances  [z  =  0)  est 

B  =  4R^ 
enfin,  pour  5  =  R,  on  a 

B'  =  0. 
La  règle  des  trois  niveaux  donne  donc 


llétliodes  d^approximation 

ia.  Les  exemples  que  nous  avons  choisis  jusqu'à  présent 
ont  pu  être  conduits  jusqu'au  bout  et  ont  abouti,  soit  à  des 
iormules  calculables  numériquement,  soit  à  des  fonctions  dont 
on  possède  des  tables  numériques.  Il  n'en  est  pas  toujours 
ainsi  et  l'on  obtient  souvent  une  intégrale  définie  dont  l'inté- 
grale indéfinie  n'existe  pas  et  dont  les  tables  n'ont  pas  été  cal- 
culées. Dans  ce  cas,  on  est  obligé  d'employer  des  méthodes 
d'approximation  que  nous  allons  faire  connaître. 

243-  Un  premier  procédé  est  celui  du  développement  en 
«érie.  C*est  ainsi  qu'au  n®  93  nous  avons  indiqué  la  possibilité 
'de  calculer  la  valeur  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce 


do 
\  \  —  A'-^sin-cp 
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pour  de  petites  valeui 
point  et,  pour  donne 
par  exemple  commen 
de  faible  excentricilé 

Soit 


l'iSquation  de  l'ellipse, 
La  longueur  d'un  a 


■■M 


la  formule  devient 

ou,  en  développant  If 
(1  —  e'  sin'o)  ^  -^  1  — 

Pour  avoir  la  longi 
de  zi'TO  il .,',  or  fn'  78 
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On  aura  donc,  en  multipliant  par  4  pour 
ealiôre 


i  1.3   ,       i  t.3.5   . 


244.  Cette  formule,  dans  laquelle  on  devra  p 
moins  de  termes  suivant  la  grandeur  de  e,  peut 
par  une  autre  plus  simple  lorsqu'on  peut  néglige) 
de  e  supérieures  à  la  sixième. 

Remarquons  en  eiïel  que  l'on  a 

ft  =  fl(|  -  e'}'  =  a^l  -  2  e'  -  g  e*  -  ^ 
d'où 

v'«»  =  °('  -•■)'  =  <■(•-  j  «'  -  32  «'  -  s: 

En  comparant  cette  dernière  égalité  à  (20),  oi 
diatement 

.  =  .[^(a+S)-/S] 

aux  termee  en  e'  près. 

On  trouverait  de  m£me,  par  un  développei 
l'arc  d'hyperbole. 

Tout  ce  qui  priïcède  n'est  d'ailleurs  qu'une 
théorème  établi  d"  239,  tome  l«^ 

345.  Les  méthodes  qu'il  nous  reste  à  laire 
toutes  fondées  sur  la  considération  des  aires,  C 


peut  être  calcul<!e  d'avao 
linalement 

I  =  (J-o)(A. 

RemarqaoDS  immédiate] 
analogue  si  tes  ordonnées,  ai 
datent  suivant  toute  autre 
consisterait  à  poser 

F(l)  =  ('-«,) 

Le  calcul  des  coefficien 
marques  suivantes  :  suppc 
c{y^  =  y,=  ...=yn=c).  l 

1  = 

la  formule  (25) 

1  =  (ft  -  a)c  (. 
donc 

A,  +  A.  - 

Supposons  maintenant  q 
placée  par  sa  symétrique  p 
l  =  n-  L'aire  restera  la  mém 

remplacées  par  leurs  symi 
ainsi  de  suite.  En  égalante 
formule  (25),  on  trouve 

Aoî/o  -^  A.yi  -•-  —  -•-  AnJ/n 

et,  comme  cette  égalité  do 
c'est-à-dire  quelles  que  soiei 

A,  =  A», 

les  coeificients  équidistants  i 
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Voici  quelques  valeurs  : 
pour  n  =  1     A,  =  A,=  "2- , 
po»ipn  =  2     A„=A,--=-g-,    A,  =  |, 
pour  n  ^  3     A,  =;  Aj  =  -jj- ,    A,  =  A,  =  -g- , 

pour»  =4     A.=  A.=  ^,    A,  =  A.=  1?,     A.=  ^, 

19  25  " 

p«ur»  =  5     A.=  A,=  jj^,    A,  =  A,  =  j,,     A,  =  A.=  n 

%48.  Le  cas  de  n  =  2  est  à  signaler  spécialement  ;  on  a  i 
elTel-dana  ce  cas 

et,  comme  celte  formule  donne  la  valeur  exacte  si  ^{x)  est  < 
polyadine  de  deuxième  degré,  on  retrouve,  comme  ce 
devait  être,  la  formule  que  nous  avons  signalée  (n"  239)  soi 
le  nom  de  règle  des  trois  niveaux. 

Simpson,  en  appliquant  cette  formule  à  chaque  groupe  i 
trois  ordonnées  successives,  a  donné  une  autre  formule  d'a| 
proximation  sur  laquelle  nous  n'insisterons  pas  (Voir  Trai 
de  géométrie  deRouché  et  de  Gomberousse,  l'édition  p.  3S7 

949.  Il  ne  faudrait  pas  croire  d'ailleurs  qull  y  faille  toi 
jours  préférer  la  méthode  de  Cotes  à  celle  des  trapèzes.  So 
par  exemple 


=/' 


(2  +  008  x)d3:  =  i  t: 


Employons  les  trois  ordonnées  correspondant  aux  valeui 
1  =  0,  œ  =:  -r,  X  =  2t.,  savoir  yg  ^  3,  y,^^i,  j/i  =  3.  La  nii 
thode  des  trapèze  donnera 

S=:^{3  +  2  +  3)=4r, 

valeur  exacte. 

CucDL  mnntfsiHAL  £1 
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La  méthode  de  Cotes  appliquée  avec  le  m^me  DOmbre  d'or- 
données (règle  des  trois  niveaux]  donne 


valeur  qui  dîtlère  de  la  valeur  exacte  de-J^.  Il  faudra  donc 

procéder  avec  quelque  prudence  et,  par  exemple,  essayer  de 
se  rendre  compte  d'avance  de  la  marche  de  la  fonction  y  entre 
a  et  i  ;  si  la  courbe  représentative  serpente  autour  de  la  ligae 
polygonale  fournie  par  des  trapèzes,  il  n'y  aura  pas  grande 
raison  de  préférer  celle  de  Cotes  pour  laquelle  les  coefGcienls 
A^  sont  plus  compliquée. 

Si  la  fonction  y  est  développable  en  série  de  Maclaurin,  il 
sera  possible  d'avoir  une  valeur  approchée  de  l'erreur  commise 
dans  la  méthode  de  Cotes,  En  efîet  soit 

j/  =  y,  +  OT/, -4-^y;+  ... 

A  =    /     ydx  =   I    y^d-e  -h    /     xy-^dj:  +  jtj   /    "^dx  +  ... 
t/O  *^0  «-'0  «-^  0 

Comme  la  méthode  de  Cotes  donne  la  valeur  exacte  dans  le 
cas  de  n  +  I  ordonnées,  si  y  un  est  poljrnâme  de  degré  n,  lei 
intégrales  qui  figurent  dans  la  formule  précédente  seront 
données  exactement  par  la  formule  (25)  et  l'écart  entre  A  et  sa 
valeur  approchée  ne  commencera  à  se  produire  qu'à  partir  ie 

l'intégrale  -ï^  /    af'dx  exclusivement.  Il  y  aura  ainsi  une  série 


l'intégrale  -^  /    a 

*^0 


d'erreurs  commises  sur  yj  - 

termes  suivants,  erreurs  qui  pourront  être  calculées  d'avancr 
si  l'on  fait  abstraction  des  facteurs  y,[»  +  '),  y^f»  +  *). 

250.  Quoi  qu'il  en  soit  de  ces  considérations,  voidqael' 
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ques  exemples   que  le  lecteur  pourra  calculer  et  qui  lui 
donneroat  une  idée  comparative  des  deux  méthodes. 
L'intégrale 


=  iog2 


X 


a  pour  valeur  0,693147180S6.  La  méthode  des  trapèzes  avec 
onze  ordonnées  donne  pour  valeur  approchée  0,69377  ;  celle 
de  Cotes  avec  onze  ordonnées  0»69314733. 
L'intégrale 

a  pour  valeur  0,2721982.  La  méthode  des  trapèzes  avec  onze 
ordonnées  donne  0^2712837  ;  celle  de  Cotes  avec  6  ordonnées 
0,2722091. 

Enfin,  si  Ton  pose 

y  =  2a?«  —  30»'  -h  iKx^  —  300x»  -+-  720a?«  —  COo?  4-  100, 


rintégrale  /    ydx  a  pour  valeur  3105,9  ;  la  méthode  des 


trapèzes,  avec  quatre  ordonnées  donne  3100,5  et  la  méthode 
de  Cotes  avec  le  même  nombre  d*ordonnées  3102.  La  même 
fonction  y  intégrée  de  zéro  à  4  a  pour  valeur  3321,1  ;  en  em- 
ployant cinq  ordonnées  la  méthode  des  trapèzes  fournit  l'ap- 
proximation 3354  et  celle  de  Cotes  3333,3. 

En  résumé,  dans  le  calcul  de  log  2,  avec  onze  ordonnées,  la 
méthode  des  trapèzes  ne  donne  que  tiois  chiffres  exacts,  celle 
de  Cotes  en  donne  six.  Dans  le  deuxième  exemple,  la  méthode 
des  trapèzes,  avec  onze  ordonnées  ne  donne  que  deux  chiffres 
exacts,  celle  de  Cotes,  avec  six  ordonnées,  en  donne  sensible 
ment  cinq.  Par  contre,  dans  les  deux  derniers  exemples,  avec 
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les  mômes  nombres  d'ordonnées,  les  deux  méthodes  donnent 
le  même  nombre  de  chiffres  exacts  avec  un  léger  avantage 
pour  celle  de  Cotes. 

Rappelons  enfin  l'exemple  du  n^  précédent  où  la  méthode 
des  trapèzes  donnait  une  valeur  exacte  tandis  que  celle  de  Cotes» 
avec  le  môme  nombre  d'ordonnées,  n'arrivait  qu'à  une  erreur 

relative  de  5 . 
0 


b^ 


251.  Méthode  de  Gauss.  —  On  doit  à  Gauss  une  méthode 
d'interpolation   excessivement    originale   où   se   retrouve  h 
marque  de  ce  puissant  génie.  L'idée  simple  qui  sert  de  base  à  la 
méthode  est  qu'il  est  inutile  de  s'astreindre  à  une  interpola- 
tion par  intervalles  égaux,  et  qu  il  est  préférable  de  choi>ir  les 
abscisses,   de  manière  que  la  parabole  interpolatrice  suive, 
d'aussi  près  que  possible,  la  courbe  y  =  f(x)  dont  on  a  à 
effectuer  la  quadrature  (n^  244).  Or  il  est  pos&ible  de  choisir 
les  n  abscisses  de  manière  que,   quelle  que  soit  la  courbe 
y  =  f{x)y  elle  ait,  avec  la  parabole  interpolatrice,  (au  moias 
avec  une  approximation  que  nous  indiquerons)  2  n  —  1  points 
communs  entre  0  et  1  ;  il  suffit,  pour  cela  de  prendre  pour 
abscisses  les  racines  du  polynôme  Xn  de  Legendre,  c'est-à-dire 
les  racines  de  l'équation  (*) 


d^ 


dx 


-[a?(,^^~^)>  =  0. 


(26) 


1 

i 


Nous  allons  le  démontrer. 

A  cet  effet,  supposons  /{x)  développée  en  série  de  Maclaurin 

f(x)  =  a^^  a^x -h  a,^*  -h ...  -+-  a^<x^  -i- ...+ Oj»..  ,07'"  -*  -h ...  (27 


Posons 


F(jr)  =:  (a?  —  ai)  (a?  —  a,)  ...  {ce  —  a„), 


(^  Au  n*  431,  le  polynAme  X,  s'est  présenté,  à  un  facteur  indépen- 
dant de  X  pris,  sons  la  forme  de  la  dérivée  ni*»*  de  (a:*  —  1)\  On  passe 
de  cette  forme,  à  celle  que  nous  adoptons  ici  par  la  substiiutioD 
ic  =  2j/  —  1. 


H^H^Rr^" 


f  r 
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et 

Soit  enfin 

.rfa^  —    (^  —  °^i)  (^  —  "'a)  -  (-^  —  °^»)    t,    + 
(«1  —  «î)  (*i  —  *s)  —  («1  —  O 

te  polynôme  interpolateur  de  Lagrange.  L'erreur  commise  en 
remplaçant  (fx)  par  ^^o?)  est 


•si  /(a:)  était  un  polynôme  de  degré  n  —  I ,  il  serait  identique 
à  4^.;x),  et  celte  erreur  serait  nulle.  Gauss  détermine  F(^)  de 
manière  que  Ton  ait  encore 

si  f(x)  est  un  polynôme  de  degré  2n  —  i.  Dans  ce  cas,  si  Ton 
divise  f{x)  par  F(^)  et  si  l'on  appelle  Q{œ)  et  R(x)  le  quotient 
et  le  reste,  on  aura 

f(x)  =  F(a?)Q(x)  ^  R(a:) 

Vi  =  n^i)  =  R(«i)  ; 

comme  R(t)  est  de  degré  n  —  1 , 


-et  Terreur  se  réduit  à 


=  /    Q{x)F{x)djff. 


Soit 


0{^)  =  \  -H  ^i-»  -H  ...  4-  ^i^'  -h  ...  4-  X^^jO?"-*  ; 


et  cette  < 
que  soit } 


Les  n  < 


M  élan 
ù  un  fa  cil 
au  lieu  d 
cette  déri 
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La  formule  d'intégration  par  parties  (n" 2G) s'écrit,  eayrem- 
plaçant  n  par  k. 

)(29) 


Or,  si  k  est  inférieur  ou  égal  à  n,  les  dérivées  de  v,  v',  v*  ... 
t/-*-')  s'annulent  pour  x  =  0  et  pour  (c  =  i  ;  si  donc,  dans  la 
formule  (29),  on  fait  p  —  i,  comme  oa  aura  aussi  ud-  +  '1  s  0, 
on  aura 


•/  0 


et  cette  égalité  subsistera  pour  k  =  »,  i  =:  0, 1, 
qui  démontre  le  théorème,  puisqu'on  a 


=£[»■<'-'>■]■ 


L'équation  »<">  =  0,  a,  en  vertu  du  théorème  de  Bolle,  ses 
n  racines  réelles,  distinctes  et  comprises  entre  zéro  cl  tm. 
Ainsi  la  règle  de  Cause  donne,  au  moyen  de  ;i  ordonnées,  la 
valeur  exacte  de  l'intégrale  considérée  dans  tous  les  cas  uù  la 
fonction  /(x)  est  un  polynôme  de  degré  au  plus  égal  à  2n  —  1 , 
Supposons  enBo  que  f{x)  soit  égale  à  la  série  {21)  et  soit  f^{x) 
le  polynôme  formé  par  ses  2n  premiers  termes.  Nous  aurons 

et,  si  la  série  est  sulOsammenl  convergente,  on  pourra,  sans 
erreur  importante,  négliger  R  et  remplacer  /(x)  par  /,{x).  On 
aura  alors 
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e;  étant  très  petit.  La  méthode  de  Gauss  donnerait  exactement 


f^[cc)dx 


si  l'on  avait  e^  =  0,  pour  i  =  0,  t,  2  ...  2n  —  i.  On  voit  donc 
qu'on  évalue  à  peu  près  exactement  Taire  limitée  par  la  courbe 

y  =  fi{^) 

qui  a  2n  —  1  points  très  voisins  de  la  courbe 

y  =  A^)- 

Les  abscisses  étant  fixées,  la  formule  (25)  subsiste  ainsi  que 
nous  l'avons  fait  observer  en  l'écrivant  (n<>245).  Voici  quelques 
valeurs  pour  les  abscisses  et  les  coefticients  correspondants  : 


n  =  1    «1  = 


a„  = 


1 

'2 

3  — v/3 
6 

3-i-v/3 
6 

5  — v'ÎS 


A.  =  i 


10 


==0,21i32i87 
=  0.78867513 

=  0.11270165 


Aa  —  Al  —  ô 


i 

2 


n 


=  3    «.  =  i 


1 

2 


vT3 


n 


=  4 


n  =  5  <  a.  = 


It) 

0,06943184 
0,330009 i 8 
0,66999052 
0,93056816 

0,04691008 

0,23076534 

0,5 

0,76923466 

0,95308992 


=  0,88729835 


A«  =  A;.  =Tr, 


5 
18 


4    — * 


4 
9 


An    A«  1 


Aj  —  Aj  — 


Aa  =  A.  = 


A.=A,= 


A* 
A. 
A, 


0,1739274 
0,3260726 

0^184634 
0,2393143 
0,2844444 
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352.  Voici  deux  applications.  Avec  cinq  ordonnées,  l'on 
trouve  : 


rf3;=  0,27210801, 


lea  calculs  étant  faits  avec  des  tables  de  logarithmes  à  huit 
décimales. 

La  première  de  ces  deux  valeurs  coïncide  avec  la  valeur 
exacte  pour  les  huit  premiers  chiffres;  la  deuxième  en  dilTcrc 
à  partir  du  septième. 

353.  Autres  méthodes.  D'autres  procédés  ont  été  employas 
pour  évaluer  des  aires  avec  une  certuine  approximation 
.VI.  L.  Lévy  (')  a  donné  une  méthode  qui  lait  intervenir  la  con- 
sidération de  la  facililf!  du  calcul.  La  valeur  de  la  fonction  so 
calcule  eu  effet  sans  peine,  dans  la  plupart  des  cas,  pour  les 
valeurs  .c  =  Oet  x=i.  M.  L.  Lévy  s'est  proposé  d'introduire 
toujours  ces  valeurs,  les  autres  étant  obtenues  d'après  le  prin- 
cipe de  Gauss,  c'est-à-dire  de  manière  à  assurer  le  maximum 
de  coïncidences  avec  le  minimum  d'ordonnées.  Nous  nous  bor- 
nerons à  énoncer  le  résoltat  :  il  faut,  pour  obtenir  2n  —  I 
coïncidences  avec  les  abscisses  .v  ^  0,  x  =  i ,  employer  los 
■racines  de  l'équation  : 


2.3 

1 

■  (n  +  \X„  +  2) 

1 

1 

T)  ■• 

■(»-^2K«  +  3) 
1 

M -Ht) 
1 

■      (2»  -  1)2,1 

l'J  Lneien  Lévy.  —  SulUtin  des  Sooîètét  «araniet,  ISSO. 


"i 
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a' 

r". 

I 

I, 

r- 
^: 


Cette  équation  peut  encore  s'écrire  : 

Si  on  lui  adjoint  les  ordonnées  Gxes  ^  =s  0,  â;  =  i,  les  n  + 1 
ordonnées  à  employer  sont  les  racines  de  Téquation 


doc^ 


Voici  quelques  résultats.  Si  N  désigne  le  nombre  des  or- 
données, on  trouve  pour  N  =  3  la  règle  des  trois  niveaux; 


a,  =0 


pour  N  =  4 


5  — v^5 

5  4-V^5 


«3  =  *  ; 

a,  =0 

7  — v^âî 


A    —A   —  * 

-«0  — •  ''^s  —  12 


Aj  —  Aj  —  j-^ 


14 


pour  N  =  5  (  ttg  =  ^ 

7 


v/2i 


14 


\   -A  -^ 

-^0  —  -^i  —  20 

49 

A     A     

Ai  —  A,  —  jgjj 

A  -^6 
^2  — 45 


1. 


£n  se  servant  de  ces  dernières  abscisses;  dont  deux  seule- 
ment sont  irrationnelles,  on  trouve^  pour  la  valeur  approchée 
de  log  2, 


Valeur  approchée  de 


/      1  H-  a?       "' 


=  0,693148, 


exacte  jusqu*au  sixième  chillre. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  sujet;  le  lecteur 
qu'il  intéresse  lira  avec  fruit  un  important  Mémoire  de 
M.  Radau  (Journal  de  rEcole  Polytechnique  y  1880),  et  b 
Thèse  de  M.  Pujet  (1868). 


CHAPITRE  Vni 

INTÉGRALES  TRIPLES,  INTÉGRALES  MULTIPLES 

APPLICATION  AUX  VOLUMES, 

CENTRES  DE  GRAVITÉ,  MOMENTS  D'INERTIE 


Intégrales  mtilUples 

354.  C'est  encore  d'une  notion  géométrique  que  no 
lerons  découler  la  déGnïtîoD  des  intégrales  triples,  Soit  u 
élément  de  volume  en  un  point  M  dunt  nous  désignerons  ! 
les  coordonnées  par  u,v,iv;  supposons  qu'à  chaque  point 
soit  attaché  un  coefficient,  f{u,v,to),  fonction  des  coordonna 
de  H  (la  masse,  par  exemple,  dans  un  corps  hétérogène). 

La  somme 

étendue  k  tous  les  points  d'un  volume  déterminé  aura, 
gûai!ral,  une  limite  bien  définie  Ionique  l'élément  m  tend  vi 
zéro.  Ce  sera  une  inlégrele  triple,  dont  la  valeur  sera  inc 
pendante  du  système  de  coordonnées  choisi. 

Par  exemple,  si  le  point  est  rapporté  h  un  trièdre  trir 
langle  et  si  ses  coordonnées  sont  x,y,z,  on  pourra  prent 
pour  élément  de  volume  un  parallélépipède  élémentaire 

o>  =:  dx.dy,dz, 

et  l'intégrale  s'écrira 

'èf\x,y,s)dxdydz.  (2 
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f\OC,y,  z)dœd\jdz. 


(3) 


Si  le  point  M  est  déiîni  par  ses  coordonnées  polaires  (dis- 
tance au  pôle  p,  longitude  o,  colatitude  6),  on  pourra  prendre 
cbmme  volume  élémentaire  le  solide,  assimilable  à  un  parallé- 
lépipède rectangle,  qui  est  compris  entre  deux  sphères  con- 
centriques de  rayons  p  et  p  +  cZp,  deux  plans  (mériiii^&â) 
passant  par  un  diamètre  de  la   sphère,  et  deux  cônes  de 


FiG.  34 


révolution  d'angles  0  et  6  h-  c^e,  ayant  pour  axe  commun  1« 
diamètre  précédent  et  pour  sommet  le  centre  des  sphères.  On 
aura  alors 

w==AB.AC.AD 


ou 


(A)  =  c/p.p  sin  ddo.pdOy 


et  pour  rintégrale  triple 


S©;  p,6,cp)p*  sin  M^dMo 


(*) 


I.VTÉGBALES   TBIPIES,    INliCRALKS    MULTIPLES 

ce  qu'on  peut  écrire  aussi 


/// 


>(p,9,(ji)p'8ine(/prf6rf<p. 


Ces  intégrales  doDoent  en  particulier  les  volâmes  si  les  fonc- 
tions f{x,y,s);  fim,9,  w)  ou  <p(?,a,7)  se  réduisent  k  t'asité. 

355.  Nous  pouvons  maintenant  généraliser  la  notion  à'ia- 
tt^grale  et  l'élendre  à  un  nombre  quelconque  de  variables 
^,,x,,  ...  Tn-  S)9pfosoas  encore  que  ces  vartables  soient 
astremle»  à  vérifier  eertaines  inégalités 

<ï.<fl;,<6„      a,<^,<fc,..., 

les  nombres  a,, i,,a3,6, ...  dépendant  ou  non  des  variables  ffui 
précèdent  celle  qu'ils  encadrent.  Nous  dirons  que  ces  inéga- 
lités définissent  un  domaine.  Afin  d'abréger,  nous  emploierons 
encore  le  mot  point  du  domaine  pour  désigner  un  système  de 
valeurs  simuftanées  des  variables  j:,,x,  ...  x„.  Le  produit 

où  le  signe  d  indique  encore  une  didérentielle,  constituera  un 
élément  Aa  domaine. 

Cela  posé,  ai  /{x,,Xi.,.  Xn)  désigne  une  fonction  continue 
des  variables  x, ,  ^9 . . . ,  la  somme 

S/|;ar„ar, ... x„)  {x',  —  x,)  {a/^  —  a:,) ...  {x'„  —  x„),       (6) 

étendue  k  tous  les  points  du  domaine,  tend,  lorsque  toutes  les 
différences  y,  —  x,,  a/,  —  a;^ ...  tendent  vers  zéro,  vers  une 
limite  déterminée  que  noas  représenterons  soit  par  la  notation 

,    'S/\x„Xt, ...  XnWx^.da:^  ...  <h:„.  (7) 

soit  par  k  notation 


///■/- 


,.  x„)dxi.{!Xf ...  dx„,      (8) 
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soit  encore  par  la  suivante 


r 


dx^ ...  dx^n  (9) 


Si  la  fonction  /(xp  x^ ...)  n'est  pas  continue,  la  somme  (6) 
pourra  avoir,  ou  non»  une  limite  déterminée  ;  ce  sera  une 
question  à  étudier  dans  chaque  cas.  Nous  en  verrons  un 
exemple  dans  le  chapitre  suivant. 

S56«  Ces  intéffrales  peuvent  étre^  comme  les  intégrales 
doubles,  évaluées  à  F  aide  d'un  certain  nombre  d^  intégrations 
simples.  Supposons  que  toutes  les  variables,  sauf  x^,  de- 
meurent constantes,  on  aura,  en  faisant  la  somme  des  élémeob 
correspondants^ 


^*dx^  ••«  dxn  I      fd^l\ 


Sif{x^,x^  ,*,)dx^,dx^  ...  =  cte. 


faisons  maintenant  varier  x^^  et  faisons  la  somme.  Il  viendra 

dx^    j      fdx^. 

Finalement,  on  aura 

Sfdx^.dx^  ,,•  dXn  = 

(!0) 


dxt 


dx„^i  ...    /       dx^    j      fdxi. 


Nous  ne  nous  étendrons  pas  sur  la  démonstration,  ni  sur 
la  possibilité  d'intervertir  Tordre  des  intégrations.  Nous  aurons 
d'ailleurs  à  revenir  sur  ce  sujet  dans  le  cas  de  trois  variables. 
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Chatiffement  de  variables  dans  les  Intégrale 
multiples 


SST.  Soit  à  remplacer  les  variales  x„x, ...  Xn  par  de  i 
vellea  variables  k„u,  ...  i/„,  relïtîes  aux  anciennes  par  les 
tïons 

■ï'i  =  ?i("i.«t  ■•■"«)  ] 


=  ?-(Wl.Wl  —  "«).  . 


qui,  par  hypothèse,  font  correspondre  un  seul  poiat  u^,i 
h  un  sent  point  X|,a:, ... 

Désignons  par  J  le  Jacobien  des  anciennes  variables 
rapport  aux  nouvelles, 


s», 

Si. 
su. 

a. 

â" 

w   ■■ 

OU, 

a. 

m, 

a. 

•    itM, 

soit  enfin  J,  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  dans 

dernière  ligne  et  la  dernière  colonne. 

Nous  avona  vu  (n™  196  et  197)  que,  dans  le  cas  de  < 

variables,  l'élément  dxdy  doit  être,  après  la  transforma 
remplacé  par  |  J  |  dudv.  Le  résultat  est  idei^tique  dans  li 
de  n  variables  ;  puisqu'il  est  établi  pour  deax  variable 
sutfit  de  prouver  qu'en  l'admettant  pour  n  —  1  variables  i 
encore  exact  pour  n.  L'hypothèse  est  donc  que,  dans  la  s 
titution  de  U|,u,...Ua_,  &  x,,a;^...Xn^^,  on  remplace,  soi 
signe  d'intégration,  l'élément  du  domaine  dXf.dx^  ...  d 
par    ]  J  I  dUtdUfdUn-t.  L'intégrale 

S/(a:,,a!,  ...  dtx^dXy.dx^ ...  rfi-. 


\ 
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peut  s'écrire 

en  n'écrivant  pas  les  limites,  pour  abréger/ 

Dans  la  première  intégration  a?, ,a?j ...  Xn^i  restent  constantes. 

Remplaçons  Xn  par  W;„  et  par  conséquent  dxn  par  —^  du„  ;  — 

se  tirera  des  équations  (il)  dans  lesquelles  il  faut  supposer 
^i,a?2  ...a7„«j  constantes.  Eu  prenant  les  dérivées  par  rapport 
à  tint  on  trouve 


^_^^  4,^^  _|-   ..     4-?55. 

on  en  tire,  par  élimination  de  ^ ...     """' , 
L'intégrale  multiple  devient  ainsi 

/dx^  . . .  da?n -  i    /   A?i>?2  •  *•  ?»)  j"  ^^«* 
, ,  '-^ 

11  faut  maintenant  laisser  u„  constante  et  faire  varier  les 
autres  variables  ;  mais  ces  antres  variables  peuvent  èlre  rem- 
placées par  Wj,Wa  ...1^-1,  et,  par  hypothèse,  on  sait  f»ire  cette 
substitution  :  il  faut  rem[dacer 

■ 

par 

J^diixdu^ . . .  dun  »  j 


1NTÂGRAI.BS    TRIPLES,    OTTiGRALES    MULTIPLES 

L'intégrale  multiple  sera  ainsi  de/enue 


f{o„<fj  ...  0„)  j-.    J,(^lf,rf(/^  ...   t(u 


ce  qui  démontre  le  théorème. 

En  particulier,  dans   le  passage  des  coordonnée 
siennes  aux  coordonnées  polaires  par  les  formules 

X  ^=  p  Bill  0  cos  o,       y  ^=  ?  sin  6  sin  d,  3  ^  p  cos 


•on  aura 

*-  r^.:  BÎn  6  cos 

?. 

»  =  ?"»•«»'. 

»î  =  _ 

sin 

;^=.i„..i„ 

0. 

S=pc..si„„ 

S-, in 

Oco 

%-"■"■ 

-!  =  -,.„., 

-et  par  suite 

J  =p*sin  0; 

c'est  la  confirmation  du  résultat  trouvé  par  des  consii 
géométriques  au  n"  25t. 

Pour  que  la  démonstration  qui  vient  d'être  dooi 
vienne,  J,  ne  doit  pas  s'annuler  ;  mais  en  suivant  ' 
ordre  pour  U  substitution  des  nouvelles  variai 
anciennes,  on  introduirait  d'autres  mineurs  que  J,.  et 
il  y  aura  toujours  un  au  moins  de  ces  mineurs  non 
seule  hypothèse  à  faire  est  donc  J  ^  0. 


I     '    'l.^ 


BTT 
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Intég^rale  de  Dirleblet 


258*  Le  problème  à  résoudre  consiste  dans  Tévaluaiion  de 
riatégrale 


I 


-J  '//-"-  'i'"-  '-'-  '^[(f)"  -  {ïf  -  {lj]<^^<^y"'- 1  " 


pour  toutes   les  valeurs  positives   de   cc^j/^z    satisfaisant  à 
rincgalité 


(f )-(?)- (f)<  ' 


Nous  ferons  un  premier  changenient  de  variables 

{îï  =--''-    (ï)  =y"    (?)'=^'- 

On  trouve  facilement 


Ir-M 


/      /      /  .>V^»~Vi^*"^'«'i'^*~V(^i+!/,  +  ^,HV.Vt^^-^  (*ÎJ. 


en  posant 

de  plus,  la  condition  (14)  devient 

•^i  -^  yi  "^  ^1  <  *  16 

et  les  variables  Xi,  yi,  sr,  sont  toujours  positives. 


INTÉGRALES   TRIPLES^    INTÉGRALES   MULTIPLES  339 

Faisons  maintenant  un  nouveau  changement  de  variables 


JC 


d'où  Ton  tire 


•l  + 

Ui 

-+-^i 

=  ç 

'Jt 

+  Si 

-e^ 

'i 

-^î. 

•îr.Ç 

Vi 

Ml- 

-î) 

œ. 

î(l- 

■i)- 

Le  Jacobien  de  j?,  y^  z^  par  rapport  à  Ç,  ti,  Ç  a  pour  valeur 
£'  r,  ;  la  quantité  sur  laquelle  porte  Tintégrale  (15)  devient,  en 
supprimant  momentanément  les  indices^ 

et  la  condition  (16) 

0<Î<1. 

Comme  x^  et  ^i  doivent  être  positives,  il  en  résulte  aussi 

0<ir,<l. 
0<Î<1. 

Les  variables  sont  donc  séparées  et  Ton  pourra  écrire  ^  sous 
la  forme 

Les  deux  dernières  intégrales  peuvent  être  effectuées  ;  elles 
ont  respectivement  pour  valeurs,  en  restituant  les  indices, 

B(^  ,.^-^(g,)^(r,) 


r*o 
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On  est  donc  ramené  à  l'intégrale  simple 


!  = 


Un  cas  est  particulièrement   intéressant  ;   c'est   celui  où 
/(Q  ^  1 .  On  a  alors 


1 


mM) 


(18) 


%59«  Calculons,  par  exemple,  le  volume  de  l'ellipsoïde  qui 
a  ]:our  équation 


a" 


y*        ^« 


b* 


ilOl 


En  se  bornant  aux  valeurs  positives  des  variables,  on  aura 
le  huitième  de  ce  volume.  11  faut  faire 

p=zq=r=i, 
et  appliquer  la  formule  (18).  On  aura  ainsi 


■-m 


abc  H^l 


Or 


Xi)  ~  I 


'^G) 


1 


ro  =  v/i; 


donc 


V  =  w  itaftc. 


/ 
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Nous  trouvons  ainsi 

1  =  /  .,.^Pi  -  idx, ,.,  /  .v^-r^""  ^  (i  -  07,  — .. 

cette  forme  est  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  nous  venons 
de  réduire.  Nous  écrirons,  sans  plus  de  calculs, 

yypn  - ,  -f-  p„  -+- 1)  •  r(p„>,  4-  ;/«..,-+-;)„  -^  1)  — 
ce  qui,  après  réductions  évidentes,  est  bien  la  formule  (21). 


Centres  de  gravilé  et  Moments  cFinertie 


261.  Soit  P  un  plan  ;  w,,  m^  ...  m„  un  système  de  k  points 
matériels  dont  les  masses  seront  désignées  par  les  mi^mes 
lettres  mi,  m^  ...,  et  dont  les  distances  respectives  au  planP 

sont  e/j,  d^ Soit  enfin  M  la  masse  totale  du   système, 

G  son  centre  de  gravité,  D  la  distance  de  ce  point  au  plan  P. 
On  sait  que 

M  =  m^  -4-  m^  -h  ...  -4-  m^  =  7 ?n 

Si  Ton  fait  coïncider  le  plan  P  successivement  avec  chacun 
des  trois  plans  coordonnés,  les  distances  di  deviendront  le^ 
coordonnées  a?»,  y,-,  Zi  des  masses  >«,,  et  D  prendra  les  trois  va- 
leurs x^  ijy  z  qui  déterminent  la  position  du  contre  de  gravité. 

S'il  s'agit  d'un  volume,  la  masse  nii  est  un  élément  de  vo- 
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lumc  au  point  m,  multiplié  par  la  densité  p^  ;  celte  den 
uno  fonction  des  coordonnées  du  point  îw;.  Les  somii 
fîgurent  dans  la  formule  [22}  deviennent  des  intégrales 
et,  en  prenant  pour  plan  P  le  plan  ijoz  par  exemple,  o 


pd.Myth 


Si  le  volume  est  homogène,  p  est  une  constante  qui 
rait  dans  la  formule  (23)  et  l'on  a  simplement 


X  = 


I    j    1  xdxdijdz 


V  dtîsignant  le  volume  du  corps. 

Les  mêmes  considérations  s'appliquent  aux  surraces 
lignes,  avec  celte  seule  différence  que  les  intégrait 
doubles  ou  simples  au  lieu  d'être  triples.  On  aura,  par  ej 
dans  le  cas  d'une  surface  homogène,  pour  l'abscisse  ^du 
de  gravité 


J-tl. 


en  désignant  par  S  l'aire  totale  et  par  (/i  l'aire  d'un  O 
superficiel. 

S62.  Exemples,  i"  Soit  à  déterminer  le  centre  de 
d'un  hémisphère  plein  homogène.    Nous  supposons 
centre  de  la  sphère  est  à  l'origine  et  que  te  plan  des  xy 
l'hémisphère.    Le  centre  de  gravité  se  trouve  évide 
sur  Oz.  Sa  distance  à  l'origine  sera  donnée  par  laformu 


JJf 


dxdi/ds 


344  CHAPITRE   VUI 


Nous  intégrerons  pour  toutes  les  vdlenvs  positivés  de  jr,  y,r 
satisfaisant  à  l'inégalité 

^'  -H  y*  -h  ;ar«  <  R^ 

et  nous  multiplierons  le  résultat  par  4.  C'est  une  application 
de  la  formule  de  Dirichlet  (18).  Il  faut  faire 

r=2 


On  trouve  ainsi 


„.  m 


icR* 

'  ""  T  "2r(2)"  =  *^ 
„_3R 
^—  F* 

2°  Cherchons  maintenant  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de^ 
cycloïde  complet  (tome  1®^  n®  286).  La  courbe  est  plane  etii 
Buffit  de  deux  coordonnées  ;  de  plus,  à  cause  de  la  symétrie, 
le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  Tordonnée  du  point  le  plus 
haut  et  il  suffit  de  trouver  à  quelle  distance  de  Oj:,  ce  qu'oa 
obtient  par  la  formule 


I  yds         j      a{{  —  ces  i)2a  sin  n  dl 


Sa  Sa 

203«  On  appelle  moment  cT inertie  d'un  point  matériel  par 
rapport  à  un  axe  le  produit  m.  r'  de  la  masse  du  point  parle 
carré  de  sa  distance  à  Taxe  ;  le  moment  d'inertie^  I,  d'un  sys- 
tème de  points  matériels  est  la  somme  des  produits  analogues 

I  =  ^mr^. 
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Si  le  corps  est  homogène  et  continu  (nous  supposerons  alors 
sa  densité  égale  à  un),  on  a  une  intégrale  triple  à  calculer 


■///- 


d\  étant  un  élément  de  volume. 

264*  Donnons  deux  exemples. 

1"  Moment  d'inertie  d'une  poutre  droite  à  section  rectangu- 
laire par  rapport  à  son  axe  longitudinal.  Nous  prendrons 
pour  axe  de  la  poutre  l'axe  des  z  ;  la  section  droite  sera  un 
rectangle  ayant  son  centre  à  l'origine  et  ses  côtés  parallèles  h 
Oj-  et  à  Oy.  IVous  appellerons  c  la  longueur  de  la  poutre, 
2a  et  2b  les  dimensions  de  sa  section.  Il  faut  calculer 


-/£■/: 


(j'  -+-  y*)dxdydz. 


L'intégration  par  rapport  à  :  s'eiïectue  immédiatement  et 
l'on  a 


dy{x*-^y% 


=  2cb    I  x*dx  -i-  2ac    1      y^dy, 

2"  Moment  d'inertie  de  la  sphère  par  rapport  à  un  de  s< 
diamètres  (Oz). 
Il  s'agit  de  calculer 


///'- 


•+y')dijdyi/s 


^46 
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f)Our  toutes  les  valeurs  de  x,y,z  telles  que 

^2  4_  yS  ^  s^  <  R* 

Mais  on  a  évidemment,  en  considérant  les  deux  autre-;  axes, 

I      I      T      Ij  H-    ly    "i"   Jg 


■  ///■• 


).2  -^  yï  4_  z^)dxdyd* 


C'est  encore  une  application  de  la  formule  deDirichlet  (17). 
jNous  calculerons  le  huitième  de  I,  pour  nous  borner  aux 
valeurs  positives  des  variables.  Ici  Ton  a 


p  =z  qz=  r 


f(z^  4-  y'-  -+-  z^) 


x^ 


R 

2 

1 

.2 


-H  y«  +  ^*  =  Râ?, 


d'où 


8 


I=  = 


2IV  V2/ 
3  8   / 


1)  r  '.. 

r|)  i    "'"    "•• 


I  -  2       'r  2  _  SttR; 
2 
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!^5.  Dans  les  Tableaux  qui  suivent,  nous  avons  réuni  les 
rtisultats  obtenus  dans  les  huit  premiers  chapitres  de  c« 
volume.  Nous  y  avons  ajouté  un  grand  nombre  de  formules 
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qui  s'obtiennent  par  des  procédés  analogues.  Pour  faciliter  le 
travail  des  calculateurs,  nous  n'avons  pas  h<5silé  à  écrire  àos 
résultats  qui  auraient  pu  6tre  déduits  d'une  seule  formule  ; 
c'est  ainsi  que  les  six  premières  formules  <Iu  tableau  sont 
contenues  dans  la  deuxième  d'entre  elles  (*),  à  condition  de 
supposer  que  m  puisse  prendre  toutes  les  valeurs  entières  ou 
fractionnaires,  positives  ou  négatives,  et  môme  la  valeur 
zéro.  II  est  &  peine  utile  de  faire  observer  que,  si  ff(x)  est  une 

intégrale  de  f{x),  y((()  sera  une  intégrale  ^^JZ /{'*)•  I*'*'" 
exemple,  on  a 


J^i..=ç±\  +  on 


nn"'  +  1,-; 


pour  vérifier  cette  dernière  égalité,  il  suffit  de  poser 


sin  X  = 


cl  l'on  retombe  ainsi  sur  la  première  égalité. 


Intégralion  <lii*ectc 


/•• 


(*)  Pour  obtenir  la  Iroisiùme,   il  faut    écrire  le   second  nombre 

— nîTT '  pi'cndre  la  dérivée  des  deux  termes  par  rapport  îi  »i, 

pois  faire  m  »  I. 

I")  La  lettre  c  désigne  une  constante  arbitraire,  ici  et  dans  tous  les 
tableaux  suivants. 


348 


CHAPITRE   VIU 


m 


dœ  = 


X 


m  +1 


m  -H  I 


dx 


=  log  i»  -H  c  (•) 


1  1 


?/t 


m  —  1  X' 


m  —  l 


=  2v/ar 


H-c 


m 


7n  —  l 


X 


fin  —  i 


sin  xdx  =  —  C08  a?  -H  c 


C08  xdx  =  sln  X  -|-  c 


lang  ;5t7rfa?  =  —  log  cos  x  H-  c 


col  xdx  =  log  sin  a?  -H  c 


/    séc  xdx  ==  —  log  lang  (  4  —  g)  "^  ^ 


jj 


coséc  xdx  =  log  tang  s  "*"  ^ 


(•)  Dans  celte  formule,  comme  dans  tout  cet  ouvrage,  le  signe  /o; 
désigne  un  logarithme  népérien. 


RÉSUMÉ  SES   PRINCIPALES  FORMULES 

/   arc  Bm  xdr  =  a;  arc  Bin  a:  +  ^/l  ^  x^  -i-  e 

.  I   arc  C03  xdx  ^  a'  arc  cos  j;  —  ^1  —  x^  -h  c 

j   arc  lang  wdx  =  x  arc  tang  x  —  .^  log  (1  +  x^)  +  > 

j   arc  cot  xdx  =  j;  arc  cot  jt  +  5  log  (I  +  x*)  -+-  e 

/rf»  .es 

,7^^=:  =  arc  sin  -  +  c 

-r— — -,  :=  ■  arc  tans;  — t-  c 

"+-     ° 

— , —  ^=  tanR  a"  +  c 

/dx  ,       , 

.Tïïr;  =  -"'■'  +  = 

1    log  icrfa;  := 

/• 


=  a^log X—  l)  -hC 


e'dx  ^  e'  -4-  c 
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Di%'er9es  méthodes  crintégratioa 


266.  Nous  supprimoas,  dans  ce  qui  suit,  la  conslaDle  c 
pour  simplifier  récriture. 


dx 


1 


ax'^  H-  hx 


,      2ax  -^h  —  \/b^  —  iac 
-+-  c       ^/^8  _  4ac        2  oo?  -h  6  -h  V^6*  —  4  ac' 

sî  i»2  —  4  flfc  >  0. 


ax 


H-  6a?  H-  c  a.iP  H-  6, 


J  «x» 


rfa? 


4-«^^-^C        ^Hac^b' 


arc  taog 


2flrr 


v/4ac  — 6*' 


si  4  ac  —  6*  >  0. 


.'<• 


dx         I      .        .^ 
Snn..  =  log  iang  j 


c^. 


c 


CCS  X 


=  log  cet  (J  -  'l) 


j^Wl  -\-   1 


,,m~  1  ^* 


C)  Voici  par  exemple  un  cas  particulier  qui  se  rencontre  dans  le 
problème  de  la  déformation  d'une  plaque  circulaire  encastrée  sur  le 
pourtour  et  chargée  au  centre.  La  méridienne  a  pour  équation 


d'où 


/O  r 

I  X  log  ^  dx 


y  =  —  \'  log  r  4-  ^^-  log  0?  -  -g--  +  ^ 


3:;2 


GHAPITRK   VUl 


x  —  y 


dx 


si  y*(a?  4-  a)  =  a;*(a  —  x), 
Iq^  V^(-^  —  g)  (o:  >-  &)  -f-  a?  —  g 


y^(a;  «_  a)  (a?  — .  6)  V^(a?  —  a)(i»  —  6)  h-  «  —  j: 


■~^^ —  =  log  (a?  H-  v/^*  —  a*) , 


=  log  {x  +  V'a?*  4-  a')  ^ 


C?JC  .      X 

•    -  —zzn^ir--  =  arc  sin  - 


--zrri  ^^  =  V^^*  —  0?*  —  a.  arc  cos  ^  » 


rf.r J_      /* 


a 


c^i 


avec  X 


2nx  -^  p       V^7n    /    V^f*  -h  a^ 
^""^t      et      «-=±'i^?J^ 


cff 


y/a»  — «^ 


;l 


j >>ip  -4-  n^ 


avec  a? =  ^       et       a*  = 


f^ 


dz 


a)  \/i»^*  H-  2  n^ 


p      J 1 


rfrr 


V^/w;*  +  2  »ar  -+-  »» 


i 

SI  ^  —  X  =  - 
X 


\ 


nÉSUMÉ   DES    PRINCIPALES    FORMULES 


H-v'i^:^') 


/■- 


f 


_  I      —  g  coa  j  H-  6  sin  a;  +  va'  4-  6'  (  ) 
ï  a  aiii  ai  +  ft  C09  X 


3  donné  dans  le  lexlc  (page  t:j)  la  Tormule 


oD  passe  de  la  forme  du  texte  à  la  forme  actuelle  eii  ajoutant  à  la  pre- 
mière -j~^ — "  log  { —  i).  C'est  d'ailleurs  par  inadvertance  que  Tinli!- 
grale  du  texte  a  été  donnée  sous  forme  ima{;inaire  ;  il  faut  y  cliauger 
le  signe  d'un  facteur  dans  la  fraction,  ce  qui  revient  i.  l'addition  du 

leimc„  /-. — r.l"8  (—  l)i  et  ce  n'est  qu'avec  celte  addition  qu'on 

£  V  a'  +  b' 
trouve  la  seconde  forme  donnée  dans  le  texte 

^j^^  iofi  tang  -UlS 


Xyi 
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dx 


H-  b  cos  X       \/a^  H-  b 


--arclang(y/^->— J^^l^ 


a>6 


dx 


I               6  -^  a  cos  a:  H-  ^/ft2  _  ^2  gj^  .,. 
log 


/ 


a  -{-  b  cos  j?       w'^j ^8  '^^  a  -r  6  cos  x 

si  ft  >>  a 

i»'»  cos  a7f/a'  =  sin  x  [a?"  —  n{n  —  l)r» -^  -f-  ...] 
+  cos  j;  [nx"-*  —  n(n  —  1)  (?i  —  2).»»-'  -h  ...] 
(arc  sin  oSfdx  =  x  [(arc  sin  a?)"  —  n(w  —  1)  (arc  sin  x)»  -  -  -f- ...] 


\\  —  J7*  rn(arc  sin  a?)»  -  *  —  n(n  —  1  )  (»  —  2)  (arc  sin  a?)»  "  '  -^  ...J 


tf^  cos  6a?rfa:  =  c*" 


a  cos  £».r  -\-b  %\ïibx 


a' 


e"^  sin  fc^rfo?  ==  e^ 


a  sin  6j7  —  b  cos  60? 


2^^-«   Çco^^^xdx=%^^-^ 


2pf2p  —  i)  sin  (2p  —  4)37 
TT^  2p  — 4 


a*  -f-  6* 


2  ;>  sin  (2  p  —  2)a? 
1         2p  —  2 

2y2p— !)...(p-f.!):r 


1  .2.3  ...  p 


/  2p  —  11  2p  —  1 


(2p  +  l)(2p)(2p-l)...  (p  +  2)    . 

r72T3  ...  (p  +  2)  *'"  '"• 

sin  (log  x)dx  =  jy  (  sio  log  œ  —  cos  log  x) 


RésilMÉ   DBS    PRINCIPALEU    FORMULES 


Intégrivics  (léHnies 


«~^  dx  =  ^i/t.. 


c  +  Œ»)  ctc  =  j 
-  dx=k. 


l 

/BJn  œ 

/    51^  = '"8 '°8 '' — 'og '*>«  «■ 
/    rogsin 

■Jo 


n  xdx  =  —  A  l°S  ^ 
ç  sin  xdx  =  —  ^  log  2 


'»rf-  _  (2p-t)(2p-3)       3.t  :: 


-■■^î'  / 


3^ 
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T, 


siii^i'  +  ^xdx  = 


(2p-h  l)(2^  — i)...:v 


0 


7Ï 


T* •  <\ .  Q  •  V  •>•  (VVaIiis) 


00 


«-«^^07  = 


_1  \/T. 

a      2  -  j- 


0 


00 


^m^  -  »^  Vjp  =  o  s 


1  3       2m  — 1     _ 2w T_l  v- 

2  2"*        2        *         ^      L 


OD 


e ■" ^'^  cos  2  i^xrfj:  =  5  ^         v^ 


,1 


\ogx 
I  —a? 


rfa;  =: -î 


It^ 


G 


0 


^2 

r2 


0 


\ 


»ûg^,  ,;,,  =  ^ 

1  —  X- 


^3 

8 


0 


00 


cos  œdx T. 

d'  -i-  x^       a 


—  a 


00 

1+00 


/         sin  xdx 


o 


_  OP 


a?^ 


-l 


0 


00 


1  -h  tr 


dx 


dx  = 


SLIl  /) 


il. 


0 


(1  -^  jr)  \/x 


T. 


Oip  <  1> 
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»+  00 


œ  sin  mx 


^*  -i  a 


l-  cîo?  =itô 


—  ma 


(m  >  0,  a  >  0> 


—  oc 


00 


0? 


C?^^  =  log  ù) 


0 


00 


—  a 


—  iùX 


X 


dx  =  log  u) 


sin  2  ax 


*-'  0 


dx=  ■; 


2  (c*''"'  —  ;•) 


1  — X 


rfj;  ==  — 


n 


B„  «2»  (B„  nombre  de  Beroouîlli) 


0 


il 


(■MM!r:^  rf^  ^  -  2 '"-!-*  B,  .^« 


1  -i-.r 


2^ 


0 


00 


in  vix     ,  i  /      i  ^         o\ 

i:rn  ^^ =2  l^ïïï^i  "  m -^  ^; 


sin 


OD 


sin  7nx     .  i 

ao?  =  K —  — 


e«  ^^  -+-  1 


2m       6»»^  —  e  -  "*  ' 


'0 


00 


dx 


sin  flr.r      aar tc  e«  —  e'"*'    /    ^^  j,\ 

sinhi rr^^ ""  2 e*»  —  c-^  ^^ "^ ^ 


oc 


cos  ao?    xdx         TT  c«  -f-  «"~" 


sin  6.1'  {  -^  X*       2  e''  —  e 


zzr,    {a<by 


0 

oc 


sin  a.:^        dx 


cos  èo?  a?  (i  H-  a:*)       2  e*  -i-  e 


00 


cos  «a*      dx 


cos  6./;  1  H-  ,T^       2  tf*  H-  e 


0 


HKSUMË    DES    PRINCI 

Si  fl  >  6,  soit  a  =  2  A  fi  +  c.  A" 

/      sin  ax     dx     w  e' 

I       sin  bx  1  -+■  a?*        2  ~ 
*-  0 

/ain  ao.'     f/a 
sin  fij;  1  + 

/rf,r      J-— ;.  _  2x'  ■ 
x\a%x  I  —  ,^' 

/dx     xf  ~2x''-\ 
œ  \oax  I  — j: 


J  0 


OogI 


(S.  élonl  le  coelficienl 

BécX 

£' 

;iog  tang  s; 

/■ 

/- 

i  2  (2t  -  1 

1t 

j. 

RÉSUMA    DES    rRINCIPALES    1 

a;"e~'  cos  xdx  ^=  -— v-. 


2-— 
a)"e  ~  '  sin  xtlx  =  ■       ! 


/ 
/ 

r  «'-:;ï'rf».=v'|"{i-, 
r'  f 

j       cos  yVi/  =     I        ain  yVj 

.('■ 

/     (1  +  X)  log  ..; 

/C08  (m  log  ,^;)  —  c 
log..' 
_ 


"  cos  (iH  sin  w)  I 
"  sin  (m  sin  u) 
log1 


sin  (>n  log  a;)  —  sin  (h  log  .r)  ,    _ 

'  rfj:  =;  Ti  arc  : 


f  cos.-e 
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t-^O 


*-'0 


cos  ma?  ,    ira»" 

1  —  2a  cos  0?  -H  a*  1  —  a*  * 


kIC 


iï 


v*}?  sin  X  dx  .1.  t        ■         \ 

1  —  2a  cos  0?  -h  a*        a      ®  ^  ^ 


0 


I      a  cos*  .r  -h  6  sin*  a? 


i 


2  cos  -:j 

Je 


«^  V^â'~"  6*  -" 


^(0<n  <l. 


fti: 


â? 


/sîn  07  tang  *^ 
1  —  2a  cos  X  -r  a'  !>+-«' 


ir 


/       Iog  (1 — 2a  cos  »nj:  +  a')   ,  ,       ..  _,„x    /   ^i 

I        — ^-^^ ,  ^ -ï- — ^  c?a?  =  ir  Iog  (1  —  ae    '")    («  <  » 


00 


rf.r 


i  —  oô—' 


(1  4-  a?^j  (l  -h  2a  cos  ma;  4-  a«)  2  (1  —  a*)  i  4-  ««    '"' 


00 


œ  sîn  nvrdr 


<L 


0 


( l  4-  a:«)  (1  4-  2a  cos  ?nx  4-  a*)        2  (a  4-  c'")* 


00 


m  m 


0 


e~i  —  e     2 


œ^'^-^dœ  2*"  — 1 


B„. 


e^  —  «~  ^  ""      4n      ""■ 


00 


»i   __   i>— wi 


e'"  —  e 


0 


2  e'"  -H  2  eus  a  +  c"'"' 


00 


gÉTj:  g  —  fiT 


e'^«'p p  —  'f^ 


cos  mxdx  = 


sin  a 


C"  4-  2  cos  a  4-  e 


==^f»*- 


0 


Dans  ces  de 

i/o 


/// 


RÉSUMÉ    HES    PRINCIPALES    FOBMULI 


Reclincadon  d'urcs  de  courbe 

a<l8.  Cycloïde  (Tome  i"  a"  286)  :  «  = 

ou  s  - 

Longueur  d'une  branche  complète  :  P  = 

Epicycloïde  (II  n°  212)  :        s  =  in  ("  -t-  lUl 
Longueur  d'une  branche  ;      l  =  --i^~Z' 
lîypocycloïde  (II  n"  212)  :     s  =  4a(i  -  ^)  (l 

Parabole  ly'  =  iax)  :  a  =a  ( —  I 


(nvec  lang  a  : 
u 

s  =  s/ax  -hx^  -f-  a  log  (v'.v  ■+- ^/a  +  œ)  ■ 

Spirale  logarithmique  :  (f  =  ae""")        s  =  — 
Lemniscate  p'  =  2a"  cos  2<a  (P  (ongueur  totalt 

Hi'licc  :  (x^  a  cos  o,  y  =  a  sin  »,  3  =  maç) 
Loxodromïe  :  (sin  (l(e"?  -\-e~~  "*)  =  2; 
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Chalnellc  :  y  — 


H-  e 


X  X 


Tractrice  ;  x  -+-  ^^a-  —  y*  =  a  log 


a  -f-  \/«^  — 


V 


y' 


ou 


L;|v/«._yi+y=o 


Spirale  d'Archimède  (p  =  aw)  : 


«  =  a  log  •' 


=  ^-  V^r-+-  to2  H-  «  log  (u)  +  v/i  -^  w*)  -4-  C 


h 

n- 

» 

S 


Cardioïde  [p  ==  a(l  -h  cos  to)]  : 


b» 


«  =  4  a  sin  ^  +  C. 


Courbe  à  m  boucles  (p'«  r=  2»»-  ^a"»  cos  ww)  :    P  = 


'ta 


Hypocycloïde    à    quatre    rebroassements    ou    astéroïde 


iJ^ 


y*  =:  a' 


P=6a 


fC 


Cissoïde  (2/*  =  2^^,)  : 


^         /8  a  — 


-30.^.^^3  1    vW-^^^:^^ 


07 


v/8a  — 3j?4- V^fl  — 3x 


Serret,  dans  le  XXXV«  Cahier  du  Journal  de  TEcole  Poly- 
technique, a  fait  connaître  toutes  les  courbes  dont  Tare 
s'exprime  par  un  arc  de  cercle  et  dont  les  coordonnées  recti- 
lignes  sont  des  fondions  rationnelles  de  la  tangente  trigono- 


k 


3G8 


CHAPITRE  Vin 


Aires  plane$$ 


»69.  Parabole  [tf  =  2p.r)  :  Segment  8  =  3  (2/mi)-  . 

Ellipse  ^J  -H  ^!.  =  1 ,       Segment  =  ab  arc  sin  |  —  -  *hV-^^. 

Aire  totale  =  tmL. 
Boucle  du  folium  {œ^  -i-  y'  —  3aa?2/  =  0).     S  =  -5-  . 

Courbe  a;*"  +  *  H-  y^"*^  *  =  (2n  h-  1)  aa?"^'».      S  =  (71  -+-  2)«-- 

Courbe  0*  =  sin'w  ces  w  . 


•     • 


S  =  ^  — ^—-_  =  0,555.1 


ra« 


\  Si  n  est  pair,       S  =  -^  ; 

Courbe  â?*«  +  y^'*  =  «*  (^3/)""*  j  ;^a2 

/  Si  n  est  impair,  S  =  -^  ; 

Lemniscate S  =  a-. 

Segment  parabolique  limité  par  une  corde 
perpendiculaire   à  Taxe   (coordonnées  d'une 

4* 

extrémité  de  la  corde  ,r,y) S  =  gay, 

Chaînette S  =  as, 

Cycloïde S  =  3rfl», 

Quadratrice  (y  =  x  col'--\ S  =  ra^  log  -• 


FiG.   3a 


Ellipse  ayant  pour  équation 

Ax^  -+-  2Uxy  -h  Cf/^  +  2\\v  4-  2Eî/  4-  F  =  0. 
On  pose 

A  =  —  (AE^  -h  BD^  —  2BDE  H-  FB*  —  ACF), 
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Aire  engendrée  par  la  cycloïde  en  tournant  autour  de  la 
tangente  en  un  point  de  rebroussement 

S  =  87l>a^ 

Aire  engendrée  par  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  tan- 
gente au  sommet 

Aire  engendrée  par  la  cycloïde  tournant  autour  de  sa  nor- 
male au  sommet 


S  =  8:ta' 


{"  -  !)• 


Ellipsoïde  de  révolution  aplati  {a  >  b) 


S  =  2ira2  -f-  -F--===|  log 


soit 


b^ 


on  trouve 


S  =  27Ta^  -+-  Tca^  ^ ^  log  . . 


Ellipsoïde  de  révolution  allongé 


soit 


S  =  2-1:0^  H — arc  CCS  -  . 


e^  =  1  —  .-.- .  b  = arc  sm  e  -f-  2r6*. 

ù*  e 


Tore  (rayon  du  cercle  générateur  =  a)  S  =  47:^06. 

Surface  dont  la  méridienne  est 

une  astéroïde S  =  i-  ^ra*. 

5 

une  chaînette S  =  nab. 


RÉSUMÉ   DEB   PRINCIPALES 

(en  appelant  b  l'ordoiinée  du  somme: 

le  Long  du  parallèle  limite) 

une  cardioïde  toumaal  autour  de  sou  . 

Aire  d'un  hélicoïde  :  portion  compi 
de  rayons  r  ot  r,  et  deux  plans  faisa 
L'équation  de  la  courbe  plane  général 
It  =  0,  on  a  l'aire  d'une  tranche  de  sw 


V  r  v'(»  - 


«10.  Prisme  et  cylindre  V  = 

Pyramide  et  cône  V  - 

Sphère  V  = 

Segment  sphérique  V  - 

Ellipsoïde  V  ^ 

Règle  (les  trois  niveaux  s'appliqua 
par  des  surfaces  latérales  ri5g1ét!s  et  d 
B'  désigne  l'aire  de  la  section  équidist 

V  =  J(B  +  B'  + 

Tas  de  cailloux  (hauteur  h,  dimena 
l'autre  a',  b') 


r  ■■  ^ 
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Segment  d'ellipsoïde  compris  entre  deux  plans  parallèles 
au  plan  zoy  ;  on  appelle  a\  b'  les  demi-diamètres  conjugués 
parallèles  à  ces  plans,  0  leur  angle,  c'  le  diamètre  conjugué 
des  premiers,  a  son  angle  avec  le  plan  zoy 

Tore  engendré  par  un  cercle  de  rayon  a 

Volume  d*un  segment  de  paraboloïde  elliptique,  com- 
pris entre  le  sommet   et  un  plan  perpendiculaire    à   l'axe 

U>        9.  I 

V  =  it^'  v^. 

Volume  compris  entre  le  plan  des  xy^  le  cylindre  x^  -H  y* 
=  r^  et  le  cylindre  parabolique  az  =  2y* 


itr* 


Volume  compris  entre  une  sphère  de  rayon  R  et  un  cône 
droit  ayant  pour  base  un  grand  cercle  et  pour  hauteur  mil 


"->'['- l?F^i-i]- 


Volumes  de  révolution  :  la  méridienne  est 

une  astérbïde,  V  =  fL  T.a* 

une  chainelte  (voir  n°  27(1  pour  la  notation)  V  =  ^  r.a^b 

un  limaçon  de  Pascal  V  =  w  x6  (a*  +  b% 

une  cardioïde  V  ==  -  r.a} 


RliSlTME   DRS    PRINCIPALES   1 

une    cycloïde  (l'axe  iltant  la  tangente 

sommet 
une  cycloïde  (l'axe  étant  la  base  de  la 

cloïde) 

Volume  engendré  par  le  segment  p 

bolîque  abc  tournant  autour  àe  ac 

autour  de  bc 

autour  de  bl 

autour  de  al 


Volume  de  la  surface 


(f)"-(l)- 


Volume  de  la  surface  a;'  +  y^  -§-  3*  ; 

Volume  engendré  par  une  droite  de 
s'appuie  sur  deux  droites  dont  l'angle 


=    ^T.t 


'  tang'  < 


Volume  limité  par  la  surface  dont  I 
la  somme  des  inverses  de  leurs  dista 
d'un  tétraèdre  régulier  soit  nulle.  (Equ 
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Centres  de  graiilé 


2>7\,  Chaînette  (soit  AN  la  normale  à  rextrémilé  de  Tare, 
S  le  sommet,  SN  Taxe,  G  le  centre  de  gravité) 


SG  =  GX 


FiG.  37 


Cycloïde 


Fie.  38 


Arc  de  cercle  d'angle  26,  le  rayon  du  cercle  étant  a  : 
distance  au  centre OG  =  aA— , 

Secleur  circulaire OG  =  ô  «  ^t—  • 

Zone  :  le  centre  de  gravité  est  au  milieu  de  la  hauteur 
Tranche  sphérique  ayant  h  pour  hauteur  et  a   et   6  pour 
rayons  des  bases.  Soit  z  la  distance  au  centre 

a*  — ô* 


6 


h' 


lh(a^ 


b^) 


Hémisphère 


_3R 


RËSUMt   MIS   PRINaPALBS   FORMULES  37j 

Cloioide.  —  Celte  courbe  a  élé  renconlrée  par  Fresnel  dans 
l'élude  de  la  diiTractiou  ;  elle  a  pour  équations 

a      i     cos  »    ,  a      /     sin  o    , 

'V„    ''  *^V„    ''' 

el  l'on  voit  que  <f  est  l'angle  de  la  tangente  en  un  point  avec 
l'axe  des  x.  Son  arc  a  pour  valeurs  "=  a  v'^  ï  ^^  rayon  de 
courbure  en  un  point  p  =  —  ,  Les  coordonni^es  du  centre  de 
gravité  Gonl 

'5  ^  a;  —  p  sin  ç 

"  =  y  —  p  (i  —  ces  o) 


Moments  d'Inertie  (*) 

372.  Dans  les  formules  qui  suivent,  le  moment  d'inertie 
est  désigné  par  la  lettre  I.  Sauf  avis  contraire,  pour  les  sur- 
faces (le  révolution,  le  moment  d'inertie  est  toujours  pris  par 
rapport  à  l'axe. 

Poutre  droite  &  section  rectangulaire  par  rapport  à  son  axe 
longitudinal 

I  =  *  (a'  +  *')  abc 
Sphère  par  rapport  à  un  do  ses  diamètres 


Tore 


(")  Un  graDd  nombre  des  résuUala  qui  figurent  dans  ce  n'  sont  em- 
pruntée &  J'ouvroge  de  H.  Jean  Résal  sur  les  Ponts  Uélalliques  (Ency- 
clopédie des  Travaux  Publics,  fondée  par  H.  Leclialas). 


v-i-r-ir 


^6 
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Moment  d*inertie  d'un  rectangle  ayant  pour  côtés  Oy  b,  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  au  milieu  du  côté  b 


l^al^ 


Même  rectangle  avec  un  évidement  rectangulaire  et  conceii- 
irique  ayant  pour  côtés  c  parallèle  h  a  qï  d  parallèle  à  b 

I  =  ^  (a6-  -  cd') 

Losange  par  rapport  à  la  diagonale  a,  les  longueurs  des 
diagonales  étant  a  et  b^ 

Polygone  régulier  de  n  côtés  et  de  rayon  R 

2  n  \4         n       12         n/ 


Double  T 


1-1 — " ■"■■   •■"A 


^.-- 


;«»' 


'I  :-  '  ■r,'; 


FiG.   39 


1 


Moment  par  rapport  kox      I^^  =  -^^^  {ah^ 

\  ma 

Moment  par  rapport  à  oy     \^r=—  I a' (6 


crf») 


-c)'] 


Cercle  plein,  par  rapport  à 
un  diamètre 

Couronne  circulaire 

Ellipse  pleine,  par  rapport 
à  son  axe  2a  ^ 


I  =  J  ,r  (R*  —  R'») 


CHAPITRE   IX 


FORMULE  DE  GREEN.  —  POTENTIEL 


On  rencontre  en  mécanique,  et  dans  l'étude  de  l'électricilé 
ou  du  magnétisme,  des  fonctions  qui  jouent  un  rôle  très  im- 
portant. Pour  faciliter  Tétude  de  ces  fonctions,  nous  établirons 
d'abord  deux  formules  fondamentales. 


Transforinalion  dMntégrales  de  volume 

en    Intég;rales    de     surrace 

Formule  d*Oslrogradsky 


ST3«  Nous  allons  démontrer  la  formule 

^  ^  ■^r-^'^'j'^'  \      (1) 

=  S(P  ces  a  -+.  Q  cos  p  -h  R  ces  ^{)d^. 

Dans  cette  formule,  l'intégrale  triple  est  supposée  étendue  à 
un  volume  V  fermé  par  une  surface  (S)  ;  l'intégrale  double 
s'étend  à  cette  surface,  a,  p,  y  sont  les  angles  que  fait  respec- 
tivement avec  ox^oy,oz  la  demi-normale  extérieure  à  la  surface 
(S).  Les  fonctions  F,  Q,  R  sont  des  fonctions  d'^,  y,  z  conti- 
nues sur  (S)  ;  elles  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
dans  tout  le  volume  Y. 


« 

,1 
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Nous  supposerons  d'abord  que  la  surface  (S)  soit  convexe. 
Considérons  Tintégrale  triple 


'^  ^'^y^'- 


Intégrons  d'abord  par  rapport  à  œ,  depuis  a-,  jusqu'à  jl\,  r, 
et  x^  étant  les  abscisses  des  points  où  une  parallèle  à  ox  rea- 
contre  la  surface  (S)  ;  nous  obtenons  pour  valeur  de  Fintégrale 


S-  /      /    [P(^,.y,z)^P(x,,y,z)]dyd:s^.  (2) 


Ç  Mais,  au  point  Xi,  y,  jy  on  a  (n*  203  form.  27) 

r  dydz  =•  —  dv  ÙQ6  0L, 

n' 
m 
• 

l  et  au  point  ir^,  y,  z 

» 

l  dydz  =  de  cos  a. 

i  L'intégrale  (2)  peut  donc  s'écrire 

SP  cos  a  c?<j, 

» 

L'intégration  s 'étendant  à  toute  la  surface  (S),  On  démon- 
trerait de  môme  que  les  deux  termes  suivants  dans  l'intégrale 
triple  (1)  sont  respectivement  égaux  aux  deux  derniers  termes 

du  second  membre. 

Si  la  surface  (S)  n'est  pas  convexe,  on  opérera  comme  aa 
n^  207  ;  la  formule  (1)  s'applique  donc  à  tous  les  cas. 


Formule  de  Green 


ST4«  Dans  la  formule  (1)  d'Ostrogradsky,  poBOBS 
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379 


et  introduisons  le  paramètre  différentiel  de  Lamc^  (In°  111) 


nous  obtenons  la  formule 


/// 


Vl^ydccdijcls 


=  s  (  —  ces  31  -4-  -—  cos  a  -+-  —  C08  y]  d^ 


(3) 


Une  xiouvelle  notation  permet  de  simplifier  récriture  de  cette 
importante  formule.  Appelons  dérivée  de  la  fonction  Y  au 
point  tA{x,  t/j  z)  dans  la  direction  MN,  la  limite  du  rapport 

V(a/.  y\  z')  —  \(x,  y,  z) 

M'(.^',  l/,  x)  étant  un  point  infîniment  voisin  de  M  sur  MN,  du 

dV 
c6té  positif.  Posons  mw  =  dn  :  cette  dérivée  s'écrira  ^.  Or  on 

a  évidemment 


ffy    ^y  dx     bV  dv     i^y  dz    ^v  oy      ^     ov 

-y-=— --= — \-  ' — yi-i -j-=  —  cosa-h--  ces  p  -h  r~  ces  v, 

f'n      ô.r  dn       (sy  dn       ^z  dn       ^x  ?>//         ^       Xiz         *^ 


ôV 
^U 


ôV 


la  iormule  (3)  s'écrit  donc,  si  MX  est  la  direction  de  la  demi- 
normale  extérieure, 


J  J  J    U  le 

-  fff- 


T-  :: Ht-  r~  )  dxdyd 


^ 


Ydxdydz  =  SU^^  ^œ      (4) 


,.1 
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Telle  est  la  formule  qu*on  Jésigae  souvenl  sous  le  nom  de 
formule  de  Greeii  ;  mais  on  désigne  aussi  sous  ce  nom  celle 
qu'on  en  déduit  en  échangeant  les  lettres  U  et  V  et  en  reIran- 
chant  l'équation  obtenue  de  la  précédente 

A  vrai  dire,  la.  formule  de  Green  s'applique  de  préiércnce  à 
la  normale  intérieure  ;  il  faut  donc,  pour  l'obtenir,  changer 
les  signes  du  premier  membre  et  écrire 

Elle  s'applique  à  tous  les  volumes  possibles,  limités  ou  non 
par  plusieurs  surfaces  distinctes.  Par  exemple,  si  le  volume  est 
compris  entre  deux  sphères  concentriques,  pour  la  sphère 
extérieure  la  normale  sera  comptée  vers  le  centre  ;  pour 
l'autre  sphère,  elle  sera  comptée  en  sens  contraire. 

Pour  établir  la  formule  de  Green,  nous  avons  supposé  les 
fonctions  U,  V  continues,  et  bien  déterminées  ainsi  que  leurs 
dérivées  dans  tout  le  champ  de  l'intégration.  Nous  n'exami- 
nerons pas  comment  il  faut  modifier  la  formule  dans  le  cas 
contraire  ;  mais  l'exemple  que  nous  allons  traiter  suffira  à  fair^ 
comprendre  comment  on  doit  opérer  si  Ton  rencontre  des 
discontinuités. 


275.  Considérons  deux  fonctions  U  et  V  telles  que,  dans 
tout  le  champ  de  l'intégration,  on  ait 

A»  U  =  0  et  Aï  V  =  0  ; 


la  formule  (5)  deviendra 


s  («  «  -  V  S)  ".  =  «         (e) 
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Soil  d'abord  U  =  1,  cette  égdlllé  se  réduit  à 


Soit  maintenant 


Si  le  point  a,  b,  c  ne  fait  pas  parlie  du  champ  de  l'intégra- 
tioD,  U  ne  deviendra  pas  intinie,  on  a  d'ailleurs  identique- 
ment 

A.  1  =  0. 

Donc,  pour  toute  fonction  V  telle  que  A,  V  ;=  0,  on  aura 
par  la  formule  (6) 


=  0 


Si  le  point  A  (a,  b,  c)  fait  partie  du  volume,  on  commen- 
cera par  l'entourer  d'une  sphère  S  de  rayon  très  petit  dont  il 
soit  le  centre;  soit  i'  l'ensembje  des  autres  surfaces  qui  limi- 
tent le  volume.  L'équation  (6)  s'écrit 


et  elle  s'applique  à  condition  d'exclure  du  champ  de  l'inlégra- 
tion  le  volume  intérieur  à  la  sphère  s  et  de  prendre  les  dérivi^es 
sur  la  normale  extérieure  à  celle  sphère.  En  changeant  le 
sens  de  celte  dernière  normale,  on  devra  écrire 
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Calculons  le  second  membre  ;  comme  r  est  constant  sur  h 
sphère,  il  se  réduit,  à  cause  de  (7),  à 

-  S,  V  '^r  ch 


(hi 


Mais 


^r  \  dr        1 


dn  r^  dn       r^        ^  '    ' 

et«  sur  la  sphère 

C08  (r,  n)  =  ï  ; 
l'intégrale  précédente  s'écrit  donc 


1 


Or,  comme  on  peut  prendre  le  rayon  de  la  sphère  aussi 
petit  que  Ton  veut,  V  est  inrmiment  voisin  de  sa  valeur 
V  (a,  b,  c)  au  point  A,  et  l'intégrale  peut  s'écrire 

—  47rV  (fl,  h,  c). 

L'on  a  donc  enfin  la  formule  fotidamenlale 

V («. ,, C)  =  l^  S,  \y  "^ _ ;. ^Y  / a,:        (8) 

Elle  fait  connaître  la  valeur  de  la  fonction  V  en  un  point 
quelconque  du  volume  en  fonction  de  ses  valeurs  et  de  cAk^ 

de  -r-  supposées  connues  sur  les  surfaces   limites.  Bien  en- 
tendu, il  faut  que  V  satisfasse  a  Téquation 

A,  V  =  0 

270*  On  peut  résoudre  le  même  problème  si  la  fonction  ' 
'^'^*'sfait  à  réquation  précédente  en  dehors  de  la  surface  l'.'" 


L; 
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faut  alors  supposer  que  VR,  R^  ^-  ,  R*  ^  ,  R'  -r;  onl  des  mo- 
dules ioférieurs  à  un  nombre  fixe  M  lorsque  R  croit  h  l'inliai. 
Le  point  A  est  compris  entre  la  surface  i'  et  une  sphère  z 
<le  rayon  R  suffisamment  grand.  En  isolant  le  point  A  par  une 
sphère  de  rayon  infiniment  petit,  on  voit,  comme  précédem- 
ment, que 


t.V(,,6,c)  =  S    IV     ' 


La  première  de  ces  intégrales  est  nulle  en  vertu  des  hypo- 
thèses faites  ;  car  elle  peut  s'écrire 

-  Ifind  vers  l'unité  ;  V  tond  vers  zéro  ainsi  que  les  trois  pro- 
duits n'"  ,Bf'  ,R^'(.  11  reste  donc 
ax        dij         dz 


d- 


t  liV 


d^.        (9) 


comme  dans  le  premier  cas  ;  seulement  ici  les  dérivées  sont 
prises  sur  la  normale  exlérieure. 

Ou  démontrerait  d'une  manière  analogue  que,  si  U  est  dis- 
continue on  un  point  (a,  b,  c)  et  si  l'on  désigne  encore  par 
V  {a,  b,  c)  la  valeur  de  \  en  ce  point,  la  formule  (5)  de  Green 
doit  s'écrire 

(UA,V  — Yi,U)iix(fj<(i  +  4=V{ii,J,c)  =  0.  (tO) 


•///' 


f 
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l>éfliiltlons 


'.  Soit  F  une  force  appliquée  au  point  A  (a,  b,  c); 
soient  X,  Y,  Z  les  composantes  de  cette  force  suivant  trois 
axes  de  coordonnées  rectangulaires.  On  sait  qu*oa  appelle 
travail  élémentaire  de  la  force  pour  un  déplaceoieat  da^  db, 
de  du  point  A  Texpression 


yida  4-  ^db  4-  ïdc  ; 

mais  cette  expression  n'est  pas  en  général  une  diiTéreotiel/é 
exacte  et  nous  avons  vu  (n^  105)  les  conditions  nécessaires 
pour  qu'elle  le  soit.  Supposons  ces  conditions  réalisées  d 
soit  V  la  fonction  dont  l'expression  précédente  est  la  différen- 
tielle 

d\  ^  Xda  -f-  \db  4-  Zdc  ; 


on  aura  alors 


X  = 


Y  = 


ÔC 


(«0 


p 

r 


Si,  au  lieu  d'une  force,  on  a  un  système  de  forces  appli- 
quées au  point  A,  et  si  le  travail  élémentaire  est  encore  use 
différentielle  exacte,  les  projections  de  la  résultante  sur  les 
axes  seront  encore  données  par  les  formules  (11). 

On  dit  alors  qu'il  existe  une  fonction  des  forces  ou  encore 
que  les  forces  ont  un  potentiel  (*)  V. 

Donnons  un  exemple  emprunté  à  l'attraction  Newlonienne 
ou,  ce  qui  revient  au  mfime,  à  l'électricité. 


(•)  Quelques  auteurs  distinguent  entre  les  mots  potentiel  et  fonctioi\ 
potentielle  ;  nous  n'uvons  pas  cru  devoir  les  suivre  dans  celte  voit?* 
Glausius  ap|ielle  fonction  potentielle,  la  fonclion  de  force  lorsqu'au 
point  A  se  trouve  une  masse  égale  à  Tunité  de  la  matière  agissante. 
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278.  Soient  A  et  M  deux  points,  ayant  pour  coordonnées 
respectivement  a,  b,  cei  x,  y,  z;  soit  r  leur  distance 


r  =  v/(x  -  a)»  -f-  (î,  -  bf  +  [z  -  c)'.  {12) 

Di'signons  par  m  et  m'  deux  coeffîcienU  attachés  aux  points 
A  et  M  (masses)  ;  la  force  attractive  ou  répulsive  qui  s'exerce 
entre  A  et  M  a  pour  expression 


/  étant  une  constante  numérique  positive.  Pour  pouvoir  pré- 
ciser le  tangage,  nous  supposerons  qu'il  s'agisse  AeValtrac- 
tion  Newtonienne  et  nous  donnerons  au  point  A  la  masse  I 
(»i=  1)  ;  l'attraction  exercée  sur  le  point  A  a  donc  pour 
«expression 


(13). 


'elle  est  dirigée  de  A  vers  M. 

Ses  composantes  suivant  tes  trois  axes  seront 


'  r'  '■       f 

Y  =  Ap       ï^  )  (14) 

On  aura  évidemment 

Xrfa  +  YrfS  +  Zrfc  =  rf.  ^ 

«t  par  suite  le  potentiel  sera 

Plus  généralement,  soit 

CiLcn  nrunifiaui.  25 


dS6 
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TexpressioD  de  la  force  dirigée  vers  le  point  A.    Les  eompo- 
santés  seront 


X  =  — 


X  —  a 


o(r).      Y  =  -  L*  ç(r),      Z  =  - 


—  c 


fr) 


et  si  Ton  pose 


on  aura  encore 

V      dV 
^  —  da' 

..       dV 

^       db' 

7       dS 

^      de- 

Si  Ton  a  un  système  de  points  agissants  sur  le  point  A,  Tl 
faudra  composer  toutes  les  forces  telles  que  (13)  ;  leur  résul- 
tante aura  pour  projections  sur  les  trois  axes 

Le  potentiel  aura  pour  expression 


v=2;^ 


m 
r 


ou,  plus  généralement, 


V  =  2  /?  (^0  dr, 


et  Ton  aura  encore 


^•^-;>a'     "'^sz;'     "'-^ 


(Ib-) 


Polcnliels-voliimes 


270*  Supposons  maintenant  que  le  système  attirant  soit 
une  masse  continue  ;  on  doit  la  considérer  comme  composée 
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d'une  inliailé  de  masses  inliaimont  petites.  Soit  r/u  un  volume 
inliaiment  petil  autour  du  point  x,  y,  z  et  soit  p  {r,  y,  z]  la 
masse  de  l'unité  de  volume,  ou  lu  densité  en  ce  point;  nous 
supposerons  celte  densité  essenliellemont  finie.  Ce  volume 
exercera  sur  le  point  A  une  attraction  ropréaenti'e  par  Telle- 
ment 

?  (,*.-.  y.  z)  d^ 
'  ~      r^      ~ 

ou,  plua  simplement,  en  supposant  la  constante  /  égale  à  l'u- 
nilc,  par 


p  (a;,  y.  j)_  t/... 
Le  poletitiel  est  l'intégrale  triple 


(tC) 


=iy/-= 


hl)d.  =  Sti^Ui±)a.,,      (17) 


le  champ  de  l'intégralion  comprenant  toute  la  niasse  attirante. 
Nous  allons  encore  montrer  que  les  dérivées  do  V  sont  égales 
aux  composantes  de  l'attraction  exercée  sur  le  point  A. 

280.  1°  Aous  supposerons  d  abord  que  le  point  A  ne  /ait 
paspartie  de  la  masse  attirante.  Dans  ce  cas,  aucun  élément 
de  l'intégrale  (17)  ne  devient  infini  et  l'on  peut,  sans  précau- 
tion, ditTérentier  sous  le  signe  S.  On  aura  donc,  en  écrivant  : 
au  lieu  de  p  {rc,  y,  s), 

^a  •  (ta 

ou,  en  cfTectuant, 

S  =  S?.-i=-îd«;  (18) 

on  aura  même  deux  autres  égalités. 
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Le  voiame  élémenUire    16)  exerce  sar  A  uoe  action  dont  la 
composanU^  suivant  ox  a  pour  expression 


X  — a   , 
— -5 —  a  w  ; 


on  a  donc  encore,  en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  composantes 
de  l'attraction  totale. 

x=;x.  M=%,  z='i. 

Ce  sont  les  formules  (15). 

28  !•  2^  Supposons  maintenant  que  le  point  A  fasse  partie 
de  la  masse  attirante.  Nous  allons  démontrer  que^  dans  ce 
cas  encore,  non  seulement  le  potentiel,  mais  aussi  ses  dérivées 
du  premier  ordre  sont  finis  et  continus. 

A  cet  eiïet,  employons  les  coordonnées  polaires  déGnies  par 
les  formules 

X  —  a  =  r  008  0  oos  '!/  \ 

y  —  6  =  r  cos  8  sin '{/  >    (!9) 

z  —  c  =  r  sin  6  ;  ) 

rélément  de  volume  a  pour  expression 

rfo)  =  r*  sin  Mrd^d^, 
et  le  potentiel  (17)  devient 

V  =  Spr  sin  6  drdM'l^, 

Il  ne  renferme  plus  aucun  élément  infini,  V  est  donc  fini. 
Considérons  maintenant  la  quantité 

X  =  Sp  ^^  rfo),  (20) 

qui  figure  dans  le  second  membre  de  l'égalité  (i8)  ;  par  la 
même  transformation  de  coordonnées,  on  lui  donne  la  forme 

X  =  Sp  sîn  0  cos  6  rfrefOd'^.  (2!) 


T-^r- 
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Cette  quanlilé  est  encore  finie  ;  mais  il  n'est  plus  permis 
d'affirmer  qu'elle  est  la  dérivée  de  V,  parce  qu'on  Ta  obtenue 
par  une  difTérencialion  sous  le  signe  S.  Pour  établir  ce  point, 
uous  décomposerons  la  masse  att.rante  M  en  deux  masses  M^ 
et  M^,  l'une  M^  étant  très  petite  et  contenant  le  point  A  ;  à  ces 
deux  masses  correspondent  deux  potentiels  Vj,  V,  tels  que 

V  =  Vi  4-  Y,. 

Les  attractions  correspondantes  ont  pour  composantes,  sui- 
vant ox,  Xj,  Xj  et  l'on  a  évidemment 

Considérons  dans  la  masse  Mi  un  point  A!,  très  voisin  de  A, 
sur  une  parallèle  a  ox  et  soient  Y',  V',,  V,  les  potentiels 
correspondants  relatifs  aux  masses  M,  M^  M^.  Nous  aurons 

V V       V  V        V  V 

Aa  Aa  Âa       ' 

on  a  évidemment.  M,  étant  une  masse  extérieure  à  A  et  à  A', 

V   V 

lorsque  Aa  tend  vers  zéro. 

D'autre  part,  si  l'on  met  Xj  sous  la  forme  (21),  il  est  évi- 
dent que  Xj  a  pour  limite  X  lorsque  le  volume  de  la  masse 

y/   y 

Mi  tend  vers  zéro.  Si  donc  nous  pouvons  prouver  que  — ^*--r — ^ 
tend  vers  zéro  avec  Aa,  il  sera  établi  que 

^  =  lim  ^--r— ^  =  X.  (22) 

ôa  Aa  ^     ' 

y    y 

Cherchons  une  limite  supérieure  de  — ^ *-  ;  on  a 

Aa  Aa  \y       ^v  Aa     rr 
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Soit  P  un  point  quelconque  de  la  masse  Mj  ;  dans  le  triaa- 
}^le  PAA\  on  aura 

m 

Donc 


la 


<  S  — ,  rfo)  <  Sp^p  H-  pj^rfo)  ; 


dans  le  dernier  membre,  Tintégrale  se  décompose  en  deux 


:?    d(ù  .        c»    d 


qui  sont  finies  comme  on  le  voit  en  prenant  des  coordonnées 
polaires  dont  le  centre  est  A  pour  la  première,  A'  pour  la 
seconde.  Ces  deux  intégrales  étant  finies  tendent  vers  zéro 
lorsque  le  volume  de  la  masse  Mt  tend  vers  zéro,  ce  qui  éta- 
blit la  formule  (22). 

282.  Il  résulte  immédiatement  des  deux  numéros  précé- 
dents que  la  force  a  pour  expression 


^  =  VU)  -^U)  -^(35)' 

c* est-à-dire  qu'elle  est  égale  au  premier  paramètre  différentiel 
de  Laine  A|V« 


283.  Le  potentiel  V,  étant  fini  et  déterminé,  ainsi  que  ses 
dérivées  premières,  dans  tout  respaco,  est  une  fonction  coii' 
tinue  des  coordonnées  du  point  A. 

284.  Le  potentiel  et  ses  dérivées  premières  tendent  vers 
zéro  lorsque  le  point  A  s^ éloigne  à  f  infini. 

Posons 

R2  =  a'-  +  ^2  -h  c«. 
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Le  potentiel  peut  s'écrire 


Rj 


lorsque  R  devient  ïnliDi,  le  rapport  -  tend  vers 

produit  R  X  V  lend  donc  vers  une  limite  finie, 
■nasse  attirante  M,  et  le  potentiel  V  tend  vers  si 
o  t  ou,  plus  simplement,  comme  =  . 
De  raéaie,  on  aura 

H'  —  :^  O3  —  — dm 

— ■  lend  vers  l'unité,  -~^  tend  vers  le  cosinua  d 

que  fait  avec  ox  la  direction  dans  laquelle  A  s'est 
i'infini.  On  a  donc 

limR»^  =  — Mcosa, 
Les  dérivées  premières  du  potentiel  tendent  vers  z 


285.  Passons  aux  dérivées  secondes.  Il  n'y  a  t 
«une  difficulté  si  le  point  A  ne  fait  pas  partie  di 
attirante.  On  peut  encore  dériver  sous  le  signe  S  et  > 


s>V 


:  Sprf.^1 


Si  l'on  ajoute  ces  trois  égalités  membre  ù  m< 
obtient  la  célèbre  Equation  de  Laplaee  : 
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*iS&,  Si  le  point  A  fait  partie  de  la  masse  attirante,  le< 
dérivées  secondes  sont  indéterminées  en  ce  point  parce 
qu'elles  ont  un  élément  infini  et  rien  de  ce^qui  a  été  établi 
au  paragraphe  précédent  ne  subsiste. 

Nous  mettrons  alors  la  dérivée  première  [^sous  une]^autre 
forme.  On  a,  dans  tous  les  cas, 


ia 


fff^'- 


et 


1  i 

ô  -  ù  - 

V  r 


d*où 


isa 


'^j  j  j  ^"^^  '^'^'^'^'' 


D'autre  part  on  a  vu  (n°  273)  que  toute  intégrale  triple  peut 
être  remplacée  par  une  intégrale  de  surface 

/      /      /  ^  dxdydz  —  I      I  Vd7  cos  (N,  x). 
Posons  U  =  p  X  --;  lii  formule  précédente  devient 


et,  par  suite,  on  a 


g  =f  fj  l  S^  ^-%^-  -f  f~  .«^'  cos  (N.  X).     (25 
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somme  de  deux  fondions  dont  l'une  est  un  potenliel-volume  ; 
l'autre  ne  contient  plus  d'élément  infini,  comnnc  on  s'en 
assure  facilement.  Preriuns  alors  de  nouveau  les  dérivt^es  par 
i'.ipport  à  a  : 

S  =J   j  J  ÎÙ '■-'■■'«'''-]  J  pï^A-MN,.); 

mais  la  deuxième  intégrale  contient  un  élément  infini,  parce 
que,  si  A  est  aur  la  surface,  on  a,  en  assimilant  la  surface  k 
un  élément  plan  dans  le  voisinage  du  poinf. 


La   seconde  intégrale   est  donc  indéterminée;    mais  for- 
mons A,V 

Or 

£É  ^  —  "  _,   'V  !/  —  ^  _,   "p  •  —  ^  „  ■'? 
-'—  cos  (N.  x\  +  -î^^  cos  (N,  y)  ■+  ~?  co3  (N,  :î)  =  cos  (N,  y)  ; 
donc 
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Soit  dS  rélément  d'une  sphère  de  rayon  un  ayant  le  point 
A  pour  centre.  On  aura  dans  lout  le  volume 

et  sur  toute  surface  limite 

d7  CCS  (N,  r)  =  r'-dS. 
La  valeur  de  A^V  devient  ainsi 

elle  est  dégagée  de  lout  élément  pouvant  devenir  infini. 

Appelons  Po  la  densité  au  point  0  ;  la  première  intégrale 
triple  s'etlectue  en  partie  et  Ton  a 


d'où  enfin 


A,V  =  ~  47:po.  (26) 

Cette  équation  remarquable  est  connue  sous  le  nom  A^équa- 
lion  de  Poisson;  elle  contient  l'équation  de  Laplace  comme 
cas  particulier,  puisque,  dans  le  cas  où  le  point  A  ne  fait  pas 
partie  de  la  masse  attirante,  la  densité  Po  y  est  nulle. 

Î887,  On  peut,  de  cette  équation,  déduire  une  autre  formule 
célèbre,  due  à  Gauss.  En  clTet  écrivons  l'équation  précédente 

III   ^i^  dxdydz=^  —  4~   III   ?^dx  dydz^ 
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l'intégration  i-tant  éteadue  de  nouveau  au  volume  de  toti 
partie.  M,  de  la  masse  agissante.  L'intôgrale  du  second  n 
bre  a  pour  valeur  cette  mas^e  M.  Quant  au  premier  men 
àl  s'tîcrit,  à  cause  de  la  formule  d'Ostrogradsky  (n"  273), 


ffi 


•  (S.j)- 


l'inli-gration  s'elTecluant  sur  la  surface  qui  limite  M. 

Soit  F  la  force  qui  s'exercerait  sur  une  molécule  de  n 
unité  placée  au  point  x,  y,  z  de  la  surface,  F^  sa  compo! 
normale,  X,  Y,  Z  ses  composantes  suivant  les  a\es.  On  a 

de  »!/  ,>3 

F,  =  X  cos  (N,  œ)  +  Y  cos  (N,  y)  -i-  Z  cos  (N,  2). 

L'intégrale  préc<.>dente  s't^rit  donc 


//""'• 


Il  en  résulte  Véqtiation  de  Gauss 


Jf...^.. 


Si  l'on  changeait  le  sens  positif  sur  la  normale,  il  fau 
■écrire 


//•■ 


Cette  équation  se  traduit  par  l'énonce  suivant.  Cuasidi 
une  surface  fermée  quelconque  et  multiplions  chaque  élé 
-de  la  surface  par  la  composante  normale  de  lattractioi 
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s'exercerait  sur  une  molécule  de  masse  égale  à  l'unité  placée  sur 
rélémcnt  ;  la  somme  de  ces  produits  est  égale  au  produit  par 
^r.  de  la  masse  attirante  renfermée  ù  Tintérieur  de  la  surface. 


Surfaces  de  niveau 


288.  On  appelle  surface  de  niveau  le  lieu  des  points  A 
pour  lesquels  le  potentiel  conserve  une  valeur  constante 

V  =  V  (a,  ô,  c)  =  constante 

La  force  (T attraction  appliquée  en  un  point  A  dune  surface 
(le  niveau  est  normale  à  la  surface. 

En  effet  la  force  a  pour  composantes  X,  Y,  Z  et  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  sont  proportionnels  à 

ôV     ôV     ^\ 
Isa'  ô6  '    ôc  ' 

c'est-à-dire  à  X,  Y,  Z. 

On  a  de  plus  F  ==  ih  -7-  ,  cette  dernière  dérivée  avant  la 
^  dn 

signiOcation  du  n°  273.  Supposons  maintenant  le  point  A 
mobile  dans  l'espace  ;  le  travail  élémentaire  de  la  force  appli- 
quée à  ce  point,  a  pour  expression,  comme  nous  l'avons  dil^ 
Xda  -h  Yc?6  H-  Idc  =  —  d\  et  le  travail  total  quand  on  passa- 
de la  surface  de  niveau  V^  à  la  surface  Vb  s'exprime  par  la 
différence 

T  =  V„  -  Vx 
Supposons  le  point  mobile  venant  de  l'infini  ;  alors 

V.  =  0,         ï  =  v„ 

On  voit  donc  que  \q  potentiel  en  un  point  est  égal  au  tro' 
vail  de  l'attraction  totale  qui  se  serait  exercée  sur  le  fo'mi 
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pour  l'amener  de  f  infini  à  la  position  qu'il  occupe  actnellf 
ment  dans  l'espace.  (lelte  propriété  est  souvent  prise  pour  di 
lînition. 

Les  trajectoires  orthogonales  des  surfaces  de  niveau,  c'es' 
à-dire  les  lignes  de  fiux  ont  pour  équations 


dx       dif dz 

X  -  Y  -  ■£• 


Principe  de  Dirichlet 


380.  En  résumé,  lo  potentiel  jouit  des  propriétés  sui- 
vantes. C'est  une  lonction  des  coordonnées  du  point  a,  b,  c 
<|ui  s'annule  à  l'inQuî  ainsi  que  ses  dérivées  premières,  qui  es 
•-ontinue  ainsi  que  ses  dérivées  premières  dans  tout  l'espaci 
et  dont  enrin  les  dérivées  secondes  vérlTient  l'équation  di 
l'oisson 

i,V  =  -fcf. 

Ces  propriétés  sont  caractéristiques;  nous  les  appelleront 
conditions  de  Dirichlet.  Il  peut  mt^me  se  faire  qu'on  ignore  s 
en  eertaios  points  isolés,  ou  sur  certaines  lignes  isolées  ou  sui 
certaines  surfaces,  l'équation  de  Poisson  est  vérifiée.  La  fonc- 
tion n'en  sera  pas  moins  parfaitement  définie.  Il  suffit,  poui 
lo  voir,  de  vérifier  que  la  différence  m  de  deux  fonctions  V  cl 
V',  remplissant  les  conditions  cï-dessus  énoncées,  est  nulle 
dans  tout  l'espace. 

On  aura  alors 


lie  plus  u  est  nulle  &  l'infini  et  sur  les  surfaces  limites;  elle 
est  linie  et  continue  dans  tout  l'espace.  Multiplions  les  deux 
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membres  de  l'égalilé  précédente  par  wrfw  el   ialegrons  dan> 
tout  l'espace  occupé  par  la  matière  active.  Il  vient 


///■ 


Ai  ifdbi  =  0  ; 


ce  qui  peut  s*écire,  à  cause  de  la  formule  (4)  dans  laquelle  on 
fera  V  =  U, 

///te)'- (S)'- (â*)'] --//■' s- =»■«=«' 

l'intégrale  double  s'étendant  à  toutes  les  surfaces  limites. 

Mais  u  est  nulle  sur  toutes  ces  surfaces,  donc  l'intégrale 
double  est  nulle,  et  il  en  est  de  même  de  liotégrale  triple 
dans  tout  l'espace,  à  cause  de  (28)  ;  on  a  donc  identiquement 

ùa  ^0  iv 

î(  a  donc  une  valeur  constante,  et,  comme  elle  est  nulle  sur  les 
surfaces  limites,  elle  est  nulle  dans  tout  l'espace. 

Cette  démonstration  suppose  les  surfaces  limites  à  distance 
finie,  parce  que  les  hypothèses  faites  n'entrainent  pas  Tanna- 

lation  de  w  --  rfor  à  TinGni:  nous  examinerons  bientôt  com- 

ment  il  faut  la  compléter  si  le  champ  de    Tintégratioa  est 
inSni.  Mais  auparavant  nous  établirons  deux  corollaires. 

200.  Premier  corollaire.  Soit  u  une  fonction  finie  et  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  dans  tout  un  espace  limité,  ayant 
une  valeur  constante  C  sur  les  surfaces  limites,  et  enfin  véri- 
fiant réquation 

Cette  fonction  sera  constante  dans  tout  l'espace  considéri'. 
lin  eifet  la  fonction  u  —  C  satisfait  à  toutes  les  conditions  du 
théorème  précédent.  Elle  est  donc  nulle  identiquement. 

Ce  corollaire  s'étendra  de  lui-même  au  cas  d'un  champ  w- 
fini,  dans  les  mêmes  conditions  que  le  théorème. 
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SOI.  Dettxième  corollaire.  Une  fonction  îi,  finie  et  con- 
tinue ainsi  qae  ses  dérivées  dans  un  espace  limité,  et  telle 
que 

Aj  u  =  0, 

ne  peut  prendre  dans  cet  espace  que  des  valeurs  comprises 
entre  la  plus  grande  M  et  la  plus  petite  m  des  valeurs  qu'elle 
prend  sur  les  surfaces  limites.  En  effet,  supposons  qu'elle 
puisse  atteindre  en  un  point  0  de  cet  espace  une  valeur  u^,  su- 
périeure à  M 

Sur  tout  rayon  raend  de  0  à  la  surface  limite  il  sera,  à 
cause  de  la  continuité,  possible  de  trouver  un  point  P  en  lequel 
la  fonction  u  prenne  une  valeur  Uj,  assignée  d'avance  entre 
I/o  et  M.  Le  lieu  de  ces  points  P  sera  une  surface  fermée;  la 
fonction  u,  constante  sur  cette  surface,  satisfera  à  toutes  les 
conditions  du  premier  corollaire.  Elle  sera  donc  constante 
dans  tout  l'intérieur  de  la  surface,  et,  en  particulier,  en  o  où 
devra  avoir  la  valeur  Uj„  ce  qui  est  contradictoire  avec  la  sup- 
position qu'elle  a  la  valeur  ti^. 

202.  Revenons  au  théorème  pour  examiner  le  cas  d'un 
champ  infini.  Il  s'agit  de  démontrer  qu'il  ne  peut  exister  deux 
solutions  distinctes  satisfaisant  aux  conditions  de  Dirichlet, 

En  effet,  s'il  existait  deux  solutions  distinctes  s'annulant  à 
linfini,  il  serait  possible  d'assigner  une  sphère  de  rayon  très 
grand  sur  laquelle  leur  différence  u  aurait  des  valeurs  infé- 
rieures à  un  nombre  e  fixé  arbitrairement.  Cette  sphère  ren- 
ferme les  autres  surfaces  limites  sur  lesquelles  la  différence 
est  nulle  ;  d'après  le  corollaire  précédent,  la  fonction  u  ne  peut 
prendre  entre  la  sphère  et  les  surfaces  limites  que  des  valeurs 
comprises  entre  s  et  zéro.  Comme  s  peut  être  pris  aussi  pelil 
que  Ton  veut,  u  est  identiquement  nulle. 

893.  Le  problème  ou  principe  de  Dirichlei  consiste  en 
ceci.  On  vient  de  voir  qu'il  ne  peut  y  avoir    deux  solutions. 
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Mais  en  existe-t-il  toujours  une  ?  C'est  la  question  qae  nous 
allons  traiter  en  faisant  observer  que  nous  n*avons  pas  eu 
besoin  de  faire  intervenir  les  propriétés  du  potentiel  qui  con- 
sistent en  ce  qu'il  tend  vers  zéro  comme  g ,  et  ses  dérivées 

1 

comme  wj  • 

Remarquons  d*abord  qu'il  sufQt  de  démontrer  le  théorème 
pour  Téquation  de  Laplace.  En  eiïet  soit 

A,  V  =  —  ikp 

l'équation  de  Poisson  ;  elle  admet  une  infinité  de  solutions, 
nous  le  démontrerons  en  étudiant  les  équations  aux  dérivées 
partielles.  Soit  V©  Tune  de  ces  solutions,  on  posera 

V=Vo-f-W 

et  W  satisfera  à  Téquation 

A,  W  =  0. 

Il  s'agit  donc  de  trouver  une  fonction  satisfaisant  à  Téqua- 
tion 

A,V  =  0 

dans  un  champ  donné  (d'un  seul  tenant  ou  non),  et  qui 
prenne  des  valeurs  données  sur  les  surfaces  limites  qui  li- 
mitent ce  champ. 

II  existe  évidemment  une  infinité  de  fonctions  qui  prennent 
sur  des  surfaces  données  des  valeurs  données.  Soit  W  celle 
de  ces  fonctions  qui  rend  minimum  l'intégrale  triple 

nous  allons  montrer  que  W  est  la  solution  cherchée.  En  effet 
soit  U  une  fonction  qui  s'annule  sur  les  surfaces  données  ;  ^^ 
fonction 

V  ==  W  +  A  U 
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prendra  sur  ces  surfaces  les  valeurs  données,  quelle  que  soit 
h.  LHntégrale  triple,  ci-dessus  considérée,  s'écrit  pour  cette 
fonction  V 

///[c^)'-(f)'-(f)']- 

/    /    /  I  *^  ^  "^  ^y  ^y  "^  ^^  ^^    I 


et  elle  pourra  être  rendue  inférieure  à  son  premier  terme  pour 
des  valeurs  sufQsammeat  petites  de  h  qui  rendront  le  second 
terme  négatif,  si  ce  second  terme  existe.  Pour  que  le  premier 
soit  un  minimum,  il  est  nécessaire  que  le  second  disparaisse, 
ce  qui  entraîne  la  condition 


/// 


/ôU  t>W       (>U  cvW       î>U  ù\V\    , 


A  cause  de  la  formule  de  Green,  on  peut  écrire  cette  con- 
dition 


f  f /''■'" '-ff 


u  -^  d,  =  0. 


Mais  U  est  nulle,  par  hypothèse,  sur  les  surfaces  auxquelles 
s'étend  la  seconde  intégration.  On  a  donc  dans  tout  le  vo- 
lume 


fff"  '■  " 


'  iho  =  0; 


Calcul  ixrimTÉsiaLVL  20 
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or  cela  Q*eat  possible,  pubqae  U  est  arbitraire,  que  si 

A,  W  =  0, 
ce  qui  démontre  le  théorème. 

204.  Le  problème  de  l'attraction,  a  donc  toujours  une  so- 
lution. Mais  s*ilest  prouvé  qu'elle  existe,  sa  détermination  pra- 
tique est  loin  d'être  effectuée.  Nous  ne  pouvons  pas  exposer 
les  importants  travaux  auxquels  ce  problème  a  donné  nais- 
sance. Nous  nous  bornerons  à  faire  connaître  les  résultats  les 
plus  simples. 


Attraction  des  sphères,  «les  ellipsoïdes 


S95.  Nous  examinerons  d'abord  l'attraction  d'une  couche 
sphérique  sur  un  point  A  (a,  b,  c).  La  couche  sphérique  peat 
n*ètre  pas  homogène  ;  nous  supposerons  seulement  que  la 
densité  p  en  un  point  ne  dépend  que  de  la  distance  de  ce 
point  au  centre  de  la  sphère.  Soit  r  cette  distance  :  on  peut 
supposer  Torigine  des  coordonnées  au  centre  de  la  sphère, 
c'est-à-dire  écrire 

r*  =  a^  4-  6^  4-  c' 
rdr  =1  ada  -h  bdb  -h  cdc. 

Le  potentiel  V  sera  évidemment  une  fonction  de  la  seule 
distance  r  et  l'on  aura  identiquement 


ôV       dV  a 

o«V       d^\  a^       r«       a^'dV 

ba        dr  r* 

ôa*        dr*  r*            r^       dr 

,  „       d^Y       2  rfV 

*  dr^       r  dr 


Calculons  encore  la  masse  M  de  la  couche  sphérique  ;  si  K 
etB,  sont  les  rayons  des  sphères  qui  limitent  la  couche,  ou 
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aura  évidemment,  en  désignant  par  >  le  rayon  d'un 
intermédiaire 


et  si  la  couche  est  homogène 

Cela  posé  nous  aurons  à  considérer  deux  cas. 

206.  i°  Le  point  k  ne  fait  pas  partie  delà  couche  Sf 
On  a  alors  en  ce  point 


ou  encore 

c  et  (/  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Si  te  point  A  est  à  l'intérieur  de  la  couche  sph^ 
pourra  fitre  i  l'origine,  et  comme  le  potentiel  est  fini, 
qu'oD  ait 

c  =  0,        V  =  c-. 
.  Pour  calculer  la  constante  c',  revenons  à  la  définit] 


.fffu...r\.. 
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Comme  il  est  constant,  on  peot  supposer  le  point  A  à  Tori- 
gîne,  c'est-à-dire  poser  r  =  X.  On  a  alors 

oXfA. 


et  dans  le  cas  d'une  couche  homogène 


/*i 


XrfX  =  2rp'R,*  — R^«).  (29 

Ri 


Le  potentiel  étant  constant,  les  composantes  de  rattraclion 
et  Taitraction  sont  nulles.  Donc  une  masse  creuse  formée  de 
couches  sphériques  homogènes  n'exerce  aucune  action  sur  tm 
point  situé  dans  la  cavité.  Le  théorème  subsiste  si-  le  poiot 
est  sur  la  surface  intérieure  de  la  cavité. 

Sî  le  point  A  est  à  Textérieur  de  la  masse,  on  sait  que  ie 
produit  V  X  r  tend  vers  la  masse  M  attirante  lorsque  le  point 
s'éloigne  à  Tinfini.  On  aura  donc 

c'  =  0,        c  =  M, 

v=-=     '    ^ 


Rfi 


et  pour  une  couche  homogène 


4     p 


V  =  ji:^,(R.'-Bo»).  (30; 

Donc  U7ie  masse  creuse  formée  de  couches  sphériques  con- 
centriques et  homogènes  exerce  sur  un  point  placé  hors  de  sa 
surface  extérieure  la  même  attraction  que  si  toute  cette  masse 
était  concentrée  au  centre.  Le  point  peut  être  sur  la  surface 
extérieure  de  la  masse. 


—  »    »       -    t  ■• 


FORMULE   DE   GRE£N.    —   POTENTIEL  40o 

!IÏ0'7«  2^  Le  point  A  fait  partie  de  la  masse  attirante.  Soient 
Bq  et  R,  les  rayons  des  sphères  qui  limitent  cette  masse 

R,  <  r  <  R. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  potentiel  se  composera  de 
deux  parties,  celui  Vi  de  la  couche  comprise  entre  les  sphères 
de  rayon  r  et  R,  et  celui  V^  de  la  couche  limitée  aux  rayons 
Rq  et  r  :  la  dernière  couche  seule  exerce  une  attraction  sur  le 
point.  On  aura 

En  supposant  la  densité  constante  dans  toute  la  masse,  on  a 

V  =  27rp  (R»  _  r»)  -4-  I  TT  &  (r»  -  R„»), 
ou  en  simplifiant, 

V  =  27rpR«  -  \  TTor^  -  \  rp  ^ .  (31) 


On  en  déduit  pour  la  force  attractive 


„  d\      i  4      R,» 

dr       3    '  3    '     r 


S'il  s'agit  d'une  sphère  pleine,  Rq  =  0  et  rattraction  a  pour 
expression 

F  =  o  T^?r, 

Elle  est  proportionnelle  à  la  distance  du  point  au  centre  de 
la  sphère. 

208.  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  vérifier  sur  cet  exemple 
simple  les  propriétés  fondamentales  du  potentiel.  V  est  ici 
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une  fonction  de  r  seulement  qui  prend,  lorsque  r  varie  de  zéro 
à  rinPini^  les  trois  formes  suivantes  (29)  (30)  et  (31).  : 


-  V). 


pour 

0  <  r  <  R, 

V  —  2T.p  (R,» 

pour 

R.<r<Ri 

V  _  2^?  (r.> 

pour 

R,<r<(» 

V  _  ^  ,p(R.» 

r«       2R„'\ 


i 


-Ro^)7.. 


Celte  fonction  est  continue  comme  on  le  vérifie  aisément  en 
faisant  r  =  R^  ou  R,*  aux  point  où  la  fonction  change  de 
forme.  Ses  premières  dérivées,  qui  représentent  Tattractioa 
exercée  sur  le  point  A,  sont  également  continues.  Mais  on 

trouve  pour  les  trois  formes  de  -j-j  successivement 


pour 
pour 


pour 


0  <  r  <  Ro 
Ro  <  r  <  R, 

Rj  <  r  <  00 


dVjf 


=  0, 


—  -   TTO  — *- 


3' 


.3    » 


4 


Les  deux  dernières  expressions  ne  sont  pas  identiques  pour 
r  =  Ri  :  la  dérivée  seconde  est  donc  discontinue.  Si  Ton  cal- 
cule AjV,  dans  le  cas  du  point  A  faisant  partie  de  la  niasse^ 

on  aura  {n^  297) 


^^^        dr^ 


2dy 

r  di 


-  -,—  =  —  4:10. 


Le  potentiel,  que  nous  avons  trouvé  par  un  prooédé  indi- 
rect, vérifie  donc  bien  l'équation  de  Poisson. 

200.  Nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  résultats  relatifs 
kV ellipsoïde.  Soit 


^V   ?7* 


a*    •    6^    '    d" 


=  4 


réquatîoA  de  rellifpsotde  ;  «,  ^,  ^  les  cooMioanées  du  poiat  ai- 
tké. 
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Si  le  point  A  est  extérieur^  Maclauria  a  démontré  que  roii 
peut  remplacer  rellipsoïde,  supposé  homogène,  par  un  autre 
homofocal  au  premier  et  dont  la  surface  passe  par  le  point  A  : 
les  actions  exercées  par  ces  deux  masses  sont  proportionnelles 
aux  densités  et  aux  produits  des  axes  des  ellipsoïdes,  elles  sont 
dirigées  dans  le  même  sens. 

Si  le  point  A  est  intérieur,  la  composante  suivant  ox  a  pour 
expression 

les  deux  autres  s*en  déduisent  par  des  changements  de  lettres. 
Elles  dépendent  des  fonctions  elliptiques  ;  elles  sont  propor- 
tionnelles aux  coordonnées  du  point  attiré.  L'intégrale  à  cal- 
culer est  la  même  quelle  que  soit  la  position  du  point. 


Potentiels-surfaces 

300.  On  a  souvent  à  considérer  en  électricité  des  couches 
électriques  qui  sont  superficielles.  Il  leur  correspond  des  po- 
tentiels qui  ne  sont  pas  tout  à  fait  analogue  aux  précédents. 

Soit  un  élément  de  surface  d&  autour  du  point  M  de  la  sur- 
face S,  et  soit  k  un  coefficient  attaché  à  ce  point  (densité  élec- 
trique) ;  le  coefficient  k  est  une  fonction  des  coordonnées  x, 
y,  :;  du  point  M.  L'attraction  exercée  par  l'élément  de  sur- 
face rfS  sur  une  masse-unité  placée  en  A  (a,  6,  c)  a  pour 
expression 

en  posant 

r"'  =  (a?  -  rt)«  4-  (y  -  hy  -\- {z  —  c)\ 
et  le  potentiel  de  toutes  les  actions  analogues  est  la  fonction 


=//- 
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Tintégrale  étant  étendue  à  toute  la  surface  S.  Il  est  facile  de 
vérifier  que,  si  le  point  A  ne  fait  pas  partie  de  la  surface  S, 
ce  potentiel  jouit  des  mêmes  propriétés  que  les  potentiels-vo- 
lumes et  en  particulier  que  Ton  a 

A^  V  =  0 

80I.  Il  en  est  tout  autrement  si  le  point  A  est  sur  la  sur- 
face. 

Je  dis  d'abord  que,  môme  dans  ce  cas,  le  potentiel  reste 
fini.  En  effet  il  se  compose  de  deux  parties,  celle  V,  qui  pro- 
vient des  points  de  la  surface  non  voisins  de  A  et  Taulre  V. 
qu'on  peut  considérer  comme  provenant  des  points  de  la  sur- 
face renfermés  à  Tintérieur  d'un  cylindre  de  révolution  dont 
la  trace  sur  le  plan  tangent  en  A  sera  une  petite  circonférence 
de  rayon  R  concentrique  au  point  A.  Appelons  r,  la  projection 
du  rayon  vecteur  r  =  AM  sur  le  plan  tangent,  w  Tangle  de  r 
et  de  r^,  dS^  la  projection  de  l'élément  rfS  et  e  l'angle  du  plan 
de  Télément  rfSj  avec  le  plan  de  pro-jeclion  :  on  aura 

Tj  =  r  ces  u) 

(IS^  =  dS  ces  e 

et 


y       M  M        €*>  ces    O)    C/S 


r       /  /      ACO 


ces  8 


Si  le  point  A  est  un  point  ordinaire  de  la  surface,  les  angles 
<jii  et  e  seront  petits,  et  la  quantité 


k  ces 


O) 


ces  e 

sera  inférieure  à  un  nombre  M  fini.  On  aura  donc 


V,  <  M 


//t^ 
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mais,  en  introduisant  des  coordonnées  polaires 

dS,  =  r,  dr,  m. 


On  a  par  suite 


V,  <M    /        /       di\(l9 


V,  <  2i:RM 


Le  potentiel  V,  est  donc  fini,  et  même  peut  être  pris  aussi 
petit  qu'on  voudra  puisque  le  ras'on  R  du  cylindre  de  révolu- 
tion est  arbitraire.  Le  potentiel  V  est  donc  fini  et  continu  pour 
tous  les  points  de  l'espace,  y  compris  ceux  de  la  surface. 

SWt.  Examinons  mainlenent  les  dérivées  premières,  et 
pour  simpliQer,  supposons  d'abord  la  surface  agissante  plane. 
Soit  o:  un  axe  perpendiculaire  au  plan,  et  ox,  oy  deux  axes 
dans  le  plan  ;  nous  allons  étudier  comment  se  comporte  la 
d(5rivée  par  rapport  à  z  lorsque  le  point  A  parcourt  oz. 

Le  point  M  agissant  i5tant  dans  te  plan  xoy  a  pour  coordon- 
nées polaires  ,o  cos  6,  p  sin  El  et  o  ;  on  a  alors 

>•'  =  ?■  +  c 

v=  r  fHM3 
j  j  *>' + <=' 

Si  la  différentiation  sous  le  signe  /    /  était  permise,  on  au- 


'-m 


+  c'f 
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Posons 


y M       M     fiCpdoclB 


m 


I      « 


=  c    I  P^P    ,       I       kdf^ 


,2ir 


if  -h  C^) 


en  limitant  Tintégration^à  un  cercle  de  rayon  très  petit  e,  parce 

que,  en  dehors  de  ce  cercle,  Z  est  évidemment  continue.  L'iû- 

»2« 


tégrale  s-    /      kd^  a  pour  valeur  la  densité  moyenne  K  dans 


le  cercle  de  rayon  o  : 


Z  =  2c 


cette  expression  peut  encore  s'écrire,  en  vertu  du  théorème  de 
la  moyenne, 


Z  =  2irc  K 


0 


ou 


z  =  27r  C  Ko  Uc^)     ^  —  (e*  H-  C«)  ""à  j 

Si  c  est  positif,  on  a  (c*)  "^  =  -  ;  si  c  est  négatif,  (c*)     *  = 
.En  distinguant  ces  deux  cas  par  un  signe  mis  comnie 

V» 

indice  à  la  lettre  Z,  on  aura 


Z^=2.K.[l--=,] 
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Si  e  tead  vera  zéro,  l'une  de  ces  valeurs  tend  vers  i-aK^  et 
l'autre  vers  —  2ît  Kj.  La  fonclion  Z  éprouve  donc  une  brusque 
âîscoDlinuili5  lorsque  le  point  A  traverse  le  plan  des  j-^;  mais 
l'on  a  en  tout  cas 

Z+-Z_  =  4::*,.  (32) 

en  désignant  par  A,  la  limite  de  K„  lorsque  «  tend  vers  zéro, 
c'est-à-dire  la  densité  en  M. 

Mats,  pour  tout  l'espace  où  il  n'y  a  pas  de  discontinuiti^, 
on  a 

'"  ~       rfr  ' 
on  a  donc  à  la  limite,  lorsque  c  tend  vers  zéro, 

303.  n  est  presque  évident  que  ce  théoritme  subsiste  lors- 
que le  plan  est  remplacé  par  une  surface  qui  lui  est  tangente 
en  0.  On  s'on  assurerait  facilement  en  considérant  la  fonction 


dont  la  partie  principale  est,  pour  :;  et  p  inOniment  petits. 


J  J  fr'  '+  4' 


c'est-à-dire  l'intégrale  qui  vient  d'être  étudiée.  On  a  donc 

Z  +  —  Z_  =  Z,  4.  —  Z,  _    =  4^0, 
on  encore,  par  une  notation  qui  s'explique  d'elle-même, 


ÎA  z*  x   A  ^-  -ina»:»*^  trrrtTwr  li  f«rifc(CA  scâruiî  la  oor- 


.♦L  T  —  ist"^  :  Kdif  j*eiiie  in»  jef  •'''j.y«-  — .  -^—  sont  coa- 


l-Wîf- 


z-r    :,-r'.'.  :a  '  L   ci-  Ii.c  iT*r  >*  aies  des  aB:zles  «,  ?.  ;, 


.*■       > 


î^ri  ^à  -^ir^L  .:a  jt  1*  àtîrrt*  -.t  rda-tire  à  cette  direc- 


>L         T.   a 


—  *•:■§  s ;•»  s  —     —  cos 

c  J  1  •*  J 


■  —       -    -      L  -     ~       ^^  — J 

-^  drzx  ^z^zz^ATS  çr^;<L*t5  «:»bI  ank  en  vertu  de  la  conli- 
n-  :é  ie§  d-^rrr^  q^I  j  $oal  coatinoes;  le  dernier  a  poar 
Talrur  —  4"»  I,  iZTLznt  en  l'a  vu  au  numéro  précédent.  On  i 
d:n* 

—  —    -  .  *      =  4=lr^  cos  7.  (3i) 

Ea  r<r<um^.  le  poteotiel-$arface  est  ane  fonction  finie  et  cod- 
tio'j?  d«n§  io  jt  l'espace  ;  saaf  sur  la  sarface  agissante  où  l'on  a 

EaGn  l'on  viTÎîieraît  aisément,  comme  pour  les  poteatiels- 

volumes,  que  les  produits  Vr  et  H  ^—  sont  finis  lorsque  r  de- 
vient infini. 
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Polcnticis-ligncs 


305.  Il  nous  reste  &  examiner  l'efTet  produit  par  de  la 
matière  active  répandue  le  long  d'une  courbe,  d'un  111  élec- 
trique inQniment  mince  par  exemple. 

Pf eus  appellerons  e  la  densité  linéaire  au  point  M  (a:,  y,  s)  ; 
c'est  une  fonction  connue  en  chaque  point  de  la  courbe.  Soit 
ds  l'élément  d'arc.  Le  potentiel-ligne  est  l'expression 


'^f- 


C'est  encore  une  fonction  continue  des  coordonnées  du 
point  A,  ainsi  que  ses  dérivées,  dans  tout  l'espace  excepté 
peut-être  le  long  de  ta  courije,  ce  que  nous  examinerons  dans 
un  instant.  On  a  de  plus  dans  tout  l'espace,  excepti!  sur  la 
courbe, 

i.V  =  0. 

Examinons  ce  que  devient  cette  fonction  lorsque  le  point  A 
est  sur  la  courbe  ;  la  seule  partie  du  potentiel  qui  puisse  de- 
venir iadéterminée  est  celle  due  aux  éléments  de  la  courbe  voi- 
sine du  point  A.  Nous  considérerons  seulement  le  cas  d'une 
droite  limitée  au  voisinage  de  A.  Soit  ox  cette  droite  ;  suppo- 
sons le  point  A  sur  01/  et  soit  tj  son  ordonnée.  On  a  alors 


■  étant  petit.  Le  théorème  de  la  moyenne  permet  de  faire 
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sortir  e  du  signe  I  ,  en  mettant  en  dehors  une  valeur  e^  coni* 
prise  entre  le  maximum  elle  minimum  de  e  : 


dx 


ou 


e  -4-  V  V  -H  s' 


V  =  ^ilog  , , 


=  2^1  [log  (e  -H  •»!«  -^  6>)  —  log  ij] 

Lorsque  r^  tend  vers  zéro,  le  premier  logarithme  reste  fini, 
parce  que  e  ne  peut  être  nul  tant  qu'il  y  a  de  la  matière  active  ; 
V  devient  donc  inGni  comme  —  ïe^  log  t^.  La  dérivée  devient 

inGnie  comme  — ~i,  c'ost-à-dire  que  le  produit  r,  _  tend 

vers  —  2e^,  en  désignant  par  «o  !&  densité  au  point  0. 

On  verrait,  par  des  procédés  analogues  à  ceux  déjà  em- 
ployés, que  ce  théorème  subsiste  si  la  droite  est  remplacée 
par  une  courbe  qui  lui  est  tangente  en  0,  et  aussi  que  Y  tend 
vers  zéro  le  point  A  s'éloigne  à  l'infini. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ces  potentiels, 
moins  usités  que  les  potentiels-volumes  et  nous  termineroa» 
le  chapitre  par  quelques  considérations  sur  des  fonctions  qui 
se  rencontrent  dans  un  grand  nombre  de  problèmes  de  phy- 
sique ou  de  mécanique  et  qui  sont  intimement  liées  à  ce  qoi 
précède. 


Fonctions  de  Laplace 

300.  Les  potentiels  sont,  comme  nous  Tavons  vu,  des  solu- 
tions de  l'équation 

lU-         î>^*  ^z^  ^     ' 
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exception  faite  de  certaines  régions  de  l'espace  où  l'on  a 
AjV  =  —  47rp.  Ce  ne  sont  pas  d'ailleurs  les  seules  solutions. 
Maïs  leur  existence  suffit  pour  montrer  tout  l'intérêt  qui 
«^attache  à  l'étude  de  cette  équation.  On  appelle  fonctions  de 
Laplace  les  solutions  de  cette  équation  qui  sont  des  polynômes 
homogènes,  ou  plutôt  les  fonctions  de  0  et  <p  qui  en  résultent 
après  la  transformation  des  coordonnées  rectilignes  en  coor- 
donnaires  par  les  formules 

00  =zr  sin  0  cos  «p 

y  r=zr  sin  0  cos  cp    V  (36) 

z  :=  î'  cos  0 

Nous  avons  vu  (l  n^  111}  que  cette  substitution  transforme 
réquation  (35)  dans  la  suivante 

^        1  b^  1       0*1^       2  ôw       cot  e  Î>M  _  ^  ^ 

La  fonction  Y„  de  Laplace,  ou  fonction  sphérique  d ordre  w, 
sera  une  expression  homogène  de  degré  n  en  sin  0  cos  ?,  sin  0 
sin  <p  et  cos  ô,  telle  que 

u  =  r»  Y„  (38) 

soit  une  solution  de  l'équation  (37).  Elle  contient  2n  h-  1  coeffi- 
cients arbitraires  ;  en  effet  un  polynôme  homogène  u  de  degré 
n  contient  (» -^    ){n-^2)  ^^Q^iQ^j^j^^g  jyjg^jg  ^^^  ^^^  j^  ^^^^^ 

n  — .  2  et  doit  s'annuler  identiquement,  ce  qui  donne  (^Lriilî 
conditions  ;  il  reste  donc  (^  +  ^)'>  +  2)  _  iJL^J} ^  ou2n+l 
coefficients  arbitraires. 

SOT.  Les  polynômes  Yn  vérifient  une  équation  différen- 
tielle facile  à  former  ;  il  suffit  de  porter  dans  l'équation  (37)  la 
valeur  (38)  de  w.  On  trouve  ainsi 

n(n-M)Y„H-coie^^"H-^Y,_^^^_.nr,^^       (39) 
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308.  Théorème,  —  Soient  Yn  et  Yn'  deux  fondions  sphé- 
riqties.  On  aura^  sur  la  sphère  de  rayon  un, 


//'•'■ 


d<t  —  0. 


m 


en  désignant  par  d<t  T élément  de  la  surface  sphérîque. 

Ea  elTetla  fonction  Y»  vérifie  l'équation  (39),  qui  peut  s'é- 
crire 


n  («  -+-  t;  Y„ 
de  même  on  a 


n'  (n'  +  1)  Y„' 


K      d  l  .    .  f.Y,\ 

sTrê  dh  (*'°  «  -^j 


i      d  f  . 
sïn  0  dO  \^'" 


ôY„- 


dO  /^  sin 


i      c>»Y 


^0    ^^2 


?-=0. 


Multiplions  la  première  équation  par  Yn',  la  deuxième  par 
Yn  ;  puis  retranchons  membre  à  membre.  11  vient 


[n(n+l)-n'(n'4-l)J  YnY„' 

i__  '^  Ty    îL^»      y  ^^"'1  —  n 

sm  «  e  r/;^  L   **    f>ç  ""  ^"  Tf  J  ""  " 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  (h, 
c'est-à-dire  par  sinO  ch  dB,  et  intégrons  sur  toute  la  surface  de 
la  sphère  ;  pour  cela,  faisons  varier  6  de  0  à  tt  et  o  de  0  à  2i:  ou 
inversement  e  de  0  à  2?:  et  ©  de  0  à  r.  Le  deuxième  terme  de 
Téquation  par  exemple  s'écrira 


ou 


I     d,  [«i„  0  (y,,  ^»  -  Y„  ^.jf^  . 

^0 
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Ce  dernier  crochet  est  un  polynôme  en  sîn  B  et  cos  0;  il 
pread  donc  la  même  valeur  pour  0  =  0  et  pour  8  =  it.  L'inté- 
grale est  donc  identit^uemenl  nulle.  On  verrait  facilement  qu'il 
ea  est  de  même  du  deroier  Icnne  de  l'équation  que  nous  inté- 
grons sur  la  sphère  ;  il  reste  donc  seulement 


rc 


Y„  Y,'  i 


ce  qui  est  bien  l'équation  (iO). 

l.a  démonstration  supposa  essentiellement  n  ^  n'. 

309.  Les  polynômes  X„  de  Legendre  (Chapitre  IV}  ou 
plutôt  les  polynômes  P„  qu'on  en  déduit  en  y  remplaçante 
par  cos  u)  sont  des  fonclious  de  Laplace. 


Considérons  en  ellet  un  point  A  de  coordonnées  1,  e,  <;  sur 
lu  sphère  de  rayon  un  et  point  M  (p'.O'.s')  quelconque  intérieur  : 


A  M  =  r  =  (1  -i-  p"  —  2  p'  cos  0))  '  ; 

l'angle  w  des  rayons  veoleurs  OA  et  OM  est  donné  par  la  for- 
mule de  trigonométrie  sphérique. 

cos  to  =  coa  0  cos  S"  -r  sin  6  sin  0'  cos  (=.  —  f  )         (41) 
on  îait  que  la  fonction  V  =  -  s^atislail  à  l'équation  (35);  c'est 


-y'r 
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une  fonction  de  6  et  cp  à  cause  de  (41).  D*autre  part^  si  on  la 
développe  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  p',  il 
résulte  de  la  délinilion  même  des  polynômes  de  Legendre  qoe 
le  coefficient  de  p"  sera  le  polynôme  P»,  et  comme  réquation 
Aj  V  =  0  doit  être  vérifiée  quel  que  soit  p\  P„  est  une  solution 
de  cette  équation,  c  est  donc  une  fonction  sphérique. 

310.  Le  potentiel  d*une  couche  sphérique  quelconque  de 
rayon  R  peut  être  développé  .en  série  ordonnée  suivant  les 
fonctions  ¥„.  On  a  en  effet 


d(j  étant  l'élément  de  la  sphère  de  rayon  un  ;  si  p  est  le  rayon 
vecteur  du  point  attiré  A,  on  a 


r  =  v'R*  —  2Rp  cos  0)  H-  p*. 
Suivant  que  R  est  inférieur  ou  supérieur  à  p,  on  écrira 


/,        2R  R* 

r  =  pi/i cos  w  H y 

'V        ?  p 


ou 


.  =  Ry/l-2-^ 


p  p2 

1   2  Y,  cos  0)    -h  1T5 

R* 


Ton   développera  -  en   série   suivant  les    puissances   ascen- 

dantesde  -ou  de  £.  On  mettra  ainsi  le  potentiel  sous  une 
p  R  . 

des  deux  formes  : 

(R\n  + 1 
—  )  , 

pour  l'intérieur  V»  =  2  B„  f  ^  j    • 

L'équation  Ag  V=  0  ayant  lieu  quelque  soit  p,  A„  etB»  sont 
encore  des  fonctions  Yn,  et  le  problème  résolu. 
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31 1«  On  déduit  delà  le  développement  d'une  fonction 
quelconque  de  0  et  de  <p  sous  la  forme  d'une  série  de  fonctions 
de  Laplace 

F  (0,  ?)  =  Yo  4-  Y,  H-  Y,  -+- ...  -h  Y,  -+-  ... 

Il  suffit  pour  cela  de  concevoir  que,  sur  la  sphère  de  rayon 
uUy  on  a  répandu  une  couche  active  de  densité  F  (0,  «p)  au  point 

6,  <p. 

Nous  avons  vu  (n^  305)  qu'on  a  pour  cette  densité  la  for- 
mule 


^-^^2il\dn)  I        UJ-J 


or 


*V  =  S 


r     ' 


Tintégrale  étant  prise  sur  la  sphère  de  rayon  R.  Nous  venons 
d'apprendre  à  développer  Y  en  série  de  fonctions  sphériques  ; 
d^autre  part 


et 


(dy\  _(dv\ 


On  a  donc  tous  les  éléments  de  la  solution  sur  laquelle  nous 
ne  nous  étendrons  pas  davantage. 


Théorème  général 


312«  On  rencontre  en  mécanique  et  dans  les  applications 
de  la  physique  des  actions,  d'une  autre  nature  que  les  attrac- 
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lions  ne\Yioniennes,  dont    nous   devons    en    dire    quelques 
mots. 

Soit  en  M  (x^y^  z)  un  élément  agissant,  masse  vecioriellej 
assimilable  à  un  vecteur  MF  dont  nous  désignerons  la  gran- 
deur par  la  lettre  F  et  les  angles  avec  les  axes  de  coordonnées 
par  les  lettres  a,  p,  y-  L'&ction  laplacienne  exercée  sur  un 
point  A  {a,  bj  c)  sera  un  vecteur  $,  perpendiculaire  au  plan 


ÂMF  dans  un  sens  tel  qu*un  observateur  ayant  les  pieds  en  M 
et  la  tôte  en  F  le  voie  dirigé  de  droite  à  gauche  :  enfin  la 
grandeur  du  vecteur  sera 


^       „  sin  6 
4»  =  F 


r« 


en  désignant  par  6  l'angle  AMF,  et  par  r  la  distance  AM.  Le^ 
actions  laplaciennes  se  combinent  entre  elles  et  avec  les 
attractions  newtoniennes  suivant  la  règle  du  parallélogramme 
des  forces. 

313.  Cela  posé,  Vaschy  (Traité  d'électricité,  chap.  III)  a 
démontré  le  très  intéressant  théorème  que  voici  :  tout  vecteur 
/  dont  la  grandeur  et  la  direction  sont  déterminées^  dans  taxe 
région  limitée  Z7,  en  fonction  des  coordonnées  de  son  origine 
suivant  une  loi  quelconque,  peut  être  considéré  comme  la  ré- 
sultante géométrique  d'attractions  laplaciennes  et  newtonieruies 
dues  à  un  système  de  masses  domiées. 

La  démonstration  repose  sur  la  formule  d'Ostrogradsky  que 
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nons  avons  établie  (n<*  274)  et  que  nous  reproduisons,  avec  un 
changement  de  notation  facile  à  saisir 

J  J  J  [s  (»"' + 4  <»'' + s '»  ">] '*" 


//*'" 


mov  -h  nffw)  <iff  =  0  ; 


/,  wi,  n  désignent  les  cosinus  des  angles  a,  p,  y  que  fait  avec 
les  axes  la  normale  à  la  surface  S.  Cette  surface  S  se  compose 
de  la  ou  des  surfaces  qui  limitent  la  région  U  à  laquelle  s'étend 
l'intégrale  triple  ;  elle  peut  même  comprendre  des  surfaces  de 
discontinuité  intérieures  à  cette  région  et  dont  il  faut  alors 
considérer  les  deux  faces  successivement. 

Le  vecteur  donné  /a  pour  projections  sur  les  axes  des  fonc- 
tions données  X,  Y,  Z  des  coordonnées.  Prenons  pour  fonctions 

tij  V,  w  dans  la  formule  précédente  les  trois  dérivés  de  -  où 

r«  =  (37  —  a)2  -+-  (y  — .  6)  4-  (:3r  —  cf  ; 
et  soit  o  =  X.  Nous  aurons 


^..\  X 


d^ 


V  J  ^b^-^'''-.f+"^j'^'= 


(43) 


0 


De  même  si  Ton  pose,  dans  la  formule  (42) 


.1 

r 


i 
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J    J   J    \jlu 


i 


d 


4 


da? 


f^- 


do; 


dx\^  ôy 


rw 


i 


et,  d'une  manière  analogue, 


4î 


d 


r 


d 


*7- 


dz  \    îvr/      dx  \'"  ^;^ 


G?ci> 


.1 

r 


i 


zv^'^  -/^v'^'^**- 


Additionnons  les  trois  dernières  identités  membre  à  membre; 
comme  Ton  a 


i 

r 


A,;=0, 


il  vient 


///[ 


1 


a 


jr/bX       ôY       6Z\        "£ /':îX  _  fîY\ 


+ 


^fe-i)J^<-+7  c/  L^ 


(«  -t-  wY  +  nZ) 


(«) 


+ 1^  ('«"  -  'if) + 


■^  (nX  —  «)  I  d»  =  0. 


Isolons  du  volume  total  U  une  petite  sphère  ayant  le  point 


•    . 
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A  (a,  b,  c)  pous  centre  :  la  portion  de  l'intégrale  triple  relative 
à  cette  sphère  tend  vers  zéro  avec  le  volume  de  la  sphère  si 
les  fonctions  X,  Y,  Z  et  leurs  dérivées  sont  continues  (ce  que 


i 


sphère  :  on  aura  en  tous  les  points  de  cette  surface 


,       a?  —  a  t/  —  h  z  —  c 

r      *  r  r 


et  par  suite 


f  =  -  f  A^ - ay -h  (y-  h)^ -h(^- cy 


x^ 

r^ 


-Il 


X  — 5  =  —  47:  Xm 


en  désignant  par  Xm  la  valeur  moyenne  de  X  sur  la  surface  de 
la  sphère.  Revenons  maintenant  à  Inéquation  (44)  dans  laquelle 
chacune  des  intégrales  doit  être  considérée  comme  composée 
de  deux  parties^  celle  relative  à  la  sphère  et  le  reste.  Si  le 
volume  de  la  sphère  tend  vers  zéro,  les  intégrales  reprennent 
leur  signification  première  :  seulement  le  terme  —  4irXTO  sub- 
siste et  tend  vers  —  47rX.  On  a  donc  finalement 


///[ 


^4is^-j  J  y  <«  -"'^•-4'"' 


x='. 

47:)-|- 


^(mX-A')-H 


1 

^  (nX  -  «)  J  d,. 


iU 
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Imaginons  maintenant  huit  fonctions  définies  par  les  éga- 
lités suivantes 


,  ^X       .>Y       J>Z 

'        dx        ay        ^js 
irX  =  IX  -+-  mY  -h  nZ 
,  i)Y      àZ        ,  î>Z     î>X        .  «>X     i>Y 

^'       dz      i>y^  ^'^      t\r      d;?'  '^^      ^y     i\a: 

4itT^  =  71 Y  —  7wZ,    i^TTy  =  ZZ  —  «X,     47:t-  =  mX  —  lY  ; 

régalité  (45)  devient 


(46) 


X  = 


La  première  ligne  représente  la  composante  suivant  ox  de 
Tattraction  newtonienne  totale  qu'exercerait  sur  le  point  A  de 
la  matière  répandue  dans  le  volume  U  et  sur  les  surfaces  li- 
mites, cette  matière  ayant  pour  densité  en  tout  point  M  (x,y,  5) 
du  volume  la  valeur  p  et  sur  les  surfaces  la  valeur  X.  Interpré- 
tons la  seconde  ligne  de  l't^alilé  (47)  :  à  cet  effet  concevons  au 
point  M  un  vecteur  F  dont  les  projections  sur  les  axes  soient 
^x>  Hyt  t**.  8Î  le  point  appartient  à  la  région  U,  et  t^,  t^,  •:,  si  le 
point  est  sur  une  des  surfaces  qui  limitent  la  région.  Si  ce  ver 
teur  exerce  sur  le  point  A  une  action  laplacienne,  elle  sera 
représentée  par  un  vecteur  $  qui  a  été  défini  au  n?  313.  On 
vérifie  aisément  que  ce  vecteur  étant  perpendiculaire  au  plan 
AMF,  a  pour  projections  sur  les  axes  trois  quantités  dont  nous 
n'écrirons  que  la  première 

*  _  M=  i^'  -  //)  —  t^v  i^_zzi)  —  ^  !r  «.  ut  -^  • 


il  en  résulte  que  les  termes  de  la  seconde  ligne  de  l'égalité  (i7) 
rcprc^sentent  l'attraction  laplacienne  exercée  par  des  masses 


•  «""îé" 
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fictives  dont  la  densité  vectorielle  est  définie  par  les  six  der- 
nières égalités  (46). 

314.  Deux  cas  particuliers  sont  à  distinguer. 
1*  Si  les  actions  /qui  s'exercent  en  chaque  point  de  la  ré- 
gion U  ont  un  potentiel,  l'expression 

Xdx  -h  Ydy  -+-  Zdz 
sera  une  diiïérentielle  exacte  et  l'on  aura  identiquement 
dX__^Y__Q        ?!X_^^_0        îï?_^=:0- 

les  actions  laplaciennes  (46)  n'existeront  pas  dans  l'étendue  de 
la  région  U  (Electrostatique). 
2^  On  a  dans  toute  cette  région 

ÎU?  NJ  iiZ  * 

les  actions  fictives  se  réduisent  à  des  actions  laplaciennes  (Elec- 
tromagnétisme). 


CHAPITRE  X 


FONCTIONS  ELLIPTIQUES 


IVotlons  préliminaires 


31 5.  Les  fonctions  trigonométriques  sont  susceptibles  de 
plusieurs  déGnilions.  Il  est  d*usage  de  les  introduire  dans  ren- 
seignement en  en  donns^nt  une  représentation  géométrique; 
on  étend  cette  définition  en  considérant  les  développements 
en  série 


x^ 


siaœ  =  a^^j^ 


CCS  œ  =  i 


x^ 


2 


•  ••I 


ou  encore  en  les  rattachant  aux  fonctions  exponentielles  par 
les  formules  d'Euler.  De  Tun  ou  l'autre  de  ces  deux  points  de 
vue,  on  déduit  aisément  les  formules  d'addition  et  de  sous- 
traction ainsi  que  toutes  les  formules  de  la  trigonométrie  élé- 
mentaire. On  peut  aussi  (n<*  114  et  suivants)  considérer  le 
sinus  comme  la  fonction  inverse  de  \arc  sinus,  cette  dernière 
fonction  étant  déQnie  par  une  intégrale 


y/l  —  x^ 
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il  revient  au  même  de  dire  que  la  fonction  y  est  définie  par 
l'ëquation  différentielle 

^^_±_ 

dx       /i  _  0^1  ' 

On  a  vu  que  cette  fonction  y  est  mal  déterminée  :  outre  la 
nécessité  de  fixer  une  constante,  par  exemple  de  dire  quelle 
valeur  prend  y  pour  a:  =  0,  à  chaque  valeur  de  x  correspon- 
dent une  infinité  de  valeurs  de  y  y  et  Ton  ne  peut  définir  celle 
que  Ton  considère  sans  introduire  des  coupures  (n°  109)  dans 
le  plan  de  la  variable  imaginaire  x. 

Il  est  essentiel  d'insister  sur  ce  fait  que,  si  la  fonction 
arc  sin  x  est  mal  déterminée,  son  inverse  sin  x  est  uniforme. 
Nous  avons  vu  (n<>  125)  que  Tinversion  des  fonctions  ellipti- 
ques procure  le  môme  avantage  ;  mais  nous  reviendrons  sur 
ce  point  fondamental. 

316.  Montrons  auparavant  que  la  définition  du  sinus  par 
rinversion  d  une  intégrale  conduit  facilement  à  la  formule 
d'addition.  Posons 


u  = 


Téquation  différentielle 


dx  dy       


\/i  —  x^      v/1  —  y^ 


=  0,  (i) 


s'intègre  à  vue  ;  on  n'a  en  effet  qu'à  prendre 


w  -H  t>  =  c,  (2) 


4^8 
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c   étant  une  constante  arbitraire.  On  peut  encore    procéder 
autrement  :  Téquation  (1)  s'écrit 

/l  —  y*  dx  -f-  v^l  -H  x^  dy  =  0 


ou 


d{œ^f^^^)^d{ysr^::^^)^:ry(-M=^-J^ 

le  coefficient  à'xy  est  nul  et  cette  équation  se  réduit  à  la  sui- 
vante 


d  {x  v/i  —  y*)  H-  (/  (y  \/i  —  x^)  =  0, 
dont  l'intégration  est  encore  immédiate  et  donne  la  solution 


œ  v/1  —  y^  -^  y  v^t  —  a?*  =  c\ 


(3) 


c'  désignant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Si  l'on  consi- 
dère c  et  d  comme  des  fonctions  d'ar  et  d'y  représentées  par 
les  équations  (2)  et  (3),  leur  déterminant  fonctionnel  (n**  97) 


ÔC 

ÔC 

ôa? 

.    ^y 

ôc' 

ÔC' 

007 

î^y 

est  nul,  comme  on  le  vérifie  sans  peine.  11  en  résulte  qne 

c'  =  /  (c). 


(4) 


Or  si  Ton  fait  y  =  0,  v  est  nul  ;  c  se  réduit  à  m  et  c'  à  jt. 
L'égalité  précédente  devient 


a?  =  /  (w), 


et  comme,  d'autre  part. 


X  =  sm  u. 


le  signe  fonctionnel  /  n'est  autre  qu'un  sinus.  Donc,  en  rêve- 
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nunt  à  réquatîon  (4)  et  remplaçant  les  lettres  par  les  quan- 
tités qu'elles  Qgurent,  on  trouve 

sin  u  v^l  —  sin*  v  -+-  sio  v  y/l  —  sin*  ii  =  sin  (u  -h  r).      (5) 

C/est  la  formule  d*addition  des  sinus.  Si  Ton  pose 


ces  i?  =  v'^ï 
ces 


u  =  v^l  —  sm*  u,    ) 


on  retrouve  la  formule  connue. 

31  Y.  Les  formules  (6)  ne  définissent  pas  sans  ambiguité  les 
cosinus  correspondants;  il  faut  encQre  convenir  que,  pour 
V  =  0,  on  a  cos  t?  =  l.  Une  fois  cette  convention  faite,  le 
cosinus  est  une  fonction  uniforme^  malgré  sa  définition  par 
un  radical.  Des  incidents  analogues  se  rencontrent  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques. 

•Il 8»  Pour  achever  le  résumé  des  propositions  relatives 
aux  lonctions  trigonométriques,  propositions  qui  éclairent  les 
théories  à  venir,  nous  rappellerons  qu'on  pourrait  encore 
déiinir  le  cosinus  par  Tégalité 


cos  a?  =  siii  (ï^ -h  a?j,  (7) 


Les  fonctions  séc  x]ei  cosécx  sont  les  inverses  des  deux  pré- 
cédentes ;  la  tangente  et  la  cotangente  en  sont  les  quotients. 

11  est  de  la  plus  haute  importance  de  remarquer  que  la 
tangente  d'un  arc  est  une  fonction  périodique,  dont  la  période 
est  T.  tandis  que  les  fonctions  dont  elle  est  le  quotient  ont  pour 
période  2^.  En  d'autres  termes,  lorsque  Tare  augmente  de  t^^  la 
tangente  reprend  sa  valeur  initiale  et,  si  Tare  continue  à 
croître,  la  tangente  repasse  dans  le  même  ordre  par  les  mêmes 
valeurs,  tandis  que  le  sinus  et  le  cosinus  ne  repassent  par  la 
môme  succession  de  valeurs  qu'après  que  Tare  s'est  augmenté 
de  2-^.  On  pressent  alors  comment  il  sera  possible,  en  admet- 
tant des  périodes  imaginaires,  de   constituer  des  fonctions 
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doublement  périodiques  par  des  combinaisons  de  fonctions 
simplement  périodiques. 

3I0*  Il  est  d'ailleurs  aisé  de  montrer  qu'une  fonction  uni- 
forme ne  peut  pas  avoir  deux  périodes  réelles  distinctes,  les 
multiples  d'une  même  période  étant  exclus^  bien  entendu. 
En  eflet,  admettons  d'abord  l'existence  de  deux  périodes  corn- 
mensurables  entre  elles,  ci>  et  ci>',  et  soit  ^  leur  plus  grand 
commun  diviseur.  On  sait  qu'il  est  alors  possible  de  trouver 
deux  nombres  entiers  a  et  b  tels  que 

Mais,  si  b>  est  une  période  de  la  fonction,  au)  en  est  évidem- 
ment une,  de  même  bta',  donc  aussi  8  ;  et  l'on  voit  que  ta  et 
et)'  sont  seulement  des  multiples  d*une  même  période,  c'est-à- 
dire  ne  peuvent  pas  être  considérées  comme  effectivement 
distinctes. 

Admettons  maintenant  l'existence  de  deux  périodes  incom- 
mensurables co  et  (o'  ;  on  démontre  en  arithmétique  qu'on  peut 
toujours  trouver  des  nombres  m  et  n  tels  que  l'on  ait 

I  mw  —  nto'  (  <;  e, 

quel  que  petit  que  soit  s.  Mais  me»  —  nta'  est  une  période.  La 
fonction  uniforme  admettrait  une  période  aussi  petite  que 
l'on  voudrait  ;  ce  serait  une  constante. 

320.  Nous  ferons  une  dernière  remarque.  Nous  avons  jus- 
qu'à présent  parlé  de  fonctions  ayant  pour  période  2^ 

/(^-f-2Tr)  =  /(^). 

Mais  il  est  aisé  d'en  déduire  des  fonctions  ayant  une  période 
donnée  quelconque  w  ;  il  suffit  en  effet  de  poser 
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La  fonction 

?  (2/)  =  /^  (2^  £), 

est  périodique  et  admet  pour  période  co  ;  on  a  en  effet 


Première  définition  des  fonctions  eilIptlquesQ   . 
Parallélogramme  des  périodes 

321«  On  appelle  fonction  elliptique  toute  fonction  inéro* 
morphe  qui  possède  deux  périodes.  Aux  méthodes  que  nous 
venons  de  résumer  relativement  auxfonctions  trigonométriques 
correspondent  trois  méthodes  pour  étudier  les  fonctions  ellip- 
tiques. La  méthode  géométrique,  récente  et  artiQcielle  (**)  est 
peu  employée  ;  nous  la  passerons  sous  silence  ;  mais  avant  de 
parler  des  deux  autres,  nous  devons  donner  quelques  détails 
complémentaires  sur  les  périodes.  On  vient  de  voir  que  les 
périodes  ne  pouvaient  être  réelles  toutes  les  deux  ;  le  même 
raisonnement  montre  que  leur  rapport  ne  peut  être  ni  com- 
mensurable  (sans  quoi  il   existerait  une  période  dont  elles 
seraient  simplement  des  multiples),  ni  incommensurable  (sans 
quoi  la  fonction  se  réduirait  à  une  constante).  Leur  rapport 
est  donc  forcément  imaginaire. 
Cela  posé,  soient  les  deux  périodes 

2  ti)j  =  a  -h  61 
2  cuj  =  c  -+-  c?ï  ; 

si  Ton  représente  ces  deux  quantités  imaginaires  par  leur 
affixes  A  et  B,  on  voit  que  tous  les  points  qui  sont  les  affixes 


(*)  A  une  première  lecture,  on  peut  passer  les  n°*  322  à  330. 
(••)  Voir  par  exemple  le  beau  Traité  dllalphen  sur  les  fonctions 
eUipliques. 
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des  quantités  2mi»i^  +  2  7iUg  sont  les  sommets  d'ua  réseaa  de 
parallélogrammes  qui  ont  des  côtés  égaux  aux  modules  OA 
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de  2u)j  et  OB  de  2ia^.  Un  quelconque  de  ces  parallélogrammes 
se  nomme  parallélofframmc  des  périodes.  Il  sufGt  de  conoai- 
tre  la  valeur  de  la  fonction  en  tous  les  points  de  Taire  d'un 
parallélogramme  pour  avoir  les  valeurs  de  la  fonction  dans 
tout  le  plan,  puisqu*eile  reprend  les  mêmes  valeurs  aux  points 
homologues. 

Du  réseau  donné,  qui  est  (iguré  en  traits  pleins,  on  peut  en 
déduire  une  inûnité  d'autres,  en  joignant  un  quelconque  des 
sommets,  par  exemple  Torigine,  à  un  autre  sommet.  Les  li- 
gnes tracées  sur  la  figure  en  traits  pointillés  et  en  traits 
mixtes  donnent  deux  nouvelles  directions  qui,  combinées  soit 
entre  elles,  soit  avec  les  directions  primitives,  donneront 
naissance  à  de  nouveaux  réseaux. 

On   appelle    parallélogramme    élémentaire  un   parallélo- 
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gramme  qui  ne  renferme  à  son  intérieur  ou  sur  ses  côtés 
aucun  point-période.  Par  exemple  AFDO,  OCDEne  sont 
pas  élémentaires.  Les  périodes  primitives  sont  celles  qui  sont 
représentées  par  les  côtés  d'un  parallélogramme  élémentaire. 
On  conçoit  l'importance  fondamentale  de  ces  périodes  ;  nous 
n'insisterons  pas  cependant  sur  ce  sujet  qui  intéresse  surtout 
les  théoriciens. 

Jacobi  a  démontré  qu'une  fonction  uniforme  ne  peut  ad- 
mettre plus  de  deux  périodes  irréductibles  entre  elles  ;  le 
théorème  est  presque  évident  :  en  considérant  un  réseau  de 
périodes  primitives,  on  voit  qu'il  ne  peut  y  avoir,  en  dehors 
de  ses  sommets,  aucun  point-période. 

322*  Théorème.  Une  fonction  elliptique  qui  ne  devient  pas 
infime  est  une  constante. 

En  effet,  la  fonction  étant  limitée  est  développable  dans 
tout  le  plan  en  série  de  Taylor.  On  aura  donc,  quelque  soit  t, 

f[a^t)=  fia)  ^  tria)  +  {^  fia)  +  ...  -f-  £,  /^(«)(a) 


... 


Mais  Ton  sait  (n^  119)  que 

J  0 

Tinlégrale  étant  prise  le  long  d'un  cercle  de  rayon  R  et  dont 
le  centre  est  au  point  âf,  posons 

z  =:.a  '\'  Il(cos  ç  -h  t  sin  !i>)  =  a  -f-  Re*'^> 
d'où 

■ 

Nous  aurons 


ni 


r 


^"^(^)  =  2inî»    /     A«  +  R«''>'""'V?; 


Calcul  isFisiTisiiiAL  28 
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le  module  de  la  fonction  étant  inférieur  à  un   nombre  M^ 
l'intégrale  a  un  module  inférieur  à  2icM,  et  Ton  a 

I  /^"H«)  l<  J^'  M. 

On  peut  prendre  R  assez  grand  pour  que  le  second  membre 
soit  inférieur  à  tout  nombre  (ixé  e.  Donc  toutes  les  dérÎTées 
/x«)(a)  sont  nulles  et  Ton  a 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Il  résulte  de  ce  théorème  deux  corollaires  :  1*»  iSi  deux 
fonctions  elliptiques  ont  dans  un  parallélogramme  de  périodes, 
les  mêmes  zéros  et  les  mêmes  pâles,  leur  rapport  est  une 
constante; 

2*^  Si  deux  fonctions  elliptiques  ont,  dans  un  parallélo- 
gramme de  périodes^  les  mêmes  pôles  et  les  mêmes  parties 
infinies  dans  leur  développement  au  voisinage  de  chaque pole^ 
leur  différence  est  une  constante. 

On  appelle  fonctions  elliptiques  rf*c>rrfr^  n  celles  qui  ont  « 
pôles  distincts  ou  confondus  dans  un  parallélogramme  élé- 
mentaire. 

323.  La  somme  des  résidus  d'une  fonction  elliptique  par 
rapport  aux  pôles  situés  dans  un  parallélogramme  est  nulle. 

Nous  avons  en  effet  vu  (n°  127)  que  celte  somme  mullipliéo 
par  2^1  a  pour  valeur  Finlégrale. 


f{z)dz 


prise  le  long  du  contour  donné.  Ici  le  contour  est  un  parallé- 
logramme le  long  de  deux  côtés  opposés  duquel  la  fonction 
reprend  la  même  valeur  ;  par  exemple  on  a  en  deux  points 
correspondants  de  A  B  et  de  C  D 

f{z^2^,)=f(z) 
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Mais,   sur  A  B,  ^  varie  de  z^  h  z^  -+-  2u)i  et  Ton  peut  poser 


jar  =  ^0  -+-  2  w  /, 


tandis  que  sur  CDU  faut  poser 

^  =r  ;2r,j  -h  2w4  H-  2u>j  2a)j^, 

/  variant  dans  les  deux  cas  de  zéro  à  un.  En  M  et  M',  dz  prend 


B 
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des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Donc  les  portions 
de  rintégrale  se  détruisent  deux  à  deux. 

324.  Une  fonction  elliptique  a  autant  de  zéros  que  de 
pôles  dans  un  parallélogramme  de  périodes. 

L'excès  de  la  somme  des  zéros  sur  celle  des  pôles  est  égal  à 
une  période. 

Le  premier  énoncé  n'est  qu'une  application  de  la  formule 
(21)dun''  128,  puisque  la  fonction  et  sa  dérivée  reprennent 
la  même  valeur  en  deux  points  M  et  M'  correspondants  de 
deux  côtés  opposés. 

Pour  établir  le  second  énoncé,  il  suffit  de  remarquer  que 
Texcès  à  calculer  a  pour  valeur  [n^  128  formule  (20)] 
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aux  points  M  et  M'  correspondants  on  a  respeclivemeat  les 
deux  différentielles 

dont  la  somme  est 

—  2(0,^^2. 

Il  faut  intégrer  le  long  du  côté  A  B  (ou  G  D)  ce  qui  donne 

el  diviser  par  2  izi.  Mais  f{z)  reprenant  la  même  valeur  en  A 
et  B,  les  deux  valeurs  du  logarithme  diffèrent  seulement  d'un 
multiple  de27rt,  soit  21712^1;  le  résultat  de  Fintégratioa  sui- 
vant A  B  et  D  G  est  donc  2m,(o,.  De  même  suivant  B  D  etC  A, 
on  trouve  2m^t3}^  ;  en  tout  on  a 

2m^(jtii  -h  2?njW,, 

c'est-à-dire  une  période. 


Les  fonctions  doublement  périodiques  définies 
comme  inverses  des  Intég^rales  elliptiques 


325.  G  est  à  Abel  et  à  Jacobi  que  revient  l'honneur  d'avoir 
établi  la  véritable  base  de  ces  fonctions  en  effectuant  Tinver- 
sion  des  intégrales  elliptiques,  jusque  là  seules  considérées. 
Voici  le  principe  de  cette  méthode.  Soit,  sous  la  forme  cano- 
nique de  Legendre  (n*  49),  Tinlégrale  elliptique  {k  réel  et  infé- 
rieur à  l'unité). 


(8) 


v/(l  _-  a:^)  (I  _  ktj.i\ . 
0 
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on  peut  encore  écrire 
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duj i 

dx  ""  v^(i  —  ip«)(l  — /f^) 


(9) 


à  condilion  de  convenir  que,  pour  j?  =  0,  on  a  u,  =  0.  Les 
équations  (8)  ou  (9)  établissent  entre  x  et  w,  une  relation  de 
fonction  à  varic^ble.  Nous  désignerons  celte  relation  par  la 
notation 


X  =  snu^  (*) 


(10) 


ou  par 


Ui  =  arg  871 X 


(H) 


Nous  avons  vu  (n®  121)  que  x  est  une  fonction  méromorphe 
de  Targument  i/j  et  (n°  126)  qu'elle  admet  deux  périodes  dis- 
tinctes ;  on  peut,  par  exemple,  prendre  pour  lacets  deux  circuits 


y 


z::i 


B 


ce 
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enveloppant  Tun  le  point  A  d'abcisse  t^n,  l'autre  le  point  B 

d'abcisse  ?,  puisque  ces  deux  points  sont  critiques  pour  Tinté- 
grale  (8). 


(*)  Jacobi  employait  la  notation  sin  am  m,  cos  am  u  et  A  A>n  u,  qu'on 
énonçait  sinus  amplitude,  cosinus  amplitude^  delta  amplitude.  Guder- 
man  Ta  remplacée  par  celle  que  nous  donnons  dans  le  texte  (sn,  cn^ 
dn)  et  qui  est  aujourd'hui  généralement  adoptée. 
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Seulement  pour  former  le  lacet  (OABAO),  il  faudra  con- 
tourner le  point  A  en  suivant  un  demi-cercle  de  rayon  infini- 
ment petit  afm  d'éviter  ce  point.  Soit  alors 


dx 

y/(i  —  a;^;  (l  —  A*  œ^] 


(12) 


V/(l  —  a?^)  ('l  —  >t»  07»)  ' 


(!3) 


On  revient  en  0  avec  là  valeur  initiale  en  suivant  un  chemia 
qui  part  de  l'origine  pour  aller  contourner  le  point  A,  revient 
en  0,  tourne  autour  de  A'  et  revient  en  0,  ce  qui  donne  la 
période  4K  ;  on  peut  aussi  commencer  par  tourner  autour 
de  A',  puis  autour  de  B  en  évitant  le  point  A  ;  on  aura  ainsi  la 
période  4K  +  2  l'K',  ou  plus  simplement,  en  retranchant  la  pé- 
riode 4K,  2  tK'.  Les  périodes  de  snu  sont  donc  4K  et  2  iK', 
c'est-à-dire  qu'on  a 


sn  (Wj  -+-  4K)  =snvi   )  ..,. 

sn  (u^  H-  2  t'K')  z=:snu^   )  ^    ' 


Si  l'on  pose 


en  u,  =  V^l  -  «n»  ..        [ 

avec  la  convention  que  en  w^  =  rfn  w^  =  1  pour  u^  =  0,  on  ob- 
tient deux  nouvelles  fonctions  elliptiques  uniformes  dont  les 
périodes  sont  respectivement, 

pour  en  ?*j 4Ket2K-+-2  tK' 

pourrfnwj 2Ket4tK'. 

Nous  ne  nous  attarderons  pas  à  établir  ces  propriétés  qui 
résultent  d'ailleurs  facilement  du  n®  suivant. 
Les  formules  (15)  peuvent  s'écrire 

sn^  ttj  H-  en*  Wj  =  1    >  ..gv 

A-2  sn*  u^  -^  dn^u,  =  i   \  ^   ^ 


".'.•l' 
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et  réquation  (9) 


—^ —  =  en  w,  cbi Wj.  (17) 


En  dérivant  les  équations  (16),  et  utilisant  Téquation  (H), 
CD  trouve  aisément 

dcn  u,  ,1 5 — 

— , — -  =  —  sn  i«|  en  W|  =  —  en  u^  \Ji —  en^  m^ 

— 1=  —  k}  sn\u^enui  =  —  7(1  —  dn*w,)(A;*  —  1  -hrfyi'u^) 

La  première  de  ces  équations  pourrait  servir  de  définition 
à  cnui,  la  deuxième  à  dnu^,  en  y  ajoutant  les  conditions 
initiales,  et  l'on  retrouverait  ainsi  la  double  périodicité  déjà 
énoncée  des  fonctions  en  et  dn. 

En  procédant  comme  au  n^  317,  on  déduit  de  Téquation 
(9)  la  formule  d'addition 

>  . sn  uenvdnv  -^  an  v  enu  dnu  ,.^. 

Nous  reviendrons  sur  ce  sujet  dans  la  théorie  des  Equations 
différentielles  ;  bornons  nous  à  faire  observer  que  la  formule 
fondamentale  (18)  permettra  d'obtenir  les  formules  de  sous- 
traclion,  de  multiplication,  et  par  suite  de  division,  en  faisant 
t?  =  -^-  M.  u,  2u  etc.  La  marche  est  celle  de  la  trigonométrie. 


L  Les  fonctions  de  Jacobi  dont  nous  venons  d'esquisser 
la  théorie  ont  été  découvertes  les  premières,  Weierslrass  a 
proposé  de  leur  substituer  une  autre  fonction  que  nous  allons 
maintenant  définir  ;  sans  entrer  dans  les  raisons  qui  militent 
en  faveur  de  son  adoption,  nous  nous  bornerons  à  constater 
que  la  plupart  des  auteurs  Français  contemporains  lui  don- 
nent la  première  place  (Halphen,  Jordan,  Tannery  et  Molk» 
Appell  et  Lacour,  Lucien  Lévy).  Soit 


dx 

(19) 


v/4a?»— ^,x— ^3 
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La  foDCtion  x  inverse  de  u  déGnie  par  celte  égalité  est  dé- 
signée par  la  notation 

œ=/ni  (20) 

^s  ®^  ^8  ^^^^  ^'^^  ^^^  invariants  de  la  fonction  pu  et  Ton  a,  par 
définition,  w  =  0  pour  a?  =  oo,  c'est-à-dire  ^  (0)  ==  oo . 

Soient  2o»i  et  2ta^  les  deux  périodes  de  la  fonction  pu  (n^  126)  ; 
on  aura 

/>  (u  4- 2o),)  =  /  w  i  ^    ' 

Par  suite  tous  les  sommets  du  parallélogramme  des  périodes, 
y  compris  Torigine,  sont  des  pôles  de  pu  :  on  peut  ajouter 
(n^  121)  que  ce  sont  des  pôles  doubles.  Nous  verrons  plus  loia 
que  ce  sont  les  seuls. 

Il  existe  une  relation  simple  entre  cette  fonction  et  la  fonction 
sn.  Pour  le  voir,  dans  Véquation  (8)  posons  (X  et  /  étant  positifs) 


x^ 


d^où 


2/ y// 


Cette  équation  devient 


00 

dt 


A        J       2v^f  (/— Xj(<  — A*X) 


Posons  alors 


t=zz  -^  h. 


et  déterminons  h  de  manière  que  les  trois  racines  du  poly 
nôme  en  z  aient  une  somme  nulle,  ce  qui  donne 

h  =  *L^  X.  (20 
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Les  trois  racines  du  nouveau  polynôme  seront 


2  — A», 
tf,  =  — j—  X 

A»-t-! 
_2A»  — i, 

«j  7} A 


X    )  (22) 


et  Ton  aura 


00 


\/i(z  —  eJ(Z'-e^){z-'e^) 


(23) 


ce  qui  est  la  formule  (19) 

Si  A*  est  réel  et  inférieur  à  un,  comme  on  i*a  supposé,  on 
voit  que  les  racines  e^,  e^,  e^  sont  réelles  et  satisfont  aux  iné- 
galités 

La  fonction  j  de  w  définie  par  l'équation  (23)  est  une  fonc- 
tion p  (w)  et,  puisque 


^^  —  t       z  -^  h'         .   A*H-  1 


Z    H Te —    A 


il  en  résulte 


«n^i^  \/\  = 


^  ^  *4lj  X  <26) 


ou 


pu  = 5 ^  -*- 


sn}ti  V  X 


ou  encore 


pu  =  6,-^  £î ^  ^  (27) 


wi* 


u\^ 


U2 
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Nous  avons  dit  que  k*  était  le  module  ;  X  s'appelle  le  mul- 
tiplicateur des  fonctions  elliptiques. 
Les  relations  entre  les  périodes  sont 


w, 


K 


Â' 


fo, 


7i' 


(28) 


Les  hypothèses  sur  la  réalité  des  racines  restant  les  mêmes» 
on  voit  que  Wj  est  réelle  et  w,  purement  imaginaire.  Lorsqu'il 
en  sera  ainsi,  nous  désignerons  toujours  par  e^  la  plus  grande 
racine  et  par  e,  la  plus  petite. 

S2>7.  Les  périodes  de  pu  peuvent  s'exprimer  au  moyen 
d'intégrales  définies.  A  cet  effet  figurons  les  trois  lacets  qui, 
partant  de  Torigine,  entourent  les  points  Mi,  M,,  Msdontnous 


y 


0  -r 
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supposerons  les  affixes  e^,  e^,  e^  imaginaires  pour  la  commo- 
dité du  dessin.  Si  Ton  pose 


A.-- 
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intégrales  étant  prises  suivant  les  droites  0  Mj,  0  Ms,  0  M3. 
Les  périodes  seront,  par  exemple,  (n^  126)  : 


«»*i  =  ^Ag  — 2Aj==    I 


€2 


r 


(29) 


dz 
2(0.  ==2A.  —  2A,  =    I      -j^ 

<f3 


Si  e^,  e^f  e^  sont  réelles  et  satisfont  aux  inégalités  (24),  on 
aura  pour  2b>^  une  valeur  réelle  et  pour  210^2  une  valeur  pure- 
ment imaginaire.  Mais  la  valeur  que'  nous  venons  de  trouver 
pour  2(1)4  semble  distincte  de  celle  fournie  par  la  formule  (28)  ; 
cette  dernière  en  effet,  si  Ton  effectue  dans  K  (formule  12)  les 
substitutions  indiquées  au  n^  précédent,  s'écrit 


,=/■ 


.00 

dz 
(o,  =     f       '  -  (30) 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

p{à^  =  e^  (30  bis) 

Il  importe  de  montrer  que  ces  deux  valeurs  sont  égales. 
Nous  poserons,  pour  cela,  dans  la  dernière  formule 

z^e,  =  ^"'  "-;^^^;  -  '^^  ;  (31) 

elle  devient 


(O 


/s 
dt 


«3 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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La  substitution  (31)  transforme  identiquement  Tintégrale 


dx 


V(z-eO(^-e,)(;r^(5,) 


dans  la  suivante 


dl 


V(«  -  e,)  [t  -  e,)  (t  -  «,) 


Si  l'on  désigne  par  u  et  t;  ces  deux  intégrales  prises  d'une 
valeur  arbitraire  de  la  variable  indépendante  jusqu'à  Tinfinii 
on  aura 


u  —  1?  =  constante  =  « 
u  =  t?  ~t-  a, 


et  aussi 


t=pv, 
La  formule  (31)  peut  donc  s'écrire 

[/(»    -h    «)  —  e,]  (^î?  —  «,)  =  (^1   —  ^,)(«3  —  «t)- 

On  établirait  d'une  manière  tout  à  fait  analogue  la  formule 

{P\^  -h  p)  —  cj  (/>!?  —  e^  =  (e,  —  e,)  («,  —  «J. 

Déterminons  cette  dernière  constante  p.  Pour  cela,  faisons 
V  =  toj  ;  il  en  résulte 

/(to,  H-  p)  —  e^  =  00 

^(Wj  +  P)  =  30  . 


Donc 


p  =  Wj  -h  une  période 
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et  Fou  a  ridentilé  remarquable 

[p{v  4-  wj)  —  e,]  [pv  -  e,]  =  (e,  —  e^)  (e.,  —  é,)        (32). 


;•  La  méthode  du  n®  317  permet  aussi  d'élablir  la  for- 
mule d'addition  despu^.  On  verra,  dans  le  chapitre  suivant 
n**  396  que,  si  Ton  pose 


réqualion 


^^+^^  =  0  (33) 


admet  comme  intégrale 


(^-^^Ey)  =  c  +  H«> -^  y)-  (34) 


D  autre  part  posons 

00  <x> 


^  y 
réqualion  (33)  admet  une  autre  intégrale 

w  4-  u  =  G'. 

11  en  résulte,  d'après  un  raisonnement  déjà  fait,  une  rela- 
tion entre  C  et  C 


/V^|^^y-4(a-  +  y)  =  /(u-4-  .) 


(36). 


Or  on  tire  des  formules  (33) 

x=pu,      y  =  pVf 

dx 

du 


v/]^  =  -^  =  -/'«,     \/Y  =  -p'v: 
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l'équation  (36)  peut  donc  s'écrire 


(^E|J)'-*(^+^«')=A«+r)  (37) 

Faisons  maintenant  t;  =  o^  ;  nous  aurons  (form.  30  bis) 


i>v  ==  e^ 


et  par  suite,  puisque 


p'v  =  0. 
L'égalité  (37)  devient  alors 

(ù/-e,y  -  i(pu  ^e,)  =  f{u^  u),) 
ou,  en  remplaçant />'*M  par  4  (pu  —  et)  (pu  —  e^)  (pu  —  e,) 


I 


ou 


—  (e,  H-  ôj)  AM_j-£j£j-t- 

fil  ■    I        Mil  >wa    ^te>     *—     ■  ■  I     ■  ■   ■  .^— ^— — ^— — — ^— i*i— ^^— ^^^ 


pM  —  ^j 


0),).        (38) 


Or 


e.  ^  e,  =  —  e 


i  » 


le  numérateur  peut  donc  s'écrire 


et  la  fraction 


«1  (pu  —  ^i)   H-  (^8  —  «,)  («2  —  «l)» 


(g,  —  e^)  (g.,  —  gj 
/>u  —  gj 


La  formule  (32)  donne  la  valeur    de  cette  expression  et 
Téqualion  (38)  devient 


i 


/,  (W  -H  w  J  =  j  /  (w  -h  o)  J. 
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Le  signe  fonctionnel  /  se  confond  donc  avec  le  signe  4^  et 
1*  égalité  (37)  peut  s'écrire 

« 

P{u  +  v)^pu^pr>  =  \  {^-^-J  •  (39) 

320*  Il  résulte  du  rapprochement  des  n^  49,  50  et  327  que 
l'on  peut  toujours,  sous  la  réserve  qu'il  faudra  résoudre  une 
équation  du  troisième  degré,  effectuer  l'inversion  d^une  inté- 
grale elliptique  quelconque  de  première  espèce  au  moyen  de 
la  fonction  pu^  et  même  au  moyen  de  la  fonction  pu  pour 
laquelle  les  racines  ei,  e,,  e^  sont  réelles.  Dans  ce  cas  le  discri- 
minant A  =  /7j'  —  27^3*  de  Téquation 

4^»  —  g^z  —^3  =  0, 

est  positif.  Mais  Ton  rencontre  souvent  des  fonctions  pu  â 
discriminant  négatif;  les  propriétés  de  ces  deux  sortes  de 
fonctions  ne  sont  pas  identiques  ;  il  sera  donc  important  de 
distinguer  avec  soin  les  deux  cas. 


Les  séries  o 


330.  L'étude  des  fonctions  trigonométrîques  suggère  une 
dernière  méthode  pour  défmir  les  fonctions  elliptiques  ;  nous 
voulons  parler  du  développement  en  séries.  Nous  avons  vu 
que  la  série  du  sinus 


x^  x^ 


ce  —  r-.r-ï7  -H 


1.2.3  ^  1.2.3.4.5 


admet  la  période  2it,  et  que  l'on  peut  constituer  des  séries 
possédant  une  période  arbitraire  /  en  remplaçant  dans  la  série 

précédente  x  par  "^ .  Une  fonction  rationnelle  quelconque  du 

sinus  et  du  cosinus,  l'exponentielle  e^  qui  est  égale  à  cos  x  -\- 
i  sin  Xy  une  série  composée  de  termes  qui  sont  eux-mômes 
fonctions  du  sinus,  du  cosinus  ou  de  rexponenlielle,  admet- 
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iront  encore  la  période  2-^,  ou  une  période  /  donnée  si  Ton 
effectue  la  substitution  indiquée. 

La  série  qui  a  été  adoptée  est  la  suivante 

00 

eu  =  2  2  (-  i)"  /"  "*  '^'  sin  (2n  4-  i ,  ^  ;         (40, 
0  ' 

elle  peut  aussi  s'écrire 

+  00 


eu 

00 


puisque  l'on  a 


Tzu      e 


sin  (2n  -h  l)  «—  = 


^27 


2t 


331.  La  série  (40)  sera  convergente,  et  même  absolument 
convergente,  si  le  module  du  rapport  d'un  terme  au  précédent 
a  une  limite  inférieure  à  Tunité;  ce  rapport  a  pour  valeur 

OU 

7:iu 

Pour  que  la  limite  soit  inférieure  à  l'unité,  quel  que  soilu* 
il  est  nécessaire  que  le  module  de  g  soit  inférieur  à  l'unité.  Si 
Ton  pose 


q  =  e  ^i  ,  (41) 


et 
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le  module  de  q  sera  e~^;  la  conditioD  cherchée  sera  donc 

<>0, 

et  nous  la  supposeronG  remplie  à  l'aveDÏr. 

332.  En  mCme  temps  que  la  série  su,  nous  considèreroas, 
par  analogie  avec  la  trigonométrie,  les  trois  séries 

6,M  =  —  i?*   e^\  e  (M  +  oij)  (  (42) 

9,M  =  t'î'  «~^"1  0  (u  +  U),)         ) 

en  posant,  pour  la  symétrie  de  l'écriture, 

■o,  +  a.,  +  .o,  =  0  (43) 

Un  calcul  facile  montre  que  l'on  a 

0,«  =  t  +2  2  (-  !)"?"•  «»«  ™  =  2  (-  »)"  3"'  «"  ^  }  (") 


11  n'entre  pas  dans  le  plan  de  cet  ouvrage  d'établir  toutes 
les  propriétés  de  ces  foDClions  0  ;  nous  renverrons  le  lecteur 
au  Prt!cis  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (*)  de  M.  Lu- 
cien Lévy.  Nous  nous  bornerons  k  donner  les  théorèmes  qui 
nous  seront  utiles  et  qui  suffiront  pour  faire  comprendre  l'es- 
prit et  la  portée  de  la  méthode. 


(')  Avec  tablea  numériques  et  applicalions,  S36  pages,  chez  Gauthieb 

ViLUBS. 
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333.  La  série  ^u ,  étant  une  série  de  sinus  (fonn.  40),  est 
impaire,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

0  (—  m)  =  —  Ow 

Les  trois  autres  séries  (form.  4i)  sont  paires  ;  elles  ne  chan- 
gent ni  de  signe  ni  de  valeur  lorsque  la  variable  change  de 
signe  sans  changer  de  valeur. 

334.  Les  quatre  fonctions  admettent  la  période  4a)p  en 
vertu  de  leur  mode  de  formation.  Mais,  et  c'est  déjà  là  un  in- 
cident à  noter,  les  deux  dernières  (form.  4i)  admettent  même 
la  période  2(Di. 

335.  Voyons  TefTet  produit  par  l'addition  de  2co^  à  l'argu- 
ment t/,  et  considérons  par  exemple  la  série  0  (form.  40).  Le 
terme  général  se  trouve  multiplié  par 


Le  facteur  constant  dcA'ient  donc 


,_,)., (-»--!  =  (-,).,-./-''•. 


et  le  nouveau  terme  général  peut  s'écrire 


on  a  donc 


0  (m  -t-  2wj)  == 


On  verrait  de  même  que 


{«) 


O3  {u  ^-  2o)  J 


q"^  e-  w 


TtlU 

7  e,M 


2?  tu 
Tziu 

q^^e-i.-^^^u 


(46) 
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O30.  11  résulte  des  formules  précédentes  que  les  quotients 
deux  à  deux  de  ces  fonctions  auront  deux  périodes  ifa^  et  ita^. 
Lies  fonctions  de  Jacobi  (323)  sont  données  par  les  formules  (*) 


1 


sn  wv^  ■ 
en  u\^\ 


.    6m 
A  û — 


=  B 


\ 


(47) 


les  constantes  A,  B,  C  sont  choisies  de  manière  que,  pour  u 
iofiniment  petit,  les  seconds  membres  aient  respectivement 
pour  valeurs  principales  wy/X,  1  et  i. 

Le  premier  quotient  a  évidemment  pour  périodes  4(o,  et  20)^ 

ie  deuxième 4(0^  et  ia)^ 

et  le  troisième 2(0^  et  iu)^ 

En  fait,  les  périodes  indiquées  ici  pour  cnu  ne  sont  pas  pri- 
mitives et  il  conviendrait  de  remplacer  la  deuxième  par 
2(0^  +  2u)^.  Mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ces  détails.  Il  nous 
suffit  d'avoir  montré  avec  quelle  facilité  les  fonctions  6  per- 
mettent, par  de  simples  divisions,  de  former  des  fonctions 
doublement  périodiques. 

ti37.  Ces  séries  0  sont  extrêmement  convergentes,  et  par 
suite  éminemment  propres  au  calcul.  On  peut  même  s'ar- 
ranger (**)  de  manière  à  avoir  toujours  pour  le  module  de 

^  une  valeur  inférieure  à  g.  Il  en  résulte  qu'en  pratique,  dans 

la  plupart  des  cas,  on  pourra  se  borner  au  premier   ou  aux 
deux  premiers  termes  de  la  série. 

t)38.  Les  séries  ô  sont  holomorphés  dans  tout  le  plan.  Les 


C)  Lucien  Lévt.  Précis,  etc.  page  42. 
<••)  Lucien  Lévy.  PréciSy  etc.  page  165. 
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valeurs  qui  annuleat  la  première  fonction  6  sont  zéro  et  le» 
sommets  des  parallélogrammes  des  périodes 

2mj  Cl),  -H  2  w,  u)j. 

Que  ces  valeurs  annulent  6,  cela  résulte  immédiatement,  pour 
les  points  2mt  co^  de  la  définition  (formule  40)  et,  pour  les 
points  2?ni  b>,,  des  formules  (46^  ;  mais  nous  allons  montrer 
que  ce  sont  les  seules.  En  effet,  comme  la  fonction  demeure 
finie  dans  tout  le  plan,  le  nombre  des  zéros  compris  à  Tinté- 
rieur  d'un  parallélogramme  de  périodes,  dont  le  contour  est 
Cf  est  donné  par  la  formule  21  du  n^  128 


m  =  .7-.    /    D  log  9m  du. 


Mais  on  a 


d'où 


e  (w  -r  2a)i)  =  —  ÔM  ; 


^(u  -h  2  co,)  _  e;w 

6  (m  H-  2  o),)        Oi* 


et  Tintégrale  prise  le  long  des  deux  côtés  du  parallélogramme 
qui  correspondent  à  la  période  2^^  est  nulle.  Sur  les  deux  an- 
tres côtés,  comme  l'on  a 

e  (w  -f-  2  Wj)  =  —  ^— *  e- 1^  Bu, 
on  aura 

D  log  ù(u-{-  2u)j)  = -h  D  log  ôw, 

la  somme  des  intégrales  correspondantes  prises  de  Uq  à  t/^^  +  2jû', 
sera  2râ  et  l'on  aura  par  conséquent 

m  =  i, 

c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  qu'un  zéro  dans  chaque  parallélo- 
gramme de  périodes. 
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Les  fonctions  de  W  eierstrass 

330«  La  ponction  c  Les  séries  6  sont  périodiques  et  de 
plus  dépendent  d'une  seconde  constante  telle  que  l'addition 
de  cette  constante  revienne  à  la  multiplication  de  la  fonction 
par  un  facteur  de  forme  exponentielle  : 

Les  fonctions  <t  {sigma)  de  Weierstrass,  qui  leur  sont  pro- 
portionnelles &  un  facteur  près,  ont  perdu  la  périodicité  ; 
mais  les  deux  constantes  20)^  et2a>2,  quon  appelle  encore  les 
périodes^  y  jouent  un  rôle  symétrique.  En  outre,  elles  ont  ac- 
quis de  nouvelles  propriétés  qui  les  rendent  dminemment 
maniables. 


340.  Posons 

ou  —  Ae*"»     eu 

(48) 

(«  =  1,2,3) 

(49) 

Ces  fonctions  sont  évidemment,  comme  les  fonctions  0, 
holomorphes  dans  tout  le  plan. 

La  première  condition  que  nous  imposerons  aux  nouvelles 
fonctions  sera  d'avoir^  pour  u  inRniment  petit,  la  valeur  prin- 
cipale la  plus  simple,  savoir^  puisque  zéro  est  racine  simple  de 
6u  et  par  suite  de  au,  pour  (ne  la  valeur  u  et  pour  9au  la  valeur 
1.  Or,  en  développant  par  la  formule  de  Maclaurin^  on  a 


U^  ^n>    N     .    u^ 


e«  =  8(o)  H-  we'(o)  4-  >^  6'(o)  -f-  ~  0»  +  ....       (50) 

La  valeur  principale  de  <ju  est  donc 

Awô'(o), 
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et  il  suffit  de  poser 


no)  • 

On  aura  ainsi  les  quatre  fonctions 


^  =  m\-  (&0 


/       ^ss) 


La  fonction  crw  est  impaire,  les  trois  autres  sont  paires. 
Pour  achever  leur  détermination,  nous  choisirons  r,^  de  ma- 
nière que,  dans  le  développement  de  mi  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  î/,  le  terme  en  w'  manque.  Or  on  a 

.U  =  A  [l  4-  ^--  U^  4-  ...  ]   [t.0'(o)  -H  j-^-lg.  e»  4-  ....] 

la  valeur  de  r^^  est  donc 

341.  Voyons  maintenant  quel  sera  l'effet  de  Taddilioa 
d'une  période  sur  ces  fonctions,  et,  pour  nous  borner,  ne 
considérons  que  la  fonction  au.  On  aura 


^.1  ./. 


ô--*-(M+2ta.)» 
«7(w-H2co,)  =  Ac^^i  0(w-4-2(oJ; 

donc 

De  même 

jJiJL(M4-2w.j)2 
a(w  H-  2  co,)  =  Ae^^i  6{w  H-  2  ta,) 

=  — Ae^"*i  e       *^i  «  *-i  0(w), 
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d'où 

<j(u  -H  2  a>j)  =  —  e        *"*  (Tl^ 

Nous  poserons^  pour  conserver  la  symétrie  des  formules, 
d'où 
et  la  formule  précédente  deviendra 

cr(i^  4-  2  o),)  =  —  62^'2(«  +  «,^^^^  (56) 

lout  à  tait  analogue  à  la  formule  (5i). 

Introduisons  maintenant  la  période  2b>3  et  la  quantité  t^.^ 
définies  par  les  identités 

Wi  -t-  Wg  +  w,  =  0  (57) 

^1  +  T^â  -H  ^a  =  0  ;  (58) 

et  remarquons  d'abord  que  Télimination  de  r^^  et  Wj  entre  ces 
deux  identités  et  Tidentité  (35)  conduit  à  la  suivante 

En  remplaçant  dans  la  formule  (50)  u  par  v  +  2a)i>  puis  v 
par  u  -f-  2  CO3,  on  voit  sans  peine  que 

(t(m  -h  2  (0,)  =  —  e^^'^C"  +  «3)^^,  (60) 

formule  tout  à  fait  analogue  à  celles  qui  portent  les  n®^  54 
el(^6). 

342.  La  fonction  Çw.  —  Nous  poserons,  par  définition, 

Cm  =  D  log  an  =  -"^  (61) 
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Puisque  Ton  a,  dans  le  voisinage  de  Torigine^ 

OQ  aura 

=  tA^  ^  5  A.w*  -+-  ..)  (1  —  A^u^  H-  ...), 


ou  enfiQ 


343.  La  fonction  Cu  est  une  fonction  impaire  ;  il  résulta  de 
la  déflnition  (formule  61)  qu'elle  admet  pour  pôles  l'origine  et 
les  points  périodes  et  que  ces  pôles  sont  simples.  11  n'y  en  a 
pas  d'autres  :  en  effet  les  formules  (6)  dun<»  118  montrent  que 
les  dérivées  d'une  fonction  méromorphe  n'ont  pas  d'autres 
pôles  que  ceux  de  cette  fonction,  puisque  les  seconds  membres 
de  ces  formules  sont  évidemment  finis.  La  fonction  g'm  est  donc 
holomorphe  dans  tout  le  plan  et  Çw  n'a  comme  pôles  que  les 
zéros  de  au. 

344.  En  prenant  la  dérivée  logarithmique  des  deux 
membres  des  formules  (54),  (65)  et  (60),  on  voit  que 

Ç(m  -f-  2  o)..)  =  Cm  -h  2  T,f       {i  =  i  .2,3j  ;  (63; 

c'est  là  une  propriété  bien  curieuse  de  la  fonction  Çu  de  s'ac- 
croître d'une  quantité  constante  en  même  temps  que  la 
variable  augmente  d'une  période. 

3 15.  La  fonction />w.  —  Si  l'on  prend  les  dérivés  des  deux 
membres  de  l'égalité  (63),  on  voit  que  Cw  est  une  fonction 
elliptique.  C'est,  au  signe  près,  la  fonction />w,  dont  la  déûni- 
tion  exacte  est 

/>u  =  —  î'w  =  —  D»  log  (Tw  (64) 
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Nous  aurons  à  établir  ridenlité  de  cette  fonction  avec 
celle  précédemment  déBnie  sous  le  même  nom.  Montrons 
auparavant  les  conséquences  immédiates  de  la  définition  nou- 
velle. On  aura  d*abord 

(pu  H-  2  o),)  =pu      (i  =  i ,  2,  3)  ;  (65) 

puis,  à  cause  de  l'égalité  (62), 

pu=  ^--  {3Bw*  +  5cw*  ^-  ..) 

ou,  en  changeant  de  notation, 

^«  =  -54-  C|W'  -+-  CjU*  -H  ...  (66) 

u 

pu  est  une  fonction  paire,  et  admet  comme  pôles  doubles 
Torigine  et  tous  les  points-périodes.  Elle  n'a  pas  d'autres 
pôles  puisqu'en  vertu  des  formules  (6)  du  n*"  118  la  dérivée 
d'une  fonction  méromorphe  n'a  pas  d'autres  pôles  que  ceux  de 
cette  fonction.  La  fonction^  est  donc  elliptique  d'ordre  deux. 

346.  On  peut  remarquer  que  la  fonction  pu  est  plus  que 

définie  par  les  propriétés  que  nous  venons  d'établir.  Si  une 

fonction  elliptique  f{u)  d'ordre  deux,  aux  périodes  2  c»j  et  2(i>g, 

qui  admet  l'origine  pour  pôle  double,  peut  se  mettre,  dans  le 

voisinage  de  l'origine^  sous  la  forme 

• 

1 

dans  laquelle  <p(t^)  désigne  une  fonction  holomorphe,  elle  se 
confond  nécessairement  avec/>u.  En  effet  la  différence ^u  —  f{u) 
est  une  fonction  doublement  périodique  qui  ne  devient  pas 
infinie  dans  le  parallélogramme  des  périodes  ;  c'est  donc  une 
constante  (n®  322).  De  plus  cette  différence,  et  par  suite  la 
constante,  est  nulle  pourt^  =  0.  Donc  f{u)  =  pu. 

34T«  Montrons  l'identité  de  la  fonction  actuellement  définie 
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avec  celle  que  nous  avons  rencontrée  an  n*  326.  A  cet  effet 
nous  allons  d'abord  établir  qu'elle  satisfait  à  une  équation 
diflérentielle  de  la  forme 

De  l'égalité  (66),  on  déduit 


d'où 


2 
pu  = 5  -+-  2c,u  -f-  *CjM'  -\- ...  ; 


/'w=  ~6  ^  iJï  (Sc.w  -h  4c,«'  4-  ..)  -i-  (2c,u  -^  ..^ 


(r^ 


Alors  la  fonction 


^'2t^  —  l^p^u  4-  20c,;^M 


est  une  fonction  elliptique  qui  n*a  aucun  pôle;  elle  se  réduit 
donc  à  une  constante  et  Ton  peut  poser 

p'Hi  —  Kp^u  M-  20c,/w  =  —  ^3. 

Les  deux  fonctions  que  nous  avons  désignées  par  la  nota- 
tion pu  seront  donc  des  solutions  de  la  môme  équation  diffé- 
rentielle si  l'on  pose 

9^  =  20ci,      9  3  =  28^2 . 

On  verra  dans  le  chapitre  suivant  que  cela  suffit  pour  les 
identifier  à  une  constante  près,  c'est-à-dire  que  Ton  a  déjà, 
en  les  distingant  pour  un  instant  par  un  indice, 

pu  =  pju  -+-  c). 

Pour  assurer  l'identité  complète,  il  suffit  d'astreindre  les  deux 
fonctions  à  prendre  la  niême  valeur  pour  une  valeur  doaaée 
à  la  variable,  par  exemple  pour  u  =  0. 

348- 11  résulte  de  cette  parfaite  identité  que  les  propriétés 
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établies  aux  u?*  326  et  suivants  s'appliquent  complètement  & 
la  fonction  actuelle.  £n  particulier  on  a  la  formule  d'addition 

pt^u  ^v)^pu-^pv  =  \  {^^y  s  (69) 

et 

P'i»^  =  0,        (a  =1,2,3). 

A  cause  de  l'importance  de  ces  formules,  nous  en  donnerons 
une  deuxième  démonstration  fondée  sur  la  nouvelle  définition. 

340.  Commençons  par  la  seconde.  De  Tégalité 

» 

p{u -\-  2uy^)  =  pu, 

on  tire 

P\u-^2^y^)=p'u, 


et,  en  faisant  u  =  — 


O) 


a^ 


/^a  =  P\-  ^«)- 


Mais  la  dérivée  d'une  fonction  paire  est  impaire,  on  a  donc 

et   en    additionnant  les  deux  dernières  égalités  membre  à 
membre 

ou 

/<«>«  =  0.  (70) 

Comme  on  a 

p'hi  =  ip^u  —  gp^xi  —  ^3, 

ou,  en  décomposant  le  second  membre  en  facteurs  du  pre- 
mier degré, 

^'»w  =  i(àu  —  e.)  (pti  —  c,)  (pu  —  tfj),  (71) 


de  l'équs 


350. 

deux  fou 


sont  ellif 
pour  la 
ont  dans 
ble,  u  = 
peuvent 
Or,  pour 
leur  prin 
lequel  il 


PrCDoi 

cette  forn 
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En  ajoutant  (73)  et  (74)  on  obtieat  la  formule  d'addition  des 
fonctions  !; 

^(« -*-«)- ':»-^''  =  2  $^".  (75) 

et  il  suffit  de  prendre  la  dérivée  des  deux  membres  pour  avoir 
une  formule  d*addition  des  fonctions  p  : 

P[u^v)-pu^^^^^  [Pp^^y  (76) 

Ce  n*est  pas  la  formule  que  nous  avions  en  vue  ;  mais  on 
obtiendrait  aisément  cette  dernière  (form.  39)  en  développant 
les  calculs  indiqués  par  la  formule  (76)  et  en  lemplaçant 

p'^u      par      ^p^u -- g^  pu  ^  ff^ 
J/u       par      6/>*t<  —  ^j. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'achever  ce  calcul  qui 
n'offre  aucune  difGcullé 

35 !•  Nous  avons  observé  que  les  fonctions  v^i  ^sin^z, 
V^i  -+-  iângH  étaient  uniformes,  tandis  que  les  fonctions  y/i— i, 
v/1  —  z^y  etc.,  étaient  multiformes.  Il  existe  un  théorème  ana- 
logue pour  la  fonction />M.  La  fonction  >Jpu  —  e^  est  uniforme. 

Cela  résulte  d'abord,  au  moins  pour  a  ==  2,  de  la  formule 
(27).  Nous  allons  donner  une  démonstration  qui  ne  suppose 
aucune  hypothèse  sur  la  nature  des  racines  e^^. 

Dans  l'égalité  (72),  faisons  v  =  w,,  d'où/u  =  e^  (*).  Cette 
égalité  devient 

pu  —  «,  = ^ f^ ^. 

Mais  nous  avons  vu  (n^  341)  que 

^l^-+.u,,)  =  a(M—a)o, -h  2u>.)=-e2r.,  (**-"«+ *^a)a(w-~a,,).     (77) 

(•)  Nous  désignons  par  c^  la  valeur  de  p(a^  pour  la  symétrie  des  no- 
tations ;  mais  les  racines  peuvent  évidemment  {n^  349)  être  numérotées 
arbitrairement. 


I-e  seci 
à  prendn 
terminé.  ( 

cipale  du 

même  du 

J)ans  la 


En  faiso 
bre  à  men 
le  produit 


est  indépe 
marquant 
«t  réciproc 
exemple  «: 
nule,  ain! 
constante, 
ît  u  la  valt 
il  vient 

en  diîstgni 
revient  au 
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La  lormule  (79)  généralise  la  formule  (31), 
Posons  pour  un  instant 


A  =  \I  pu  —  e^  ; 
«lous  aurons 


m 

OU 

Mais  /a  ayant,  quand  u  est  infiniment  petit,  --  pour  valeur 

i 
principale,  /a  a  pour  valeur  principale  —  —-^^\,\i  laut  prendre 

le  siorne  — .  Donc 


o 


354Ï«  Remarque  sur  la  réalité  des  fonctions  de  Weibr- 
STRASS.  Si  <i),  et  iwj  sont  réelles,  il   résulte  des  égalités   (40) 
el  (41)  que  la  constante  q  est  réelle  et  que  la  fonction  6u 
est  réelles   pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  w.   Les  égali- 
tés (50)  et  (54)  donnent  alors  pour  ju  des  valeurs  réelles, 
et  par  suite  pu  est  aussi  réelle.  La  forniule  (78),  dans  laquelle 
il  faut  faire  a  =  1,  montre  alors  que  pu  est  toujours  supérieure 
à  ^cD^  qui  est  son  minimum.  On  peut  parfaitement  suivre  la 
marche  de  la  fonction  pu  lorsque  u  varie  de  —  oo  à  +  oo.  Pour 
n  =  0,  pu  part  de  l'infini  ;  p'u  commence  par  être  négative  et, 
comme  elle  ne  peut  s'annuler  qne  si  u  est  une  demi-période, 
pu  décroit  jusqu'à  ce  que  u  =  ^a^,  Puis  p'u  change  de  signe  en 
s'annulant,  pu  croit  de  nouveau  jusqu'à  -f-  <»  qui  correspond  à 
u  =  2b>j  ;  ensuite  la  fonction  repasse  périodiquement  par  les 
mêmes  valeurs.  On  a  aussi 

/> (o),  —  ti)  =  /  (u>,  +  «); 
car 

à  (tOj  —  u)  =/  (u  —  ci)j) 
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et  les  deux  arguments  u  —  «o^  et  u  +  u>i  diffèrent  entre  eux 
d'une  période. 

Dans  la  démonstration  qui  précède,  nous  avons  dit  que  pu 
avait  pour  zéros  (n^  351)  les  demi-périodes  et  n'en  avait  pas 
d'autres.  Cela  résulte  de  ce  que  j^'u  n'a  pas  d'autres  pèles  que 
pu  et  que  ces  pôles,  doubles  dans  pu,  sont  triples  dans  pu, 
puisque,  par  exemple  à  Torigine, 

2 

Or,  dans  un  parallélogramme  de  périodes,  le  nombre  des 
zéros  d'une  fonction  elliptique  est  égal  (n^  326)  à  celui  de  ses 
pôles. 


Dégénérescences 

353«  Dans  deux  cas  particuliers  extrêmes,  les  fonctions 
elliptiques  dégénèrent  dans  des  fonctions  connues. 

1^  Si  le  module  k  tend  vers  zéro,  on  voit  immédiatement 
(formule  8)  que  la  fonction  snui  tend  vers  sin  u^y  cfiWj  vers 
cos  Ui  et  dn  Ui  vers  Tuoité.  Deux  racines  e,  et  e^  tendent  à  de- 
venir égales  ;  enQn  pu  tend  vers 

2^  Si  k  tend  vers  l'unité,  S7i  Wj  tend  vers  la  fraction 

qu'on  désigne  souvent  sous  le  nom  de  tangente  hyperbolique 
de  Wj  (*)  ;  en  u^  et  dn  Wj  tendent  vers  l'inverse  du  cosinus  hyper- 
bolique. Deux  racines  e^  et  e^  tendent  encore  à  devenir  égales. 

(•)  On  appelle  sinus  hyperbolique  Texpression 

sinhy  = g , 
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Applications 


354.  Les  applications  des  fonctions  elliptiques  sont  extrê- 
mement nombreuses.  La  rectiRcation  de  l'ellipse,  celle  des 
cubiques  circulaires  sans  point  double,  Taire  de  Tellipsoide, 
le  mouvement  du  pendule  simple,  celui  du  pendule  sphérique^ 
le  mouvement  d'un  corps  Dxé  par  un  point,  le  mouvement 
d'un  projectile  dans  un  milieu  où  la  résistance  est  propor- 
tionnelle au  cube  de  la  vitesse,  la  forme  d*une  tige  élastique 
déformée  dans  certaines  conditions,  l'intégration  de  certaines 
équations  différentielles,  etc,  etc.  dépendent  des  fonctions 
elliptiques*  L'étude  complète  des  cubiques  planes^  la  démons- 

cosinus  hyperbolique  l'expression 

cosh  y  =  — «1 . 

Le  lecteur  yérifiera  sans  peine  les  relations  suivantes,  dont  la  pre- 
mière exprime  que  les  deux  nouvelles  fonctions  sont  les  deux  coor- 
données d'un  point  d'une  hyperbole, 

cosh*  y  —  sinh*  y  =  1 
sinh  {x  +  y)  =  sïtth  X  cosh  y  -f  sinh  y  cosh  œ 
cosh  {x  -\-y)  =s  cosh  x  cosh  y  -\-  sinh  x  sinh  y 
sinh  ( —  y)  =  —  sinh  y 
cosh  ( —  y)  =  cosh  y 

dx 


S 


V 1  +  x'i 


=  sinh  X 


f 


. \  =  sect  tang  hyp.  a?  etc. 


Il  existe  des  tables  de  ces  fonctions.  D'ailleurs  ce  ne  sont  pas  à  pro 
prement  des  fonctions  nouvelles  ;  car  on  a 


cosh  X  =  cos  ix 
sinh  X  =  i  sin  ix. 


Ces  deux  dernières  formules  permettent  de  déduire  toute  la  tri^'ono- 
métrie  relative  aux  fonctions  hyperboliques  de  celle  des  fonctions  cir- 
culaires. 

Calcul  iipikit<siiial  30 


l<< 


CHAPITRE  X 


trat*  n  de  cerlaio>  lh»^orêmes  de  géométrie  tels,  par  exemple, 
qj^  ceux  rc!al'.t>  aux  poîyiron**s  de  Poncelet,  s'effectuent  delà 
miLÎre  !a  fîu*  simple  à  laide  de  ces  fonctions.  Xous nou^ 
l-j-rcrrons  à  drux  esen'pîes. 


/•'  Tti^i.'alion  d^  P ellipse.  —  Soit  Fellipse 


a 


et  >:  î  -.'  \a  iistm-re  fc^cale  :  on  pose 

r  =  «  sia  5.         V  =  6  ces  o, 


<t  .\a  t'a  «:-.-i-.:U 


*  — a* 


,\<i  =  fl!  !  —  A^  sin'o)  </=* 

•  /  ê 


\U 


*•%" 


/•r- 


<*  sin*  c  d^. 


I      • 


i 


l.  r:-çr*If  eu  se-.^rnd  mtnibre  est  précisément  celle  que 
l.-\::n:-^  x  c::*>>  cmnîe  lype  des  intégrales  de  deuxième 
î^:  -v"*r-  i»  r-i:  a  d  rzé  s^a  n-  m  à  toute  cette  théorie.  Pour 
K  <\.  r.:ut  r  à-  m^r- n  dtrs  fonctions  elliptiques,  posons 


à.::ï  z 


\/M  — e/ 


.A  f: .::•.:;-,-:.  ;*tÂZt  «î.rizie  [-^r  les  trois  racines 


•>?  • 


^  - 


c- 


l  a  <'o\uî    >;:r.:!e  r^oatre   que   Tinlégrale  précédente  se 


jf  =  -e- 


L 
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La  formule  (79)  permet  d'écrire 

OU  enQn 

La  formule  d'additioa  des  fonctions  ;  (n**  330)  permet  encore 
d'écrire 

u  est  un  argument  compris  entre  zéro  et  to^. 

358«  Mouvement  d^îin  solide  autour  d'un  point  fixe  dans 
le  cas  particulier  oh  les  forces  ont  une  résultante  passant  par 
ce  point. 

Soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  solide  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires  entraînes  avec  le  solide  et 
passant  par  le  point  fixe  ;  soient  o  la  vitesse  angulaire  autour 
de  Taxe  instantané  de  rotation,  p^  q^  r  ses  composantes.  Nous 
supposerons  encore  que  les  axes  de  coordonnées  coïncident 
avec  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  d'inertie  et  nous 
appellerons  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  du  solide  par  rap- 
port ù  ces  axes.  Dans  ces  conditions^  on  démontre  en  méca- 
nique que  les  équations  du  mouvement  du  solide  seront 

A^+(C-B)5r  =  0 
B^-|H-(A~C)rp  =  0    \  (81) 

Nous  poserons 

p  =  aX,         q  =  6Y,         r  =  cZ, 


•         L. 


à 


/ 
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Ces  quatre  dernières  équations  déterminent  e^,  e,,  ^3,  c'est- 
à-dire  la  fonction /w,  et  en  outre  la  valeur  particulière /X,  d'où 
Ton  déduira  X.  A  vrai  dire  >^  n  est  déterminée  qu'au  signe  près 
puisque 

Pi-  ^)  =  /  W. 

Mais  de  l'égalité 


p  =  a  \/p{t  4-  X)  —  «1  =  aX 

et  des  égalités  (82)  on  tire 

cfX       dp  P{^  -^  ^) 

dt        dt  2  \/p{t  4-  X)  —  e. 


ou 


j.t\ 2po7^ro^ 


abc 

le  signe  du  produit  abc  étant  connu  sans  ambiguïté,  cette 
égalité  Qxe  le  signe  de  X.  En  se  reportant  aux  formules  (84) 
et  en  y  faisant  /  =  0,  on  aura  les  signes  de  a  et  de  6  sans 
ambiguïté.  Toutes  les  constantes  sont  connues  et  le  mouve- 
ment de  Tellipsoïde  d'inertie  autour  de  l'axe  instantané  de 
rotation  est  déterminé. 

357.  11  reste  à  étudier  le  déplacement  des  axes  d'inertie  par 
rapport  à  un  système  d'axes  fixes  OXYZ  ayant  la  même 
origine.  Si  l'on  désigne  par  e  l'angle  ZOz,  par  OM  l'intersec- 
tion des  deux  plans  xOy  et  XOY,  par  <p  l'angle  ^OM,  par  ^ 
l'angle  XOM,  on  voit  en  Mécanique  que  ces  angles  (angles 
d'Euler)  sont  donnés  par  les  formules 

K  sin  0  sin  o  ==r  Ap     \ 
K  sin  0  cos  9  =  Bg    V  (85) 

K  ces  e  =  Gr  ) 

sîn  0  -^^  =  jo  sin  ç  H-  5^  cos  cp.  (86) 

En  additionnant  membre  à  membre  les  équations  (85)  pré- 
alablement élevées  au  carré,  on  trouve 

K2  =  p2A«  H-  q^W  -f-  r^C}  ;  (87) 
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mais  en  multipliant  les  équations  (81)  respectivement  par  Ap, 
B^y  Cr  et  additionnant,  on  trouve 

OU 

K  est  donc  une  constante. 

D'autre  part  en  multipliant  les  équations  (81)  respectivement 
par;»,  q^  r  et  ajoutant  on  voit  que 

Ap2  ^  13^2  ^_  Cr2  =  H,  (88) 

H  étant  une  autre  constante. 

Les  équations  (8o)  feront  connaître  ô  et  <p  en  fonction  du 
temps  ;  multiplions  Téquation  (86)  par  K^  sin  0  et  remplaçons 
K  sin  6  sin  <p,  K  sin  6  ces  o  et  enlin  K*  sin'  0,  c'est-à-dire 
K*  —  K*  cos*  6,  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (85). 
Nous  obtenons,  pour  déterminer  ^l',  l'équation 

si  Ton  pose  encore 

d'où 

dt        du"* 
la  troisième  équation  (84)  donne 

r^  =  c^[pu  —  63), 

et  par  suite  l'équation  (89)  devient 

du  "~      VJ  —  &c'(pU'-e^y 
c'est-à-dire  qu'on  a  la  forme 

d^       ,^pu^M  L(N^M) 
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L^  M  et  N  étant  des  constantes  faciles  à  calculer  d'après  ce 
qui  précède.  Or  il  existe  des  tables  de  fonctions  elliptiques 
qui  permettront  de  calculer  un  argument  v  tel  que 

et  Ton  pourra  encore  écrire 


^"^^l  I   UN— M) 
du        *       pu  —  pv 


ou  enfin 


^  =  Lu  -h  L(N  —  M) 

pv 


/du 


(90) 


Pour  effectuer  cette  dernière  intégration,  deux  cas  peuvent 
se  présenter. 

1^  V  peut  être  une  demi*période  coa  :  ^t?  =  es.  La  formule 
(79)  donne  alors 

et  par  suite 

^lI^=(,p-.,)V^-.,)[-'^fr  +  '->.)-^."-^ constante].  (91) 

2^  Ce  cas  exceptionnel  étant  écarté,  on  pourra  employer  la 
formule  (74)  qui  donne 


du 

pu  —  p\) 

=-?;h$-:^l-2»^"+'"]-     « 
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Finalement,  en  désignant  par  R,  S,  T  de  nouvelles  cons- 
tantes, 4^  se  présentera  sous  la  forme 

358.  Remarquons  que^  d'après  (35),  Taddition  d^uoe  période 
2(0  à  u  augmente  de  2'r\(u  +  v  +  co)  le  logarithme  de  9(u  +  r; 
et  de  2t,(w  —  t?  h-  w)  le  logarithme  de  a(w  —  t?).  Donc  ^  se 
trouve  accrue  de  la  constante 

2Ru>  -i-4r,t?S  =  2G; 

la  diiïérence 

•_2G/ 
"^       2w 

est  donc  périodique.  Ce  résultat  est  susceptible  d'une  inter- 
prétation géométrique,  si  Ton  y  ajoute  ce  fait  que  les  angles  z 
et  0  sont  aussi  fonctions  périodiques  du  temps. 

Si  Ton  rapporte  le  mouvement  du  corps  solide  à  deux  axes 
0^1,  Oyi  qui  tournent  autour  de  0;?  avec  la  vitesse  constante 

ij^ ,  le  mouvement  relatif  par  rapport  à  ces  axes  sera  pério- 
dique. 

350.  Nous  n'étudierons  pas  plus  longuement  ces  mouve- 
ments qu'on  a  appelés  «  mouvements  à  la  Poinsot  ».  Nous 
renverrons  pour  cela  aux  Traités  de  Mécanique  (*).  Nous 
nous  bornerons  à  énoncer  quelques  théorèmes  qui  ne 
sont  que  des  interprétations  géométriques  d'égalités  établies 
dans  les  n*^^  précédents. 

Le  mouvement  du  corps  s'effectue  comme  si  rellipsoïde 
d'inertie,  dont  le  centre  est  fixe,  restait  tangent  à  un  plan 
fixe  :  l'axe  instantané  de  rotation  est  le  rayon  mené  de  Tori- 
gine  au  point  de  contact,  et  la  vitesse  instantanée  de  rotation 
est  proportionnelle  à  la  longueur  de  ce  rayon. 

(•)  Voir  par  exemple  le  Cours  de  M.  Sarrau  à  l'Ecole  Polytechni- 
que. 
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Le  lieu  des  droites  attachées  au  solide  qui  sont  successive- 
ment axes  de  rotation  est  un  cône  du  second  degré  ;  Tintersec- 
lion  de  ce  cône  avec  TellipsoiMe  d'inertie  a  été  appelée  par 
P oinsoi  polhodie^  c'est-à-dire  chemin  des  pôles. 

L'axe  instantané  de  rotation  coïncide  à  chaque  instant  avec 
une  droite  Gxe  de  Tespace,  et  le  lieu  de  ces  dernières  droites 
est  un  deuxième  cône.  Le  mouvement  peut  encore  être  repré- 
senté par  le  roulement  du  premier  cône  sur  le  second. 

ËnGn  Poinsot  a  désigné  sous  le  nom  d'herpolhodie  le  lieu 
géométrique,  sur  le  plan  fixe,  des  points  de  contact  de  Tellip- 
soïde  d'inertie  avec  ce  plan.  Létude  de  cette  dernière  courbe 
dépend  encore  des  fonctions  elliptiques.  Voici  comment  : 
soit 

1  équation  de  l'ellipsoïde  d'inertie, 

A^o?*  H-  By  H-  Oz^  =  H  (•), 

l'équation  d'un  ellipsoïde  qui,  par  son  intersection  avec  le 
premier  détermine  la  polhodie.  Si,  aux  deux  équations  pr<5cé- 
dentes,  on  adjoint  la  suivante 

x^  -i-if  -^  JS^  =  p*, 

on  pourra  calculer  les  coordonnées  a-,  y,  ;;  d'un  point  M  de  la 
polhodie  en  fonclion  de  sa  dislance  p  au  centre  0  de  l'ellip- 
soïde d'inertie.  On  trouve  ainsi 

^_B+C—H-^BCp« 

^  -(Â-BKC-A) 

et  deux  autres  formules^  analogues  pour  y  et  z^  par  permu- 
tation circulaire  ;  il  est  facile  d'en  déduire  la  valeur  de 

ds^  =  dx^  -h  rfy^  4-  dz\ 

(•)  H  est  le  carré  de  l'inverse  de  la  distance  8  du  centre  fixe  de 
l'ellipsoïde  d'inertie  au  plan  tangent  fixe. 
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tration  de  certaÎDS  théorèmes  de  géométrie  tels,  par  exemple, 
que  ceux  relalits  aux  polygones  de  Poncelet,  s'effectuent  delà 
manière  la  plus  simple  à  laide  de  ces  fonctions.  Nous  nous 
bornerons  à  deux  exemples. 

355.  Rectification  de  rellipse,  —  Soit  Fellipse 

et  soit  2c  la  distance  focale  ;  on  pose 

c 
07  =  a  sin  o,        y  =  b  cos  ^,        A  ==  - , 

et  Ton  en  déduit 

ds^  =  «2(1  —  k^  sîn'o)  df 
ou 


J  0 


L'intégrale  du  second  membre  est  précisément  celle  que 
Legendre  a  choisie  comme  type  des  intégrales  de  deuxième 
espèce,  et  qui  a  donné  son  nom  à  toute  cette  théorie.  Pour 
Texprimer  au  moyen  des  fonctions  elliptiques,  posons 


j'         .  a 

-  =  sm  o  =    . 

a 


Vpu  —  e^ 
la  fonction />w  étant  définie  par  les  trois  racines 

Un  calcul   simple  montre   que   l'intégrale  précédente  se 
transforme  en 

,=  a'   f  f^LlZJ^  du  =  a-^    f  U  ^  hJIZli.)  du. 
I     pu  --  e^  f      \         pu  —  6^/ 
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La  formule  (79)  permet  d'écrire 


^0 


ou  enCn 


s  := 


La  formule  d'additioa  des  fonctions  C(n**  350)  permet  encore 
d*écrire 

*  2  pu  —  e^ 

u  est  un  argument  compris  entre  zéro  et  to^ 

3o6«  Mouvement  (Tien  solide  autour  cPun  point  fixe  dans 
le  cas  particulier  oit  les  forces  ont  une  résultante  passant  par 
ce  point. 

Soient  Xy  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  solide  par 
rapport  à  trois  axes  rectangulaires  entraînés  avec  le  solide  et 
passant  par  le  point  fixe  ;  soient  o  la  vitesse  angulaire  autour 
de  Taxe  instantané  de  rotation,  p^  q^  r  ses  composantes.  Nous 
supposerons  encore  que  les  axes  de  coordonnées  coïncident 
avec  les  axes  principaux  de  Tellipsoïde  d'inertie  et  nous 
appellerons  A,  B,  G  les  moments  d'inertie  du  solide  par  rap- 
port à  ces  axes.  Dans  ces  conditions,  on  démontre  en  méca- 
nique que  les  équations  du  mouvement  du  solide  seront 

A^-h(C-B)$r=0 

B||  +  (A~C)rp  =  0    \  (81) 

Nous  poserons 

p  =  aX,         q  =  bY,        r  =  cZ, 
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La  première  devient 


la  deuxième 


fg  =    /  pudu  =  — 


ît«  H-  C  ; 


eDfm  la  troisième  s'écrit 


h 


/du 
pu  — pa  ♦ 


si  l'on  introduit  l'argument  constant  v  tel  que 

pv  =  a, 
on  obtient  l'expression 


I,= 


/du 
pu  — pv 


qui  a  été  intégrée  au  n®  337  et  qui  dépend  en  général,  ainsi 
qu'on  Ta  vu,  des  fonctions  ^. 

301.  Plus  généralement,  on  sait  intégrer  toute  fonction 
rationnelle  de  pu.  En  effet  traitant  d'abord  pu  comme  une 
variable,  on  peut  décomposer  la  fonction  rationnelle  en  une 
somme  de  fractions  du  type 


(pu  -  pvr 

et  en  un  polynôme 
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Si2=ip    nous   venons  de   voir    qu'on   sait  intégrer  la 

I 

fraction  z    .    ;  on  aura,  par  exemple,  si  t;  n'est  pas  une 

demi-période, 


du  i     ,        ^(u  -h  »)     .     o  Wï^ 


=  —  TT    log  -7 (  -h  2 


pu  —  pv  pv     ®  <j(u  —  v)  pv' 

En  différcntiant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  rap- 
port à  t)  une  fois,  deux  fois,  etc.,  on  obtiendra  Tintégration 
voulue. 

Reste  à  intégrer  les  monômes  tels  que  {puY^  et  que  nous 
écrirons,  pour  simplifier,  p^.  A  cet  effet  remarquons  d'abord 
que  l'identité 

différentiée  donne 

^p'^\p'-^\  ^,.  (94) 

Différentions  deux  fois  cette  égalité,  et  du  résultat  élimi- 
nons ^*  et  ^^  à  l'aide  des  identités  précédentes.  Nous  trou- 
verons 

P'^-^^oé-^Y^gz^-^Qf  (93) 

En  différcntiant  de  nouveau  deux  fois  la  formule  (95),  on 
obtiendra  p^  en  fonction  linéaire  de  p  et  de  ses  dérivées,  puis 
^*,  et  ainsi  de  suite. 

36%.  Une  dernière  question  se  pose.  Est-il  possible  d'ex- 
primer toutes  les  fonctions  elliptiques  à  l'aide  de  celles 
que  nous  avons  fait  connaître?  Le  génie  d'Hermite  a  fourni 
la  réponse,  en  donnant  le  moyen  de  décomposer  toute 
fonction   périodique  en   éléments  simples.  Voici  comment. 
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Soit  f{u)  une  fonction  elliptique,  aux  périodes  2w,  et  2(.s., 
ayant  dans  un  parallélogramme  de  périodes  les  f  ùlesû,i,  t..,. 
et  telle  de  plus  que  dans  le  voisinage  de  chaque  pôle  le  déve- 
loppement de  la  partie  infinie  soit  connu.  On  aura,  par 
exemple,  aux  environs  du  pôle  a, 

H  \  A  A,  A^_. 

/  W  —  /         ^-a  -^  7  xx~T  -H  .-.  -H  -h  partie  entière, 

aux  environs  du  pôle  6, 

^(">  =--  (ii^r^^  +  'ï^ïf—  +  -  -^  '^s  +  !«'««  «"«■^- 

etc. 
Considérons  la  fonction 

Elle  est  elliptique  :  en  effet  comme  les  dérivées  ç',  f,..  ?' 
de  ç  sont,  au  signe  près,  égales  à />  et  à  ses  dérivées,  c'esl-à- 
dire  sont  doublement  périodiques,  comme  de  plus  on  a,  en 
désignant  par  2to  une  période, 

Kiu  —  k-h  2u))  =  ;(w  —  k)  -^  2t„ 
on  aura 

<r(H  -h  2to)  -  cp(w)  =:  27i(A„^j   -hBp.i  -+-  .4 

c'est-à-dire  (n^  323) 

o{ie  -H  2  co)  —  o(w)  =  0. 
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£n  outre,  dans  le  voisinage  du  pôle  a,  on  a 

\ 

Uu  —  fl)  = H  partie  entière 

^  '  {il  —  ay 


et  par  suite 


?00  = 


A  A^_ 

(w  —  a)*       (w  —  a) 


-1  +...+ 


a-  1 


U  —  a 


partie  entière  ; 


dans  le  voisinage  du  pôle  b^ 


B 


{u  —  6/ 


u  —  h 


H-  partie  entière^ 


et  ainsi  de  suite.  11  en  résulte  que  la  fonction  elliptique 

n'a  aucun  pôle  dans  le  parallélogramme  des  périodes,  et  par 
suite  se  réduit  à  une  constante,  et  que  Ton  peut  toujours 
mettre  f{ii)  sous  la  forme 


f(u)  =  (-  \f  -^  (— --f)-i  &'')  {u  -  a) 


A, 


^  (-  i)*-*  (—^2)7  î^*"'^  [u^a)^  ...  +  A,_,  Ç(u  -  a) 


constante. 


(97; 


Telle  est  la  formule  d'Hermite. 
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363.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction  elliptiqae 


elle  admet  comme  pôles  doubles  les  pôles  u  =  0,  et  u=— r{'). 
On  aura  donc,  d'après  la  formule  d'Hermite, 

r{u)  =  -  Aï'm  -i-A^^u  —  Bî'(w  -f-  i?)  -H  BiÇftt  -h  r)  +  C. 

Pour  déterminer  ces  cinq  constantes,  il  faut  avoir  le  déve- 
loppement de  f{u)  dans  le  voisinage  de  chacun  de  ses  pôles. 
Autour  de  u  =  -*  V,  on  aura 

! { 

pic — pv    /  .  \r   j^f     u-^^Mf  .    1 

^        ^        {u-hv^—p'v-] — j—pv-^...A 

f^^^^  =  (u  +  vY  "^  P*''^'®  entière. 

DoncBi=0,      B  =  l. 

Comme  la  somme  des  résidus  est  nulle,  A,  =  0  :  on  a 
d'ailleurs,  aux  environs  de  w  =  0, 

pu  —  pv  =  -^  —  i>v  -\-  c^u^  -h  ... 

2 

P'U  —  p'v  = 5  —  ^  t?  -f-  2  CjM  -h  ... 


—  1 


(P^jzLpY  =  A  (-  2  -  uYv  +  ...y  (i  -  u>  -h  ..) 

\pii  —  pv  /         u^  ^  ^ 


-I 


= -4  (4  +  8  w*/>t? -4-  ...) 
/(w)  =  -j  H-  2^iî  4-  termes  ayant  u  en  facteur. 

(•)  Le  point  u  =  r  n'est  pas  un  pôle  ;  car  la  vraie  valeur  de  la  frac 
iion,  pour  m  =  r, 

m. 

n'est  pas  infinie. 
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On  aura  donc,  au  voisinage  du  poi 
On  en  tire 


et  fiaalemeat,  en  rempiaçaDt  f{ii)  et  1< 
valeurs. 

C'est  la  Tormule  d'addition  de  la  foi 
deux  autres  méthodes. 

304.  Il  existe  d'autres  modes  de  < 
tious  elliptiques.  Par  exemple,  si  l'on 
logramme  les  zéros  a,,  a,,  a,  ....  «a  e 
dislÎBcts  ou  non,  de  la  fonction  /"(«),  « 
la  forme 

.  b(m  — a,)a(M  — ^).... 

<J(U  —  6,)  <r[M  —  6,)  .... 

A  étant  une  constante;  c'est  ainsi  qt 
formule  (72). 

On  peut  ealin  exprimer  la  fonction 
de  ses  dérivées.  La  méitiode  est  la  mj 
jours  à  constituer  une  fonclioii  eUip 
p6les  et  les  mêmes  zéros  que  la  fonctii 
si'qucnt,  ne  pouvant  en  différer  que  p< 
Ainsi,  si  f{u)  est  paire,  on  pourra  posi 


A«)  = 


{pu  —  pa)  (pu  —  pa, 

*  {pu  —  pf>,)  {/m  —  pb^i 


les  zéros  étant  ±  a,,  ±  a,  ...  ±  «o»  et 
±  &„.  Lesz(!ros  peuvent  d'ailleurs  être 
il  en  est  de  même  pour  les  pôles.  M 
doivent  essentielle  me  ni  être  des  points 

ClLCIL    InFUtnéBIHAL 


19  que  I 
>sera 


ctioD  e: 

eipri 

e,  ni  il 

tions,  I 
-  qui  e 
U8  la  fc 

/ 

'■Hf) 


T"  r- 
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EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE  A  DEUX  VARIABLES 


DéOnilions  —  Intégrale  g^énérale 


365*  On  nomme  Equation  différentielle  à  deux  variables 
toate  relation  entre  ces  variables  a:  et  y  et  une  ou  plusieurs 
dérivées  de  y  par  rapport  à  x.  L'ordre  le  plus  élevé  de  ces 
dérivées  est»  par  déGnition,  V ordre  de  réqualion  différentielle. 

L'équation  du  premier  ordre  a  donc  pour  type  général 


"^  ('"'  y-  -Â) = «•  (') 


On  peut  toutefois,  théoriquement,  la  supposer  résolue  par 
rapport  à  j^  >  c'est-à-dire  ramenée  à  la  forme 

il  =  /(^.  y)  ;  (2) 

nous  admettrons  d'ailleurs  que  le  second  membre  f{x,y)  est 
continu  tant  que  x  et  y  restent  Tun  et  l'autre  compris  entre 
certaines  limites. 

Cela  posé,  soient  x^  et  y^  des  valeurs  prises  à  volonté  entre 
les  limites  prescrites  :  il  existe  une  fonction  F(x,^o,y<,)  et  une 
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seule,  se  réduisant  à  y^  pour  a?  =  j?^  e/,  en  outre^  telle  que 
réquation  (2)  soit  satisfaite  lorsqu^on  pose 

y  =  F{x,  x^,  y,).  (3) 

C'est  Cauchy  qai  a,  le  premier,  démontré  rigoareusemen 
cette  proposition  fondamentale.  Après  lui,  plusieurs  géomètres 
(Briot  et  Bouquet,  Picard)  ont  donné,  du  même  théorème,  des 
démonstrations  qui,  quoique  moins  compliquées,  n'offrent 
pas  encore  un  degré  de  simplicité  suffisant  pour  être  repro- 
duites dans  notre  ouvrage. 

L'équation  (3)  est  dite  Yintégrale  générale  de  l'équation 
différentielle  proposée  (l)  ou  (2)  (*). 

366.  Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  oo  ait 
obtenu  entre  les  variables^  et^  et  une  constante  arbitraire  C, 
une  relation 

^x,  y.C)  =  0  (i) 

telle  que  les  expressions  qu'on  en  tire  pour  y  et  j*  vérifient 

l'équation  (2).  Cette  équation  (4)  coïncidera  avec  l'intégrale 
générale  (3)  ;  car,  si  l'on  détermine  C  par  la  condition 
?(^o»yo»C)  =  0,  la  valeur  de  y  tirée  de  (4)  se  réduira  à  y^  pour 

X  =  Xq» 

367*  En  différentiant  l'équation  (4)  par  rapport  à  x,  on 
obtient 


^{x,  y,  C)       ft?(a?,  y,  C)  dy^Q 


d'où 


ôo 


?fV  =  —  ??  .  (5) 

dx  ôo 

■ 

{*)  Sans  entrer  dans  dés  détails  difficiles,  on  peut  se  rendre  compte, 
par  un  simple  aperçu,  de  l'existence  de  l'intégrale.  En  effet,  on  conçoit 
que,  les  valeurs  initiales  x^^^yQ  des  variables  étant  fixées,  Fégoation  (2) 
fera  correspondre  à  tout  accroissement  cLc  un  accroissement  dy  bien 
déterminé,  au  moins  tant  que,  en  cheminant  ainsi  par  accroissements 
successifs,  on  n'aura  pas  atteint  certains  points  singuliers /pont  lesquels 

y^  est  infini  ou  indéterminé. 

uX 


'*!       .L' 
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Eu  général,  cette  expression  de  ^  contient  la  constante  C  ; 

elle  ne  saurait  donc  coïncider  avec  l'expression  (2)  qui,  pro- 
venant immédiatement  de  l'équation  différentielle  proposée  (1), 
ne  renferme  pas  C.  Mais  il  y  aura  évidemment  identité  entre 
(o)  et  (2)  si  on  remplace,  dans  (5),  C  par  l'expression 

C  =  e(^,  y)  (6) 

qu*on  déduit  de  (4),  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  élimine 
C  entre  (4)  et  (5). 

Ainsi^  Véquation  différentielle  résulte  de  Vèlimination  de 
C  entre  r intégrale  générale  et  sa  dérivée  par  rapport  à  x. 

Intcg^rales  particulières  et  solutions  singulièires 

368*  On  nomme  intégrales  particulières  celles  qu'on 
obtient  en  attribuant  des  valeurs  déterminées  quelconques  à 
la  constante  arbitraire  C  qui  figure  dans  l'intégrale  générale. 

3G9.  L'équation  différentielle  (2)  admet-elle  d'autres  solu- 
tions que  la  fonction  y  définie  par  la  relation  (4)  ? 

Pour  répondre  à  cette  question,  rappelons  que  Téquation 
différentielle  (2)  résulte  (n^  367)  de  l'élimination  de  C  entre 
(4)  et  (5).  Cette  équation  différentielle  peut  donc  être  rem- 
placée par  les  deux  équations  simultanées 

9(07.  y,  C)  =  0  (4) 

P  =  -^  (5) 

o\iy  et  C  sont  deux  fonctions  inconnues  de  x. 

Si  Ton  différentie,  dans  cette  hypothèse,  l'équation  (4)  par 
rapport  à  t,  on  a  la  relation 

ôx       ôy  rfo;       ôC  rfo? 
ou 


dy 

5y 

3x 

Ô9 

ô<p    dx 

ôy 

^y 
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qui,  à  caufie  de  (5),  devient 

^.^=0  (6) 

ax    d^ 

Le  système  formé  par  (4)  et  (5)  équivaut  au  système  formé 
par  (4)  et  (6)  ;  et,  tout  se  réduit  à  trouver  deux  fonctions  y  etC 
de  X  propres  à  vérifier  ce  dernier  système. 

Or,  l'équation  (6)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

Ë = »  Pi 

L'équation  (7)  donne  C  =  constante,  ce  qui  reproduit  Tinté- 
grale  générale.  Les  autres  solutions  ne  peuvent  donc  être 
fournies  que  par  l'équation  (8)  qui,  jointe  à  (4),  détermine  y 
et  G.  On  obtiendra  la  fonction  y  en  éliminant  G  entre  (4)  et  (8); 
cette  fonction  qui  ne  renferme  pas  de  constante  arbitraire 
reçoit  le  nom  de  solution  singulière^  à  moins  cependant  qu'elle 
ne  soit  une  intégrale  particulière,  c*est-à-dire  à  moins  qu'on 
puisse  la  déduire  de  l'intégrale  générale  en  particularisant  la 
constante. 

370*  Quelle  que  soit  la  forme  sous  laquelle  on  prenne 
l'intégrale  générale,  l'application  des  règles  précédentes  doit 
nécessairement  conduire  aux  mômes  solutions. 

Lorsque  l'équation  (4)  est  résolue  par  rapport  à  y,  la  rela- 
tion (8)  se  réduit  à  ^  =  0  puisqu'on  a  alors  ^  =  ^  • 

Plus  généralement,  V élimination  de  C  entre  les  èquatimi 

ç(a?,y,C;  =  0,     et     ?J  =  0  (9) 

do7inera  toutes  les  solutions  singulières^  si  la  dérivée  parlielk 
-^  reste  finie  lorsque  les  quantités  dont  elle  dépend  conservent 
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des  valeurs  finies  ;  c*est  ce  qui  a  liea  quand  ?(jr,  y,  G)  est  une 
foDctioD  bien  déterminée  et  continue  de  x,  ij,  et  C. 

371.  Supposons  que  x  et  ^  soient  les  coordonnées  recli- 
lignes  d'uD  point  quelconque  d'un  plan.  Désignons  par  A  la 
ligne  représentée  par  la  solution  singulière  et  par  B,  B',  B' ... 
les  lignes  représenlécs  par  l'intégrale  générale  dans  laquelle 
on  fait  varier  C  d'une  manière  continue.  D'après  une  règle 
connue,  l'enveloppe  des  lignes  B,  B',  B',...  s'obtient  en  élimi- 
nant C  entre  l'intégrale  générale  et  sa  dérivée  par  rapport  à  G  ; 
mais  c'est  précisément  le  calcul  qui  fournit  l'équalion  de  la 
ligne  A.  Donc,  la  ligne  représentée  par  la  solution  singulière 
est  t'enveloppe  des  lignes  représentées  par  l'intégrale  générale. 

372.  Voici  des  exemples  de  la  détermination  des  Bolulions 
singulières  : 

1°  En  éliminant  C  entre  les  relations 


Cette  équation  diiTérentielle  admet  donc  comme  intégrale 
générale 

y  —  C{x~cy  (M) 

C  étant  une  constante  arbitraire. 
La  seconde  des  équations  (9)  est  ici 

{x  —  q{a<  —  3C)  =  ù 

Ed éliminant  C,  d'abord  entre  la  relation  {il)  et  x=  C,  puis 
entre  (il)  etx=  3C,  on  obtient  respectivement  les  équations 

ï  =  0  (12) 

»  =  ,',-■■  m 


■  '^T^rXrl 
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La  première  (12)  est  une  intégrale  particulière  qu  on  déduit 
de  IMntégrale  générale  en  attribuant  à  la  constante  C  la  valeur 
zéro. 

La  seconde  (13)  est  une  solution  singulière,  car  il  est  impos- 
sible d*attribuer  à  G  une  valeur  constante  propre  à  rendre 
identiques  les  seconds  membres  de  (11)  et  de  (13). 

2^  En  éliminant  C  entre  les  relations 

(^-.C)«+2/«  =  RS        x_C  +  yg  =  0 
on  obtient 

Cette  équation  différentielle  admet  donc  comme  intégrale 
générale 

{ce  -  C)«  H-  y«  =  R»,  (U) 

G  étant  une  constante  arbitraire  et  R  un  nombre  donné. 
La  seconde  des  équations  (9)  est  ici 

a?  — C  =  0  (15) 

et  en  éliminant  G  entre  (14)  et  (15),  on  obtient  la  solution 
singulière 

y«  =  R»  (16) 

L'intégrale  générale  (14)  représente  un  cercle  de  rayon 
donné  R  et  ayant  pour  centre  un  point  arbitraire  sur  l'axe 
du  j:  ;  la  solution  singulière  (16)  représente  le  système  de  deux 
droites  parallèles  à  Oa:,  situées  de  part  et  d'autre  de  cet  axe,  à 
une  distance  égale  à  R.  Or,  ce  système  de  deux  droites  est  évi- 
demment l'enveloppe  des  cercles  définis  ci-dessus, 

373.  Nous  allons  maintenant  abandonner  les  généralités 
sur  les  intégrales  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre  à  deux  variables  et  nous  occuper  de  la  recherche  àects 
intégrales. 
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Les  types  des  équations  différentielles  de  ce  genre  que  Ton 
sait  intégrer  sont  fort  peu  nombreux.  Nous  allons  les  consi- 
dérer successivement. 

Lorsqu*on  dit  qu'une  équation  est  iniégrable^  on  entend  en 
général  par  là  qu'elle  est  réductible  aux  quadratures  ;  c'est 
ainsi  que  nous  l'entendrons,  au  moins  provisoirement.  Nous 
verrons  plus  loin  l'extension  qu'a  prise  de  nos  jours  le  sens 
du  mot  intégrable. 


Équations  aux  variables  séparées 
Equations  homogènes 

374.  «  La  séparation  des  variables  »,  ditLagrange,  «  est 
a  regardée  avec  raison  comme  un  des  meilleurs  moyens  que 
«  les  Géomètres  aient  imaginés  pour  intégrer  les  équations 
«  différentielles  du  premier  ordre.  En  effet,  il  est  clair  que 
«  lorsqu'on  a  séparé  les  variables  dans  une  équation,  on  peut 
«  alors  regarder  chacun  de  ses  membres  comme  une  différen- 
«  tielle  particulière  qui  ne  contient  qu'une  variable  ;  de  sorte 
c(  qu'il  n'y  a  plus  qu'à  prendre  séparément  l'intégrale  de  l'un 
«  et  de  l'autre  membre,  en  y  ajoutant  une  constante  arbitraire.  » 

Ainsi,  soit  le  type 

XY^rfo?  +  XjYrfy  =  0,  (17) 

où  X  et  X|  sont  des  fonctions  de  x  seul  et  Y  et  Yi  des  fonc- 
tions de  y  seul.  En  divisant  par  Xi  Yj  on  obtient  l'équation 

o-  f /a?  -f-  y-  c?y  =  0 
où  les  variables  sont  séparées  ;  on  aura  donc 


^  dy  =  coDstanle  (18) 


pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (17). 


.  On  intè, 
]ire  les  éqi 


onduit  Ji  V 
les  variai 


Il  ion  (lU) 


égranl  Véi 
,  on  obllei 


nfin,  t'éqi 


■oil  que  ' 
bomolhéli 
sment,  toi 
l'origine, 
iremier  o. 
iqucs,  au: 


i,"f  "      ^W«'V  •'".■fv 
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sont  parallèles.  Donc,  pour  les  courbes  ea  question,  le  coeffi- 
cient angulaire  -^  ne  dépend  que  de  ^  et  par  suite  Téqualion 
dilTérentielle  à  laquelle  elles  satisfont  est  de  la  forme 


='(.1) 


dx 


376.  Un  changement  de  variable  permet  de  ramener  aux 
types  précédents,  et  par  suite,  d'inlégrer  l'équation 


dx  ~  ^\a'x  -+-  b'y  4-  c'/*  ^  ^ 


Si  le  déterminant  ^^n  ah'  —  bal  est  différent  de  zéro,  on 
posera 

ao?  -h  6y  -h  c  =  r,        a'x  -\-  b'y  4-  c'  =  w,         (25) 

d*où 

adx  -+-  bdy  =  dv        a'dx  -h  b'dy  =  du, 

et,  par  suite, 

dx=  -jr  {b'dv  —  bdu\         ff y  =  -  {adu  —  a'dv),     (26) 

En  vertu  des  relations  (25)  et  (26),  Téquation  (24)  devient 
la  suivante 

[«  +  *?  (y]  du  -  [a'  +  h'o  (yj  dt>  =  0. 

qui  rentre  dans  le  type  (19)  des  équations  homogènes  et  que 
l'on  sait  par  suite  intégrer. 

Si  A  est  nul  et  si  Tun  au  moins  des  éléments  de  ce  détermi- 
nant, a  par  exemple,  est  différent  de  zéro,  on  posera 

eue  -+-  by  -h  c  =^  i\  (27) 

d'où  résulte,  puisque  a  n'est  pas  nul, 

dx  =  *  (dv  —  bdy).  (28) 


D'ailleurs,  en  rein| 


tirée  de  A  =  0,  on 


Dès  lors,  en  vei 
difTérentielle  (24)  ( 


où  Ton  désigne  p{ 


et  dans  laquelle  le 
dans  toutes  les  éq 
ne  (îgure  que  par 
Enfin,  si  tous  U 
nais,  le  second  m 
(24)  devient  une  c 


où  c  est  une  consl 


Équallo 

377.  Une  équi 
linéaire  lorsqu'ell 
:i^-  ;  elle  est  donc 
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OÙ  P  et  Q  BODt  des  fooctioas  de  la  variable  iadëpendaii 
Pour  intégrer  cette  équation,  od  pose 

y  =  uv,  1 

.u  et  V  étant  deux  fonctions  auxiliaires  de  x  ;  puis,  on  sp 
l'une  de  ces  fondions,  v  par  exemple,  de  manière  à  slnij 
l'équation  dilTéreatielte. 

Eu  égard  k  la  valeur  (32),  l'équation  (31)  devient 


Si  l'on  détermine  alors  v  par  la  condition  d'annuler  1 
renlhëse,  c'est-à-dire  de  satisfaire  à  la  relation 


l'équation  (33)  deviendra 

dx       ^ 

Or,  dans  (Si),  les  variables  se  séparent  immécliatemen 
a,  en  elle), 

'^I  +  Pdx  =^  0. 
d'où,  en  intégrant, 


-/" 


et,  par  suite 

V  :=  e    •' 
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et  enfin 

2»  Soit  encore 
On  a 


/"■- 


e" .  xdx  =  {i  —x)e'  -h  c 

y  =  1  —  a:  +  ce  ' 
3°  Soit  enfin 

Oaa 

/j j  /       adx  ax 

et,  par  suite 

y  :=  aa:  +  c  v't  -1-  a:'. 

3T9*  On  nomme  Equalton  de  BemouiUi,  l'équation 

*+Pj  =  Oj-,  (39) 


'I 
I 
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dans  laquelle  P  et  Q  désignent  des  fonctions  de  a:  et  n  une 
constante. 

Pour  Tintégrer,  on  divise  d*abord  par  y",  ce  qui  donne 


y    di'^'^y     - 

j                           puis,  Ton  pose 

i 

1 

1 

f Z 

1  — n 

;                         d'où 

y-'^dy^dz 

L'équation  différentielle  proposée  se  trouve  ramenée  aioii 
à  la  suivante 

g+(l-.«)P^  =  0 

que  Ton  sait  intégrer  puisqu'elle  est  linéaire  (n^  377). 

380.  On  peut  rattacher  au  type  39  les  équations  différen- 
tielles de  la  forme 

Pj  cfa?  -h  P,  rfy  4-  Q  (a?rfy  —  ydx)  =  0  (W) 

où  Pj  et  P»  sont  des  fonctions  homogènes  de  degré  ;?  et  où  Q 
est  une  fonction  homogène  de  degré  q. 
Comme  on  a 

si  Ton  pose 


X 


d'où 

dy  =  xdv  -t-  vd.c,         œdy  —  ydx  =  x^dv^ 
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réqualion  proposée  devient 

a:P<9  (v)  dx  -h  x'^^  (v)  (xdv  +  vdx)  -h  a?«  +  M  (v)  e/v  =  0. 

On  peut  d'ailleurs  l'écrire  de  la  manière  suivante 

dx  ^  (y)  , e  (r)  _ 

do'^^{v)-^v^{v)^'~       <p  (y)  -f-  v^  (v)  ^    '"^'' 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnaît   une  équation   de   Ber- 
nouilli  (3»). 

381.  Citons  encore  Téquation 

—  (b-+-b''X'hb'y)dy'h(c-¥-c'x-hc'y)dij  =  0  \  (**) 

étudiée  par  Jacobi  et  dans  laquelle  a,  a\  a\  6,  6',  h\  c,  c'  c' 
sont  des  constantes  données. 
La  substitution 

«  =  X-l-a,         y  =  Y4-p 

OÙ  X  et  Y  sont  de  nouvelles  variables  et  a  el  p  des  constantes 
indéterminées,  permet  défaire  rentrer  cette  équation  de  Jacobi 
dans  le  type  (40),  à  condition  de  déterminer  a  et  p  de  manière 
à  satisfaire  aux  relations 

g  -t-  fl'g  -t-  g'p  _  b  -hb'oL-h  b"?  __  c  h-  c'a  -+-  c"p 

ï  a  "~  p  •      (42) 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'effectuer  ce  calcul,  qui, 
quoique  un  peu  long,  ne  présente  pas  de  difficulté.  Nous 
ferons  seulement  observer  que  pour  la  résolution  du  sys- 
tème (42),  il  est  commode  d'introduire  une  troisième 
mconnue  X,  valeur  commune  des  rapporls  (42).  Alors,  en  élimi- 
nant  «  et  p  entre  les  trois  équations  qu'on  obtient  en  égalant 
àX  chacun  des  rapports  (42),  on  tombe,  pour  déterminer  X, 
sur  Téquation  du  troisième  degré 

a— X      a'      a' 
b      h'-^\    b"       =0 
c         c'    c"— X 

CaLCOL   IHFIHITBSIMAL  OO 
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0U9  en  développant  ce  déterminant, 

[a  {Vc'  —  c'V)  -f-  ft  (c'a'  —  d(f)  -h  c  (cV  —  a'c")]  =0 ; 

^  étant  connu,  on  aura  a  et  ^  à  Taide  de  deux  des  trois  équa- 
tions dont  nous  venons  de  parler. 

Équation  de  RIccaii 

382.  On  nomme  équation  de  Riccati  l'équation  dont  le 
type  général  est 


^  =  ?(^)-+-'K^)y-+-e(a?)yS  (43J 


quoique  le  savant  italien  n'en  ait  traité  qu'un  cas  parti- 
culier. £lle  possède  d'intéressantes  propriétés  qui  ont  été  Tob- 
jet  des  recherches  de  plusieurs  géomètres  et  notamment  de 
M.  Darboux  dans  ses  Leçons  sur  la  théorie  générale  des  sur- 
faces. 

Cette  équation  (43)  ne  change  pas  de  forme  quand  on  tait 
subir  à  y  une  transformation  linéaire»  c'est-à-dire  lorsqu'on 
substitue  à  ^  la  variable  z  délinie  par  la  relation 

où  P,  Q,  R,  S  sont  des  fonctions  de  x  telles  que  PS  —  RQ 
soit  différent  de  zéro. 

En  effet,  si  l'on  remplace  dans  (43)  t/  par  sa  valeur 

^  "~  R^  -  P 

tirée  de  la  relation  précédente,  on  tombe  sur  Téquation 

dz  Q^  (œ)  -t-  6,  (ai)  ;g  -4-  6,  (x)  z^ 

dx—  ^  PS  —  au 

qui  est  encore  une  équation  de  Riccati. 


EQUATIONS   DIFFKRENTIKLLES   DU    PREMIER   ORDRE  499 

3S3.  L'équation  de  Riccati  se  ramène  à  une  équation  li- 
néaire, dès  qu'on  en  connaît  une  solution  particulière  y^. 
En  effets  si  l'on  pose  alors 

2/  =  yo  +  -.  (44) 

d*où 

^^  _  _  i  ç?w  _^ ^ 

dx  11^  dx       dx  ' 

l'équation  (43)  devient 

Le  premier  membre  est  nul  puisque  ^o  ^st  une  solution  et 
la  transformée  de  (43)  se  réduit  à 

2^  -^  «  [4^(0.)  -+-  2yo  0  (^)]  4-  0  (a;)  =  0.  (45) 

C'est  une  équation  différentielle  linéaire  et  du  premier  ordre 
dont  l'intégration  (n®  377)  dépend  de  deux  quadratures. 

384.  Si  l'on  connaît  une  seconde  intégrale  particulière 
y  =  y^  de  l'équation  (43)  et  si  l'on  désigne  par  u^  la  valeur 
correspondante  de  u,  cette  valeur  u^  sera  une  solution  parti- 
culière de  réquation  (44).  On  aura  donc 

^^1  +u,  [^(œ)  -+-  2y,  0(x)]  +  0  (:r)  =  0 
et^  par  suite,  en  retranchant  cette  relation  de  (44), 

^i«^LÎ£il  +  („  _  u,)  [ii  (.r)  -^.  2y,  0  (x)]  =  0, 


jjQQ  CHAPITRE   XI 

On  en  déduit  en  intégrant 


=> 


w  — w^  =  Ce-«,     s=   I    l^{x)-i-2y^^{œ)']dx; 


mais  la  formule  de  substitution  (4i)  donne 

1  1 

u  = Wi  = ; 

y  —  Vo  Ui  —  yo 

et,  par  suite,  l'équalion  de  Riccati  a  pour  intégrale  générale 

•J^  =  C  (y,  -  y.)  e-'  (46) 

où  C  est  une  constante  arbitraire,  et  où  z  désigne  I  expression 


['H^)-^^yoH^)]d^'  {*') 


On  voit  que,  dans  ce  cas,  l'intégration  n*exîge  qu'une  seule 
quadrature. 

tl85«  Enfin,  supposons  qu'on  connaisse  trois  solutions  par- 
ticulières y^,  yj,  y^.  On  a  alors,  comme  dans  le  cas  précédent, 


-y  -/      ^  \yO  Vî/^  > 


et,  en  divisant  membre  à  membre  cette  relation  et  la  relation 
(iG),  on  obtient,  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  de 
Iliccate,  l'expression 

y.^ZJb  :  y^^::Lyi  :=  constante 

y  — yi   yi  — yo 

qui  ne  contient  aucune  quadrature. 
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;oi 


386.  Abandonnons  maintenant  le   type   général  (43)   et 
nsidérons  Téanation  différentielle 


considérons  l'équation  différentielle 

du 


dx 


H-  hu^  =  c^,  (48) 


traitée  par  Riccati  et  où  ô  et  c  sont  des  constantes  données. 
En  posant 


œ 


on  obtient,  au  lieu  de  (48),  Téquation 

à  laquelle  nous  substituerons  Téquation  un  peu  plus  g<5nérale 

"^  ê  -  ^y  ■*"  ^y'  =  ^•^"  (*^) 

a  désignant  une  nouvelle  constante. 

Nous  allons  étudier  particulièrement  ce  type^  qu'on  déduit 
de  (43)  en  y  faisant 

?(^)  =  CJ?*»- S  \{x)  =  |,  6(0?)  =  —  |, 

387.  Supposons  d'abord  n  =  2a. 

L'équation  (49)  s'intègre  alors,  car  la  substitution  y  =:  zx"" 
permet  de  séparer  les  variables. 

388.  Supposons  maintenant  n  différent  de  2  a,  et  faisons 
la  substitution 

où  yi  est  la  nouvelle  variable  et  X  une  constante  à  déterminer. 
L'équation  (49)  devient 


m  •  »- 
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Or,  d'après  le  n^  387^  ces  équations  sont  intégrables  si  Ton  a 

n  =  2  (a  +  in) 
c'esl-à'dire  si 

n  —  2a 


iTi: 


esi  un  nombre  entier  positif. 

2^  Soit  X  =  0.  La  formule  de  substitution  devient 

a?» 

'  =  ¥.' 

et  réquation  (49)  se  réduit  à 

^  ^*  -  (n  -  «)yi  -+-  oy\  =  ôx%  (52) 

à  laquelle  on  pourra  appliquer  la  mélhode  précédente  de  ma- 
nière à  parvenir,  par  i  substitutions  successives,  à  une 
équation  intégrable  quand 

n-h  2a 

est  un  nombre  entier  positif. 

En  réunissant  les  résultats  des  deux  cas,  on  arrive  à  la 
conclusion  suivante  :  Véquation 

X  -^-^  ay  '\-  by^  =  caj» 

est  intégrahle  toutes  les  fois  que 

n±2a 
2n 

est  un  nombre  entier  positif. 

Nous  reviendrons  sur  l'équation  de  Riccali  après  Tétude  des 
équations  linéaires  d'ordre  quelconque. 


504  CHAPITRE   XI 


Cas  où  Ton  ne  peut  résoudre 
réquation  cltflTérentielle  par  rapport  à  ^ 


380.  Les  seules  équations  différentielles  du  premier  ordre 
que  nous  ayons  étudiées  jusqu'ici  étaient  résolues  (ou  réso- 
lubles) par  rapport  à  la  dérivée  -^.  Quand  cette  circonstance 
n'a  pas  lieu,  il  y  a  bien  peu  de  chance  pour  que  réquation 
différentielle  proposée  (^  x,  y,  ^ j  ==  0  puisse  être  intégrée. 

Les  cas  où  Tintégration  est  possible  sont  alors  en  nombre 
très  restreint  et  il  importe  de  les  signaler  sans  omission. 

300.  Le  premier  type  de  ce  genre  est 


"  (g) = ».        p') 


les  variables  a;  et  ^  ne  Bgurant  pas  alors  dans  Téquation. 

Soit  a  Tune  quelconque  des  racines  de  l'équation  F{z)  =  0; 
on  satisfera  à  Téquation  (53)  en  posant 

dx 
d'où,  par  intégration, 

y  =  aj?  -I-  C, 
C  désignant  une  constante  arbitraire.  On  tire  de  là 

œ 
et  l'on  a,  par  suite, 

pour  rintégrale  cherchée. 
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Exemple  :  soit 


itî-"'        (») 


l'intégrale  sera 


("^ J   =a'       ou      y  =  ±  ax  -[-  C 

Ici,  comme  Téquation  (54)  est  résoluble  par  rapport  à  -j^,  on 

aurait  pu  procéder  autrement.  L'équation  (54)  se  décompose 
en  deux 

dy  du 

d'où^  en  intégrant, 

y  —  ax  —  C  =  0,      et      y  -^  ax  —  C  =  0 

C  et  C  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  deux  solutions  de 
l'équation  différentielle  proposée  (54)  sont  renfermées  dans 
l'équation  unique 

{y  —  ao?  -+-  C)  (y  H-  oj?  H-  C)  =  0 

Mais,  comme  les  deux  facteurs  de  ce  produit  doivent  être 
égalés  séparément  à  zéro,  on  peut  représenter  les  deux  cons- 
tantes par  une  même  lettre  en  sorte  que  l'intégrale  sera 

[y  —  ax  -h  c)  (y  H-  a  -h  c)  =  0, 

ou 

C^T = -• 

30  !•  Nous  allons  considérer  maintenant  les  équations  diffé- 

dxi 
rentielles  qui  ne  contiennent^  outre  la  dérivée  -^-  =  p,  qu'une 

seule  des  deux  variables  x  et  y. 
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l"  Soit  le  type 

d 


F 


(x,  1)  =  0.  (55) 


Si  l'on  sait  exprimer  x  et  ^  en  fonction  d'une  variable 
auxiliaire  u^  par  deux  équations 

formant  un  système  équivalent  à  Téquation  proposée  (35),  on 
aura 

et  par  suite 


y=  I  ^Mà?{^ 


)  -H  c,  (57) 


ou  encore,  si  l'on  veut. 


—  /  ?  (w)  d^  (« 


j/  =  4^  (w)  (p  (m)  —   /  <p  (u)  d^  (u)  -h  c,  (58) 


c  désignant  une  constante  arbitraire.  L'élimination  de  u  entre 
(37)  ou  (58)  et  J7  =  ç  (u)  donnera  l'intégrale  générale. 

Nous  signalerons  deux  cas  principaux  <>ù  or  et  ^^  s'expriment 

en  fonction  d'une   variable   auxiliaire  m.  Dans  le  premier, 

l'équation  (53),  dans  laquelle  x  et  ^^  sont  considérées  comme 

les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point,  représente  une  courbe 

unicursale  ;  nous  dirons,  pour  abréger,  que  la  relation  (33) 

dji 
est  du  genre  zéro.  On  sait  alors  (tome^•^  n**  385)  que^et^. 

s'expriment  en  fonctions  rationnelles  d'une  même  variable.  U 
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furmule  (57)  ne  conduit  par  suite  qu'à  l'intégration    d'une 
lonctîoa  rationnelle. 

Dans  le  deuxième  cas,  l'équation  (55)  est  du  genre  un.  On 

a  vu  que,  dans  ce  cas,  ^  et  j^  s'expriment  rationne 
par  des  fonctions  elliptiques  d'un  même  paramètre.  L' 
tion  (o7)  peut  donc  encore  être  effectuée  jusqu'au 
Dans  le  cas  où  l'équation  (5o)  peut  éLre  résolue  par 
à  X,  c'est-à-dire  est  de  la  lorme 

le  système  (36)  devient,  en  prenant  p  pour  variable  au 

et  l'on  obtiendra  riat^grale  clierchée  en  éliminant 
«  =  /(p)et 


')  -   /  /■«  *  - 


2'*3oi'-   le  type 

Si  l'on  sait  exprimer  y  etJf  en  fonction  d'une  ^ 
auxiliaire  u,  par  deux  équations 

formant  un  système  équivalent  k  l'équation  proposée  (i 
aura 


'^^■«r^^l^p' 
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d'où 


^  ^u  -+-  C  ; 


Puis,  rélimination  de  u  entre  cette  équation  ety  =  ^  (u] 
donnera  l'intégrale  générale. 

Nous  devons  encore,  comme  ci-dessus,  signaler  les  deux 
cas  remarquables  où  la  relation  (GO)  serait  du  genre  zéro  oa 
du  genre  un.  Dans  le  premier  cas  Tintégration  s'effectue  à  Taide 
des  seules  fonctions  élémentaires,  dans  le  deuxième  cas  à 
l'aide  des  fonctions  elliptiques. 

Dans  le  cas  où  Téquation  (60)  peut  être  résolue  par  rapport 
à  y,  c'est-à-dire  est  de  la  forme 

__  ffdy 


»=A(i).  m 


le  système  (61)  devient,  en  prenant  p  pour  variable  auxiliaire, 
L'intégrale  générale  résultera  de  l'éliminatioa  dej>  entre 

y  =  /(p)et 


,.rm 


dp  -hC. 


Les  deux  types  (SS)  et  (60)  étudiés  dans  le  numéro  précé- 
dent peuvent  être  ramenés  l'un  à  l'autre  en  prenant  la  fonction 
pour  variable  indépendante  et  inversement.  Il  eût  donc  suffi 
de  se  borner  à  traiter  l'un  des  deux  cas. 

Celle  remarque  ne  s'applique  pas  seulement  au  numéro 
391.  En  général,  suivant  que  l'on  prend  a:  ou  y  pour  variable 
indépendante,  l'équation  différentielle  change  de  forme  et  se 
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prête  avec  plus  ou  moins  de  facilité  à  rintégration.  Par  exem- 
ple, l'équation 


[^<p(y)-H/'(y)]^|  =  Hy), 


devient,  lorsqu^on  considère  x  comme  la  fonction  et  y  comme 
la  variable  indépendante, 

dy     ^{y)~^W 

et  sous  cette  forme  on  voit  qu'elle  s'intègre  aisément  puis- 
qu'elle est  linéaire  (n°  377). 


Procédé  par  difTérentiation. 
Équations  de  Lagrange  et  de  Clairaut 


302.  Il  existe  des  équations  différentielles  du  premier  ordre 
que  Ton  parvient  à  intégrer  .  à  l'aide  d'une  différenliation 
préalable. 

Telle  est  V équation  de  Lagrange 

y  =  x  (p(jt>)  +-  4^  (p)  (63) 

où 

En  différentiant  (63),  on  obtient 

^dx  =  o  [p)  dx  H-  \x^'  [p)  -h  ^'  (p)]  dp  =  0, 
ou 

Cette  équation  est  linéaire  quand  on  y  considère  x  comme 
la  fonction  et  p  comme  la  variable  indépendante.  On  pourra 
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donc  rintégrer  {a?  577),  ce  qui  donnera  une  relation  entre  x 
et  Pf  et,  en  éliminant  p  entre  cette  relation  et  Téquation  (G3), 
on  aura  l'iatégrale  de  cette  équation  (63). 

303.  L'équation 

plus  générale  que  celle  de  Lagrange,  ne  peut  que  rarement  s  in- 
tégrer en  suivant  la  marche  précédente. 
En  effets  en  dérivant  par  rapport  à  x,  on  a 

^       bx       ^p  dx' 

mais  celte  équation  différentielle  du  premier  ordre  eu  x  et/ 
n'est  plus  eu  général  linéaire  et  on  ne  saura  l'intégrer  que 
dans  des  cas  fort  rares. 

Toutefois,  si  on  sait  Tintégrer  par  un  procédé  quelconque, 
on  aura  une  relation 

6  (x,  p,  c)  =  0, 

où  c  désigne  une  constante  arbitraire,  et  il  suffira  d'éliminer 
p  entre  cette  relation  et  Téqualion  proposée  (65)  pour  avoir 
rintégrale  de  cette  équation  (65), 

30 1.  Le  procédé  par  différent  iation   peut   être  présenté 
d'une  manière  un  peu  différente  : 
Soit  l'équation  différentielle 


F  (X,  y,  p)  =  0,  ;66 


où  p  désigne  -J^. 


dx 
En  dérivant  l'équation  (66)  par  rapport  à  x,  on  a 

ôF       ^F  du       fsF  dp       ^  .^- 

bx       f>?/  dx      bp  dx 
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Supposoas  que  cette  équation  dérivée  (67)  soit  de  la 

dx 

P  et  Q  étantdes  fondions  de  x,  y,  eip  ;  ou  bien,  qu'on 
la  mettre  sous  cette  forme  en  combinant  convenaJ>lemi 
relations  (66)  et  (67).  On  aura  l'intcîgrale  générale  de  lapn 
en  éliminant  p  entre  cette  équation  différentielle  et  la  r< 
Q:=  constante;  puis  l'élimination  de  p  entre  (67)  et 
donnera  la  solution  singulière. 

Ce  procédé  permet  d'intégrer  immédiatement  Xéquat 
Clair  aui 

y  =  px -i- i(  Ifi). 


Par  suite,  l'intégrale  générale  est 

t/  =  (le  +  +  ^C) 

C  étant  la  constante  arbitraire,  et  la  solution  singulière 
tcra  de  Télimination  de  p  entre  (6<j)  et  ar  -H  ^'{p)  =  0- 

L'équation  de  Clairaut  n'est  d'ailleurs  qu'un  cas  pi 
lier,  mais  très  usuel,  de  l'équation  de  Lagrauge. 

Equation  d'Ciiler 

305.  Soit  l'équation  différentielle 

dans  laquelle  X  et  Y  désignent  les  polynômes  du  qua 
degré 

X  =  <i  -\-  ^x  -h  Yj'  ~>r  Sz'  +  Ea;*   ) 
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Euler  a  montré  le  premier,  en  1761,  dans  les  Nouveaux 
commentaires  de  Pétersbourg^  que  Téquation  (71)  avait  une 
intégrale  algébrique  exprimée  par  une  équation  de  la  forme 

L-hM(«-hy)-+-N(aî«-i-y»)-+-Pd?y-+-Qxy(a?-hy)-hR^y*=0.     (73) 

Six  ans  plus  tard,  dans  les  Mémoires  de  P Académie  de 
Turin,  Lagrange  disait  à  propos  de  cette  découverte  :  c  Cette 
c  intégration  est  d'autant  plus  remarquable  qu*elle  n'est  dae 
«  qu'à  une  espèce  de  hasard  heureux.  J*ai  donc  cru  faire  un 
c  travail  avantageux  au  progrès  de  l'analyse  que  de  chercher 
c  une  méthode  directe  pour  intégrer  Téquation  (71). 

Voici  la  méthode  de  Lagrange  : 

Posons 

—7-  =  dt,        et  par  suite,  -r--  =  —  dl.        (74) 

/  étant  une  variable  indépendante  dont  x  et  y  seront  des  fonc- 
tions. 
£n  .élevant  au  carré,  on  a 


m = ^.   m = 


d'où  Ton  déduit,  en  diiïérentiant  par  rapport  à  /, 

n  dx  d*x dX  dx 

dï  d?'  ^ôtxdt 

9  ^  ^^y o?Y  dl/ 

"  Ji  dt^  ""  dy  dt 

ou,  suppression  faite  des  facteurs  communs  J^^    -Jr- 


(76) 


Si  donc  on  pose 

u^=x  -\-  y  t;  =  X  —  y,  G') 
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on  aura 

di'  -  rf^»  +  di^  .  ._. 

3  1  ^  ^^^ 

=  p  H-  Y w  -h  ^  8 (m«  -h  v»)  4-  2  ^t/  {li^  -+-  3  v*) 


et 


di 


2  r    rfw  rf*M       /duY  dv'^       .^    .   «    X 


du 

di 


Mais  les  deux  mennbres  de  cette  équation  sont  respective - 

1  fdu\* 
ment  les  dérivées  par  rapport  à  /  de  -3,  f -^  )  et  de  fiu  +  eu*. 

On  a  donc,  en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire^ 

l  (S)'  =  C  4-  a*e  H-  en», 

rltt 

elenRn,  en  substituant  &  ?/,  v,  -,7  leurs  valeurs  en  x  et  y, 

["^1^5^]'  =  ^  -f-  5  (a:  -+-  y)  -^  e  (0;  +  y)«;         (80) 

ccsl  l'intégrale  de  l'équation  (71). 

Cette  intégrale  n*est  pas  rationnelle,  toutefois  il  est  aisé  de 
U  rendre  telle. 

Le  calcul  est  un  peu  long,  mais  il  ne  présente  aucune  diffi- 
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u    dv fdx       &ij\  fdx       djfK f^V       [^'lY 

ï .  di         \dt  ~^dï)\dl  ""  "dij  ""  \dï)  ""  \dl) 

=  X  —  Y  =  p«;  H-  ^uv  H-  r  ^v  (3w*  "+"  ^*)  "+"  À  ^^^  ("*  "^  ^*) 

On  déduit  de  là,  en  retranchant  la  relation  (79)  de  Téqua-  j 

lion  (78)  préalablement  multipliée  par  v  ^^ 

d^u       du  dv       i  ^  \  ^  !^ 

d'où,  en  multipliant  par  -,  ^ 


La  marche  consiste  à  effectuer  le  premier  membre,  à 
le  seul  radical  \/X\  qui  reste  alors,  puis  à  élever  an 
On  trouve  ainsi,  pour  I  intégrale  rendue  rationnelle, 

.tion  (73)  dans  laquelle  les  coefticients  L,  M,  N,  P,  Q,  Il 

Bur  valeurs 


L  =  -C» 


ll  = 

-^^- 

—  a<J 

-^r 

•i  = 

\-l 

Ol 

-«-.!,' 

p  = 

-s<=-- 

-2..-JPS  +  21' 

Q  = 

-<«- 

-p. 

*!.a 

R  = 

-Ct  + 

> 

(81) 


importe  de  remarquer  que  si,  dans  l'équalion  proposée 
on  remplaçait  le  signe  +  par  le  signe  — ,  tout  ce  que 
avons  dit  subsisterait,  et  l'intégrale  serait  la  relation  (80) 
on  changerait  le  signe  du  radical  \/Y.  Quant  à  l'intégrale 
ue  rationnelle  (73),  elle  ne  changerait  pas. 

)6.  Nous  devons  signaler  spécialement  deux  cas  parli- 


irs  usuels  : 
Soient 


-?.  —  ?»■* 


égrale  de  (71)  sera 


(^4^)'=c+*<-») 


(82) 


M 


X  =  (l-a)')(l-4'i')  )  ,„| 

Y  =  {i-j-)(l-J'ï')  V 
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A:*  étant  une  quantité  positive  et  moindre  que  t  ;  l'iutiSgra 
(71)  deviendra 


(^-^ 


(I 


aOT.  L'intégrale  précédente  (85)  peut  se  mettre  sous 
autre  forme  que  nom  allons  établir  directement. 

L*équation  différentielle  (71),  où  X  et  Y  ont  leti  valeurs 
peut  s'écrire 


r    y/-^  dx     ^    r     i/X  t 


k*a^y'^ 


C  étant  une  constante  arbitraire. 

En  intégrant  par  parties  la  première  intégrale,  on  a 


P  et  Q  étant  symétriques  par  rapport  à  j;  et  y. 

D'ailleurs  laseconde  intégrale  de  l'équation  (86)  doit  s 
duire  de  la  première  en  échangeant  les  variables  xaiy; 
donc 

En  ajoutant  les  deux  relations  préci5dentes,  on  obtien 
qualion 


qui,  en  vertu  de  l'équation  dilTéreuticllc  proposée,  se  réd 
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G*est  la  forme  de  Tiniégrale  que  nous  voulions  faire  con- 
naître. 
La  constante  G'  est  la  valeur  que  prend  y  pour  j:  =  0. 
Posons  actuellement 


dx 


v/(i  —  x^)  (i  —  k^  x^) 


d'où 

a7  =  5nw,  v^l  —  jc*  =  en  w,  /ÏTZ~3F^  =  rf^w» 
et  de  même 


dy 


d'où 

y  =z  sn  t\  \/]  —  y«  =  en  r,  v^F  —  yt*  y*  =  dn  v. 
Nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  différentielle  proposée, 

du  -^  dv  =  0 
d'où 

Y  étant  une  constante.  Mais,  pour  m  =  o,  on  a  a?  =  o,  t?  =  T» 
y  =  5nY  ;  la  constante  G  de  l'intégrale  (87)  est  donc  «ny,  cl 
cette  équation  (87)  devient 

/           ^       sn  te,  cnv  dnv  -h  sn  v,  en  u  dn  m    /oo. 
snio»sn{u  +  v)  = 1  _  a-,  (.nu)' («»')- ^   ' 

C'est  la  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  foncti^fl^ 
elliptiques  de  Jacobi. 
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On  obtient  d'ailleurs  facilement,  à  l'aide  des  reU 
cédentcs,  les  deux  autres  formules  d'addition 


,  ,       cnu  env  —  ^lu  snv  dnu  dnv 

cn(u  +  v}=  - 


,    ,  ,       dnudnv  —  k*  snu  snv  cnu  en 

dn  (w  -¥■  v)  ^ ] rn wt n 

308.  Si,  dans  les  valeurs  (8i)  de  X  et  de  Y,  ou  | 


l'équation  différentielle 


</l  —  k*  si  a'  <f       v'i  —  k*  sin'  tu 

On  peut  l'intégrer  en  la  ramenant  à  la  iorme  i 
tioa  de  Clairaut. 

A  cet  effet,  on  commence  par  rendre  l'équation  i 
ce  qui  donne 

df*  —  rftai'  ;=  A'  (sin'u)  d<f*  —  BiD'<îi  dut*). 

Puis,  on  fait  le  changement  de  variables 

£  =  cos  tii  C03  7  T)  =  sin  u>  sin  f, 

k  l'aide  duquel  on  peut  exprimer 

dl*  —  dr,*,  et  (Wt)  —  ijrfE}»  —  dïi' 

en  fonction  de  u  et  de  o  ;  on  constate  ainsi  que  le  t 
ces  deux  expressions  est  égal  à  k'.  De  li  résulte  l'éq 

dV  -  rfV  =  *'  [(W^i  -  ^di)»  -  dV]. 
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OU,  en  posant  1  —  42  =  A'«,  et  désignant  ÏÏ  par  />, 


r,=pî-J/l-A'«l)« 


G^est,  comme  nous  l'avions  annoncé,  une  équation  de  Clai- 
raut.  On  sait  (n<*  394)  que  son  intégrale  générale  s'obtient  en 
remplaçant^  par  une  constante.  En  désignant  cette  constante 
par 


i 


v/1  —  k}  sin*fx 


et  remplaçant  Ç  et  tî  par  leurs  valeurs  (92),  on  obtient  pour 
rintégrale  générale  de  l'équation  (91)  la  relation 

ces  \L  =  ces  u)  ces  ç  —  sin  o)  sin  <p  ^i  —  k^  sin^fx        (93) 

où  \L  est  la  constante  arbitraire. 

Il  serait  facile  de  déduire  de  là  les  formules  (88),  (89),  (90 , 
relatives  à  l'addition  des  fonctions  elliptiques  s/t,  cft,  dn. 


Théorie  du  facteur  intégrant 


309.  Soient  M  et  N  deux  fonctions  des  variables  indépen- 
dantes X  Qiy 

Pour  que  l'expression 

Vidx  -h  Ndy  (94) 

soit  une  différentielle  exacte,  il  faut  et  il  suffît  (n*'  103}  que 
Ton  ait 

^-M  _  5N  ;  (95) 
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et,  si  cette  condition  est  satisfaite,  la  fonction  u,  doat  l'expres- 
sion (9i)  est  ta  ditTérentiellc  totale,  est  donnée  parla  formule 


dans  laquelle  G  est  la  constante  arbitraire,  x^,  y^  les 
initiales  de  x  et  y,  et  enfin  Nj  la  valeur  que  prend  P 
on  y  remplace  x  par  x^. 

Ordinairement,  la  condition  (94)  n'est  pas  remplie 
est  alors  conduit  à  chercher,  avec  Euler,  s'il  existe  un 
Vf  fonction  de  x  et  de  y,  propre  à  rendre  v  (lAdx  +  NcJ 
rentielle  exacte.  Telle  est  la  question  dont  nous  allô 
occuper. 

400.  Théorème.  —  1°  Il  existe  toujours  un  facteur 
tion  d'x  et  d'y,  propre  à  rendre  différentieîie  exacte  le 
membre  de  toute  équation  du  premier  ordre  }&dx  •+■  N 

2*  //  en  existe  même  une  infinité,  et  tous  sont  de  l 
cf  (u),  w  étant  la  fonction  dont  v  {Vidx  +  Ntiy)  est  la  d 
tielle  exacte. 

£n  effet  : 

1"  Imaginons  que  l'intégrale  générale  de  l'équatio 
rentielle 

Mrfj!  +  Nrfy  =  0 

soit  résolue  par  rapport  à  la  constante  c,  c'est-à-dire  si 
sous  la  forme 


u  étant  une  fonction  A'x  et  A'y  où  n'entre  plus  c.  Celle 
tion  est  toujours  possible  théoriquement.  Alors  c  se 
éliminé  par  la  différeatiation  de  (1J6)  et  la  relation 

au 
au  ,         e«   ,        n  du  bx 


"y 


est  identique  avec  l'équation  différentielle  proposée  ^ 


^ — "H^ 
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On  a  donc  identiquement 

Soit  V  la  fonction  dx  et  éTy  qui  exprime  la  valeur  commune 
de  ces  rapports  ;  on  aura 

--  =r  M»,      --  =  Nr     d'où     r  (Mdx  -+■  Sdu)  =  —  rfx  -h  ~  (^. 

=  du 

ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théorème. 

2*  Si  V  est  un  facteur  tel  que  v  (Mcte  -i-  Sdy)  =  du,  on  aura, 
<p  (u)  désignant  une  fonction  quelconque  de  u. 


t?<p  (u)  (Hcfo?  -h  Nrfy)  =  o  (w)  rfw  =  d.     /    ©  (u)  du 


donc  t;<f  (u)  est  encore  un  facteur  d'int(5grabilitéy  ce  qui  monire 
qu'il  en  existe  une  infinité. 

Il  reste  à  prouver  qu'il  n'en  existe  pas  d'une  autre  for/ne. 
Or,  soit  y  un  facteur  quelconque  d'intégrabilité  autre  que  t, 
on  aura 

»  (Mdx  -f-  Nc/y)  =  du,        V  {lAdx  -+•  Nrfy)  =  dU 
d'où 

dV  =  ~du  (97) 

Cette  équation  montre  que,  si  l'on  fait  varier  x  eïyàe  telle 
sorte  que  u  reste  constant,  c'est-à-dire  qu'on  ait  du  =  0,  on 
aura  en  même  temps  d[]  =  0  et  par  suite  U  restera  constant.  Il 
résulte  de  là  que  U  est  une  fonction  de  u  ;  car,  soit 

^  =  f{^fy)y        U  =  d;(a?,  y): 

■ 

en  portant  dans  la  seconde  y  tiré  de  la  première,  on  aura 

U  =  F  (w,  07). 

Or,  si  X  restait  aussi  explicitement  dans  l'expression  de  0,en 
faisant  varier  ar  et  y  de  façon  que  u  reste  constant»  U  ne  reste- 
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rait  pas  constant.  Donc  x  n'entre  pas  explicitement  dans  F, 
et  l'on  a  U  =  F  (m).  Par  suite,  en  vertu  de  (91),  on  a 

:i  =  ^  =  F-{u)        d'oix        \  =  vF'{u)        ou        W  =  v<f 

401.  Corollaires. 

i"  Si  Von  sait  trouver  cTunemanière  quelconque  un  fat 
V  d'intégrabiîité,  on  obtiendra  l'intégrale  générale  de  Véqut 
différentielle  v  (Mctc  -i-  Nrfy)  =  0  par  le  procédé  du  n" 

De  plus,  «I  égalant  à  zéro  l'inverse  -  du  fadeur,  on  aura 
légrale  singulière. 
En  effet,  l'équation 

V  {tlldx  -h  ^dy)  =  du 

mise  sous  la  forme 

Udx  +  Nrfy  =  - .  du, 

montre  que,  pour  que  l'équation  diiTérentiellc  soit  satisf 
c'est-à-dire  pour  qu'on  ait  ildx  +  tidy  =  0,  il  faut  et  il  f 
qu'on  ait 

soit  du:=(i  d'où  ut=c  ce  qui  donne  l'intégrale  g6n6\ 
soit  ^  =  0,       ce  qui  donne  donc  l'intégrale  singulière. 

Ce  dernier  résultat  peut  d'ailleurs  être  déduit  de  la  thé 
des  solutions  singulières  (n"  369).  En  effet,  u  —  C=:rOé 
ici  l'intégrale  générale,  toutes  les  solutions  singulières  se 
données  par  t' équation 

rfy 
à  laquelle  se  réduit  alors  l'équation  (8),  Mais  ^  n'est  a 
que  le  facteur  v  qui  rend  l'équation  dy —  /(x,  y)  diiïérenti 
exacte  (a"  400).  Donc  l'équation  -  =  0  contient  toutes  les  s 
tions  singulières. 
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2^  Si  Von  a  trouvé  par  un  moyen  quelconque  deux  f(uAeur$ 
V  ei\  diniégrabilitéj  on  aura  immédiafemeni  Fintégrale  gi- 
nérale  en  égalant  leur  rapport  à  une  constante. 

Car,  on  a  va  que,  si  ti  =  c  est  l'intégrale  générale,  on  a 

V 

-  =  ç  (w)  ;       et  de      o  (w)  =  c,      on  tire      m  =  G. 

402.  La  détermination  du  facteur  v  dépend  de  Pintégration 
dune  équation  aux  dérivées  partielles. 
En  effet,  on  doit  avoir 

dy  dx 

d*où,  en  développant 

N  <>£_  M '-^  -  t,  ('-*?_  *-^W  0.  (98! 

hx  ^y  \ày        iixj  ^    ' 

ce  qui  est  bien  une  équation  entre  une  fonction  v  inconnue 

des  dei4X  variables  x  et  y,  et  les  dérivées  partielles  ^>  ^»  ^^ 

cette  fonction. 

On  verra  (dans  Télude  des  équations  aux  dérivées  partielles) 
que  son  intégration  générale  dépend  précisément  de  F  intégra- 
tion de  réquation  proposée.  Il  y  aurait  donc  là  un  cercle 
vicieux.  Mais  il  faut  observer  qu'il  n'est  pas  besoin  de  trouver 
la  solution  générale  de  cette  équation  ;  toute  solution  particu- 
lière de  réquation  (98)  est  un  facteur  d'intégrabUité  de  la 
proposée.  Malgré  celte  remarque,  la  théorie  du  facteur  r  na 
guère  qu'une  importance  théorique. 

Nous  allons  maintenant  chercher  la  condition  que  doit 
remplir  une  équation  du  premier  ordre  pour  admettre  un 
facteur  d'intégrabUité  de  forme  spéciale. 

403.  Cherchons  la  condition  pour  que  Véquation  du  pre- 
mier ordre 

dy  —  f{œ,  y)  dx  =  0 

admette  un  facteur  d'intégrabUité  qui  ne  dépende  que  de  x 
seul. 
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Ici  on  a  N  ==  I ,  M  =  —  f{x,  y),  —  =  0  ;  réquation  (98)  se 
réduit  donc  à 

?£  .  ^  ^f{^^  y)  ^  0      d'où       l  ^  =  ^  ^li^ijù 

et  comme  le  premier  membre  est  fonction  à'x  seul,  il  faut 
qu'il  en  soit  de  même  du  second,  c'est-à-dire  qu'on  ait,  en 
désignant  par  P  une  fonction  d*j?, 

_  î/(|_y)  ^  p        j.^ù        ^  nx,  y)=  j  Vdy=  Py-.  Q 

Q  étant  aussi  une  fonction  d'x  seul.  L'équation  proposée 
devient  donc 

(99) 


du 

Py 

-Q. 

Quant  au 

facteur^ 

on  a 

1  dv 
V  dx" 

=  P 

d'où 

logw 

et  enfin 

Ainsi t  pour  qu'une  équation  du  premier  ordre  admette  un 
facteur  dHntégrabilité  fonction  d^x  seul,  il  faut  que  cette 
équation  soit  linéaire;  et  cela  suffit  y  car  il  est  aisé  de  cons- 
tater que 

ef^^  [cly  -^  {?y  —  Q)  dœ\ 
est  une  différentielle  exacte  ;  on  peut,  en  effet,  l'écrire 

ef^^"^  dy  -^  y?  e-l^^  dx  -  ef^^  Qdx 

ou       d[yJ^^]  -  /^^^  Qdx 
et  enGn 


d\  yj^^--  jef^^-Qdx\ 
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De  là   résulte   un  nouveau   moyen  d'intégrer    l'équation 

linéaire  du  premier  ordre;  en  effet,  réquation  étant  mise 
sous  la  forme 


d\  yef^'^  -    /  e/P<^  Qd. 


a;      =  0. 


on  a  immédiatement 


,J^^-    /  e/P<'^Qdx  =  C, 


d'où  résulte  la  formule  connue  (n"  377) 


y  = 


^^f^d.      C  +   JQj^^^  dx 


404.  Cherchons  quel  est  le  facteur  dHntégrabilité pour  les 
équations  Mdx  h-  Nrfy  =  0  homogènes. 

Si  l'on  pose^=  /,  l'équation  proposée 
devient 

[^  (0  -H  ^^i  (01  ^^  -^  ^1  (0  ^<  =  0, 

et,  Ton  voit  que,  pour  séparer  les  variables,  il  faut  diviser  par 

X  l^  (0  H-  t^i  (0]      ou      an};  (i)  -h  y+i  (0»      o"      Ma?  +  Ny. 

Le  facteur  est  donc 

i 

Ma?  4-Ny 

On  peut  d'ailleurs  vérifier  que  si  MetN  sont  des  fondions 
homogènes  de  même  degré  m,  l'expression 

Mdx  H-  Ndy 
Ma?  4-  Ny*' 
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est  une  différentielle  exacte. 
£d  eiïet,  la  coodition 


\Hi  +  Ny/       \^x  +  Ny) 


-  Ny,  _ 
»y  ta; 

développt^e,  se  réduit  à 

NiB- \~y  '~]=Bi.{x hv  —  Il 

\    ix       "  il//  \    bx       '  fty/' 

ce  qai  a  lieu,  puisque,  en  vertu  du  théorème  des  foncUo 
gèues,  la  première  parenthèse  est  égale  à  mM,  et  la  i 
àmN. 

405.  Voici  encore  un  exemple  très  intéressant  { 
cherche  du  facteur  intégrant. 
Soit  l'équation 

{aydx  +  bxdy)  ■+-  x'^y"  {a'ydx  ■+■  b'xdy)  ^  0 

Le  facteur  --  rend  inlégrable  la  première  partie  qu 
la  différentielle  de  log  (x^i^).  Les  facteurs  intt^granls  ( 
mière  parenthèse  sont  donc  compris  dans  la  tormule 

xy  -^    ^  ' 

De  même,  le  facteur  ^-j.,  „^i  rend  intégrable 
x'^y"  {a'ydx  -h  t/xdy)  qui  devient  la  diflérentielle  de  lof 
les  facteurs  intégrants  de  cette  seconde  partie  8( 
compris  dans  la  formule 


S'il  existe  un  facteur  intégrant  commun  aux  deux 
ce  sera  un  facteur  intégrant  de  leur  somme,  c'est-& 
premier  membre  de  l'ôquation  proposée  (100).  Or, 
respectivement 
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au  lieu  de  ?  et  de  4;  ;  les  deux  facteurs  intégrants 

seront  identiques  à  condition  de  choisir  X  et  (x  tels  qu'on  ait 
les  relations 

aX  ==  o'ji  —  m,        6X  =  ô'(â  —  n. 

Nous  aurons  donc  de  la  sorte  un  facteur  intégrant  du  premier 
membre  de  Téquation  (100). 

Les  deux  dernières  relations,  en  X  et  (x,  sont  incompatibles 
si  le  déterminant  ah'  »  ba'  est  nul  ;  mais  alors  l'équation  pro- 
posée devient  une  équation  à  variables  séparées  et,  par  suite, 
s'intègre  immédiatement. 

406.  La  considération  du  facteur  intégrant  intervient  utile- 
ment dans  la  théorie  des  cartes  géographiques. 

Nous  avons  dit  (tome  !•%  n^  540)  qu'il  était  toujours  pos- 
sible de  représenter  une  surface  donnée  sur  un  plan  en  conser- 
vant les  angles. 

Pour  démontrer  cette  proposition  fondamentale,  il  s'agit 
de  faire  voir  quUl  est  toujours  possible  de  résoudre  réqoa- 
tion  (tome  I,  n°  537) 

Edu^  -h  2  ¥dudv  h-  Gd^  =  X«  (rfX*  -i-  rfY*) 

dans  laquelle  E,  F,  G  sont  des  fonctions  coiinues  de  u  et  der, 
tandis  que  X,  X,  Y  sont  des  fonctions  inconnues  des  mêmes 
variables. 

L'équation  précédente  peut  s'écrire 


Y.du  4-  Fdv  -¥  idv  /EG  —  F'         Edu  -h  Fdv  —  idv  y/EG — P 

=  [dX  4-  idYi  [rfX  —  tdYj 


■wp 
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Désignons  par  m  +  ni  un  facteur  iatégrant  de  la  prei 
parenthèse,  m  et  n  t^taot  réels.  Nous  aurons 


(m  -H  Ml)  (  ~ 


•É 


=  dX  +  i<IY 


et  enfin,  en  multipliant  les  deux  relations  précédentes  me 
k  membre 

dX*  -+■  rfV  =  (m'  -1-  n")  (Erfu»  +  2  Fdudv  +  Grfr"). 

Les  fonctions  X  et  Y  sont  donc  trouvées  aîusî  que  la  fon 


La  possibilité  de  la  réduction  considérée  est  ainsi  établi 

40V.  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  quelques  ap] 
lions  géométriques;  nous  supposerons  d'ailleurs  que  les 
de  coordonnées  sont  rectangulaires  et  que  dans  les  n*^ 
<L  418,  les  courbes  considérées  sont  planes. 

Problèmes  relatirs  aux  tanii^entcs  et  aux  norm 

40$.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  distance  de  l'or 
à  ses  tangentes  ait  une  valeur  corutanle  a. 

L'équation  diiTérentielle  de  la  courbe  cherchée  est  évi< 
ment 

y  —  ^Tf-. 


En  la  résolvant  par  rapport  &  y,  on  a 
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c'est  une  équatioa  de  Clairaut  {a^  394). 
L'intégrale  généiale  est 

C  étant  \ine  constante  arbitraire  ;  elle  représente  une  inGnité 
de  droites,  et  la  solution  singulière 

jp*  -t-  y*  =  a 

représente  une  circonférence  à  laquelle  toutes  ces  droites  sont 
tangentes. 

400.  Trouver  une  courbe  telle  que  le  produit  des  dislances 
de  deux  points  fixes  F  et  F'  à  la  tangente  ait  une  valeur 
donnée  ô». 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  FF'  et  pour  axe  des  y 
la  perpendiculaire  &  FF'  menée  par  son  milieu  0  ;  désignons 

en  outre  OF  par  c,  et  ^  par  ;?,  nous  aurons  pour  équation 
différentielle  do  la  courbe 

y  —  pv+pc  y  -,  pxj^  pc  ^  ^^ 

y/l  H-  p*         '         v^i  4-y 
d'où  Ton  tire,  en  posant  6*  ^  ^i  _  ^ï^ 

y  =  px  -{-  v^a*  p*  4-  6* 

c'est  encore  une  équation  de  Clairaut* 
L'intégrale  générale  est  donc 

y  =  mx  -h  /a"  m*  -h  6* 

m  étant  une  constante  arbitraire  ;  elle  représente  une  inGnité 
de  droites,  et  la  solution  singulière  représente  une  ellipse 

^  -h  y'  =  \ 

a*  ^  6* 
à  laquelle  toutes  ces  droites  sont  tangentes. 
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410.  On  est  aussi  amené  à  une  équation  de 
la  question  suivante  :  trouver  tme  courbe  telle  qi 
de  tangente  comprise  diins  l'angle  XOY  ail  t 
donnée  a.  En  désignant  toujours  par  ;*  le  coel 

Uire  ^^,  on  a,  pour  l'équation  difTérentielle  de  1. 
d'où  l'oii  déduit 


représente  une  infinité  de  droites,  et  la  solulii 
représente  une  courbe 


à  laquelle  toutes  ces  droites  sont  tangentes,  Cetti 
les  Traités  de  Géométrie  Analytique)  est  une  ép 
crile  par  un  point  d'une  circonférence  roulant  Ai 
de  rayon  quadruple. 

411.  Trouver  une  courbe  telle  que  l'ordonnée  i 
la  tangente  soit  égale  à  Kx^y". 
On  a  immédiatement 


U  X  -f'-  = 


.  Kai^y" 


dx      an  ^ 

C'est  une  équation  de  BernouilU  (n°  37dJ. 

CucgL  imuiifanuL 
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En  posant  y^— «  =  ^,  on  ramène  cette  équation  à  la  forme 
linéaire 


^  —  î— ^^  ;j  -4-  K  (1  —  n)  57'»"»  =  0, 
dx  os  ^  ^ 


d'où,  en  intégrant  (n°  377), 


=  ;»*-»  j  C  — K(l  —  n)     /  a;'«  +  « 


—  2 


dx 


Il  y  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  m  -h  n  —  1  est  nul  où 
différent  de  zéro. 

Lorsque  m  -^  n  —  1  est  nul,  l'intégrale  qui  figure  dans  le 
crochet  est  log  x^  et  l'intégrale  générale  de  réquation  proposée 
est 

y»  -«  =  a?»  -n  [c  ...  K  (1  —  n)  log  a-]- 

G  désignant  une  constante  arbitraire. 

Si  m  -h  n  —  1  est  différent  do  zéro,  l'intégrale  entre  crochets 
a  pour  valeur 

7/i  -h  n  —  i 
et,  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  «st 

^  m  -{-  71  —  1 

Signalons  deux  cas  particuliers  intéressants  :  Pour  m  =  Oet 
n  =  2,  on  a  des  hyperboles  ;  et,  pour  m  =  0  et  n  =  —  1  on  a 
des  ellipses  ou  des  hyperboles. 

412.  Trouver  une  courbe  pour  laquelle  la  longueur  de  la 
normale  est  une  fonction  donnée  de  la  distance  de  l'origine 
au  point  où  la  normale  rencontre  l'axe  ox. 


mfim^ 
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L'équation  diiTérenticUe  est 


y\/>*(t)'=r(^*yi) 


Elle  s'intègre  par  différeoliation  (a"  393). 

En  effet,  ea  difTérentiant  oa  a,  après  quelques  rédi 


V      ¥                  1 

d  l            dii 

W'-^i^r^^^'^h 

■  3s(«-^!'as 

De  là  deux  solutions 

d  f     ,      d,/ 
diV*"T^ 

)  =  « 

sj^-m~'^ 

La  première  donne 

'*y%~- 

-a. 

a  désignant  une  constante  arbitraire,  et  on  obtient  l'ii 
générale  de  l'équation  proposée  (101),  en  éliminant' 
(toi)  et  (104);  on  trouve  de  la  sorte 

qui  représente  une  suite  de  cercles  ayant  leurs  centres 
ox. 

La  solution  singulière  résultera  de  l'élimination  de 
l'équation  précédente  et  sa  dérivée  par  rapport  & 
exemple,  pour  f{x)  =  \/2mx,  on  aura  y*  =■  2mx  -+ 
représente  une  parabole. 


^-ft'^ 
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Problème  des  trajectoires 

413.  En  géométrie  pure,  on  nomme  trajectoire  la  courbe 
(L)  qui  coupe  sous  un  angle  constant  V  toutes  les  lignes  (C), 
(C),  (C),  ....  que  représente  l'équation 

F(r,  y,  a)  =  0  (103) 

lorsqu*on  fait  varier  le  paramètre  a  d'une  manière  continue. 

La  recherche  de  la  courbe  (L)  a  beaucoup  occupé  les  géomè- 
tres et  notamment  les  BernouUi,  dès  l'origine  du  Calcul  loté- 
gral. 

Soit  M  (x,y)  le  point  où  la  trajectoire  (L)  coupe  Tune  quel- 
conque (C)  des  lignes  (C),  {G),  (C*), Désignons  ig  VparK 

et  appelons  respectivement  X  et  -{ les  coefficients  angulaires  aa 
point  M  des  tangentes  à  (L)  et  à  (C).  Nous  aurons 

Mais  X  est  la  valeur  de  g^  pour  la  courbe  (L)  tandis  que  y  est  la 

valeur  de  cette  dérivée  pour  la  courbe  (C)  c'est-à-dire  est 
égal  & 


La  relation  (106)  devient  donc 


_  /ôF    ôF\ 


ou 


( 


f  +  K  f  .)  f-  +  C^  -  K  'I)  =  0  ;         (108) 


et  l'on  ailra  Téquation  différentielle  de  la  trajectoire  en  élimi- 
nant le  paramètre  a  entre  (i05)  et  (i07)  ou  (108). 
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4:14.  La  solution  se  simplifie  lorsque  Taagle  Y  est  droit;  la 
Irajecloire  est  alors  dite  orthogonale ^  et  son  équation  différen- 
tielle s'obtient  en  éliminant  le  paramètre  a  entre  la  relation 
(103)  et  Féqualion 

41 1  s.  Comme  application,  cherchons  la  trajectoire  des  lignes 
représentées  par  Véqiiation 

En  suivant  la  marche  indiquée  au  n""  113,  on  obtient  pour 
l'équation  difTérenlielle  de  la  trajectoire  une  équation  homo- 
gène qu'on  traitera  par  le  procédé  du  n^  375. 

Ce  calcul  et  le  résultat  auquel  il  amène  n'offrent  aucun  in- 
térêt, sauf  dans  le  cas  où  n  =:/7  =  1.  Il  s*agit  alors  de  trouver 
la  trajectoire  du  système  des  droites^  =  eu:  passant  par  Torigine. 

L'équation  (108)  est  ici 


"('-«2) -§-=». 


et»  en  éliminant  a  entre  les  deux  dernières  équations,  on  a 

K  {œdx  H-  ydy)  =  (xdy  —  ydx). 

Cette  équation  différentielle,  s'intègre  immédiatement;  car 
on  reconnaît,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  ar*  -h  y* , 
que  les  parenthèses  sont  respectivement  les  différentielles  de 

log  \oc^  4-  2/*  et  de        arc  tang  "  • 

L'intégrale  est  donc 

K  log  v/a?*  -h  2/'  =  arc  lang  ^  -h  C, 

C  étant  une  constante  arbitraire. 
En  passant  aux  coordonnées  polaires,  on  a 

K  log  r  =  (0  -h  C 
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OU 

<o  -|-  C  Cl) 


r 


=  e    K     =C'é?K, 


C  étant  une  nouvelle  constante.  Les  trajectoires  sont  donc  des 
spirales  logarithmiques  ayant  l'origine  pour  point  asymptolique. 

416.  Si  on  voulait  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes 

les  équations  (109)  seraient 

y»  =  ax^f        apx^"  *  dy  4-  ni/""  *  dy  =  0, 
d*où  résulterait^  par  Télimination  de  a,  Téquation  différentielle 

nxdx  H-  pydy  =  0 
dont  rintégrale  générale 

^w?*  H-  py*  ==  C 

représente  des  ellipses  ou  des  hyperboles  semblables  et  concen- 
triques suivant  que  n  et  p  sont  de  même  signe  ou  de  signes 
contraires. 

417.  Comme  second  exemple,  cherchons  les  trajectoires 
orthogonales  des  tangentes  à  une  courbe^  c'est-à-dire  (n*  3 W, 
tome  1)  les  développantes  de  cette  courbé 

Soit 

y  =  ^nx-^  f{m)  (110) 

l'équation  générale  des  tangentes  à  la  courbe  considérée;  w 
est  le  coefficient  angulaire  et  /(m)  est  une  fonction  qui  dépend 
de  la  nature  de  la  courbe. 

Pour  obtenir  Téquation  différentielle  des  trajectoires  ortho- 
gonales de  la  série  de  droites  que  représente  l'équation  (110) 
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lorsqu'on  fait  varier  le  paramètre  m,  il  faut  éliminer  ce  pa- 
ramètre entre  la  relation  (110)  etTéquation  (109)  qui  est  ici 

Mais  il  est  plus  commode^  pour  ce  qui  suit,  de  prendre  pour 
paramètre  variable  l'inverse  K  de  m  changé  de  signe,  c'est-à- 
dire  de  poser 

m 
L*équation  générale  des  tangentes  (110)  prend  alors  la  forme 

x  =  — Kt/4-o(K).  (111) 

et  l'équation  (109)  devient 

K  s'élimine  immédiatement  entre  les  deux  dernières  équations, 
et  l'on  a  pour  l'équation  différentielle  des  trajectoires 

C'est  une  équation  de  Lagrange.  On  sait  (n"  392)  comment  on 
rîntègre  en  la  ramenant  à  la  forme  linéaire.  Nous  ne  déve- 
lopperons pas  ce  calcul  qui  n'est  ni  difficile  ni  élégant,  et  nous 
nous  bornerons  à  donner  le  résultat  de  cette  intégration. 
En  posant 

p         ^^'  J    ^i^pt 

On  obtient  les  coordonnées 

a  =  — =£==  9  (p) -t- C 
Vl-i-p* 

y  =  ^  (p)  - -pi=  [e  (p)  +  C] 

d'un  point  quelconque  de  la  trajectoire  exprimées  en  fonction 
d'un  paramètre  p. 


^rrj^ 
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418.  Considérons  en  particulier  le  cas  de  la  développante 
de  cercle 
L'équation  de  la  tangente  au  cercle 

0?»  -h  y»  =  R« 
en  fonction  du  coefflcient  angulaire  est 


y  =  mx  -h  R  V 1  -H  m' 


9 


et  il  faudra  éliminer  le  paramètre  m  entre  cette  équation  et  la 
relation  (109)  qui  se  réduit  ici  à 

L'(5quation  différentielle  de  la  développante  est  donc 

{xdx  4-  ydyY  -h  R*  (da?«  +  dy^)  =  0 

ou,  en  passant  aux  coordonnées  polaires  p  et  c», 

p«.  rfp«  -+-  R*  [dp«  -f-  p*dco«J  =  0  ; 
on  tire  de  là 


V^p*  —  R* 


et,  en  intégrant, 


1    / R 

w  -h  C  =  —  K  V  P*  ^  H*  -^  arc  sin  - 


Lignes  de  courbure 

410*  Les  projections,  sur  le  plan  des2:y,des  lignes  de  coor* 
bure  d'une  surface  ont  pour  équation  différentielle  (tome  1, 
n*  488) 

[(i  -H  9^)  s^pçi]  (ly  4-  [(i  4-,^).-(i  H-p^)/]  1^  ^^^3^ 

[pqr  —  (1  H-p')«]  =  0 
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OÙ  p,  q,  r.  S,  l  désignent  respectivement,  suivant  l'usage,  les 
dérivées  partielles 

bz        bz        ft's         i'z         i^X 
ûi'       dy'       bx^'       ùxby'       hy" 

qui  sont  des  fonctions  données  de  x  et  de  ;/. 

Oq  ne  sait  intégrer  cette  équation  que  duos  des  cas  particu- 
liers. Xous  ne  considérerons  ici  que  les  lignes  de  courbure  du 
paraboloïde  elliptique  et  de  l'ellipsoïde;  nous  avons  d'ailleurs 
obtenu  par  une  autre  voie(lome  1,  n"  495)  celles  de  l'ellipsoïde. 

420.  Soit 

^=£  +  26     '•>*>0  t"*) 

l'équalion  du  paraboloïde  ellîptique.  On  a 

^       a'      ^       b  a'  '  b 

et  l'équation  (113)  devient 

*^  (S' "^  **■""*»■  "^"'35-=^  =  °      ''"' 
en  posant 

j  =  A      et      a(a  — 6)  =  B.  (116) 

En  faisaot 

a^«  =  X,        y*=  Y. 
pois  résolvant  par  rapport  &  Y,  on  donne  à  l'équation  la  forme 


■    *3X 


1  +  A5 


C'est  une  équation  de  Clairaut.  On  obtient  l'intégrale  générale 
(n"  39i)  en  remplaçant  jv  par  une  constante  arbitraire  C,  ce 
qui  donne 

-me  ("») 


m^v 
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OU,  en  revenant  aux  aucieones  variables, 

et  enfin,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  (116  , 

Les  projections  des  lignes  de  courbure  sont  donc  des  ellipses 
ou  des  hyperboles  suivant  que  la  constante  arbitraire  G  est  né- 
gative ou  positive. 

421  •  Soit  maintenant 

g  +  g+jî—i     ■  a>b>c  (121) 

réquation  de  Tellipsoïde.  On  a 

et  réquation  (113)  devient  la  même  équation  (115)  que  pour 
le  paraboloïde  ;  la  seule  différence  est  relative  aux  valeurs  de 
A  et  de  B  qui  sont  ici 

En  portant  ces  valeurs  dans  (119)  on  aura  l'équation  des  pro- 
jections des  lignes  de  courbure  de  Tellipsoïde  sur  le  plan  desxy. 

On  voit  aisément  que  ces  projections  sont  :  i°  pour  Tan 
des  systèmes^  des  ellipses 

u^  ^  î;»  ~" 

w  et  V  désignant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'hyperbole 

0^  a*  —  c*  a'  —  c' 
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2®  pour  Tautre  système,  des  hyperboles 
uetv  désignant  les  coordonnées  d*un  point  de  Tellipse 

Ajoutons  encore  qu'en  projection  sur  le  plan  du  grand  axe 
et  du  petit  axe  les  lignes  de  courbure  des  deux  systèmes  sont 
des  ellipses. 


Lignes  asyniptotiques 

422*  Les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  lignes  asymp- 
lotiques  d'une  surface  z  =  /(x,  y)  ont  pour  équation  diffé- 
rentielle (tome  T,  n®  309) 

rdx^  4-  2s  dx  dy  ^tdy^  =  0.  (123) 

Cette  équation  ne  peut  être  intégrée  que  dans  des  cas  parti- 
culiers dont  uous  allons,  donner  des  exemples. 

423.  Considérons  d*abord  les  Cono'ides.  Leur  équation  est 

z  =  yf{œ);  (124) 

on  en  tire, 

r  =  yr{^l        ^  =  r{^)>        t  =  0; 
l'équation  différentielle  (123)  devient  alors 
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c'est  le  produit  de  deux  facteurs  qui  s'iolègrent  immédiate- 
ment. Le  premier  donne 

X  =  conslaote, 

qui  rt^pond  aux  génératrices  rectilignes.  Le  second  donne 

log  f  (x)  -f-  log  y*  =  log  C] 
d'où 

yT{^)  =  C  («25) 

qui  représente  les  projections  sur  le  plan  des  xy  des  lignes 
asymptotiques  du  deuxième  système. 

Dans  le  cas  particulier  du  paraboloïde  hyperbolique,  on  a 
/■(x  =  X  et  Téqualion  (125)  devient  t/  =  c;  c'est  le  second 
système  de  génératrices  rectilignes. 

Un  autre  cas  particulier  intéressant  est  celui  de  Vhèlicùlie 
à  plan  rferec/ewr  c'est-à-dire  de  Isl  surface  de  la  visa  filet  catri. 
L'équation  de  cette  surface  est 


^=ylangj; 


on  a  donc  ici 


f{x)  =  tang  I  ' 


d'où 


f{x)  =  - 

a  cos*  - 


1 07»  + y'  , 


X  ay' 


etréquation  (125)  devient 

57*  H-  y»  =  a  C. 

Les  lignes  asymptotiques  du  second  système  se  projettent 
donc  sur  le  plan  des  x  y  suivant  des  cercles  ayant  tous  pour 
centre  l'origine. 


^ 
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!•   Comme  second  exemple,  uous  allons  chercher  les 
lignes  asj^mptolîques  de  la  surface  du  quatrième  degré  {*) 

^;mIUï=i+"S^s        («26) 


a 


qui  est  une  variété  de  V Arrière  voussure  de  Marseille. 

Lorsque  on  attribue  aux  quantités  a^  et  b^  les  valeurs  par- 
ticulières 

cos'l'  sin*6' 

la  surface  devient  le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  distan- 
ces à  deux  droites  se  coupant  sous  Tangle  26  est  constante. 

Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  (126)  s'obtiennent 
aisément  au  moyen  des  fonctions  elliptiques. 

En  calculant  r,  s^  t  et  portant  ces  valeurs  dans  (123),  on 
obtient,  pour  l'équation  diiïérentielle  des  lignes  asymptotiques 

(y»  ^  h^)  dx^  _  2xifdxdy       (a?«  —  g»)  dy^  __  ^ 

ce  qui  peut  s'écrire 

adx  hdy  

^'-^'"^y'r^'  _  -t .    Ay  -^  «^  /-07^ 

adx     _     bdji^  V  %"~«*  '         ^      ^ 

X*  —  a*       y'  —  6* 

Posons  actuellement 

iLi?.    -^  __ — ÎL  =  ^pu.  du 
x'  —  a*       y*  —  0*        ^ 

adx  bdx  /--■    , 

les  racines  e^,  e^,  e^,  qui  définissent /u  étant  telles  que 

ei  =  —  e,,        e^  =  0. 

V*)  EoGÈMB  RoucHÉ,  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  5  mars 

1877. 
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Nous  aurons,  en  intégrant, 


V  (^  +  «)  (y  -+-  *)    ^      '    ^      *  '  (,23j 


^ 


(j:  —  a)  0/  -h  6)         /  _  /- i 

et,  par  suite, 

ûfnf  -^  ah  .  xy  —  ah 


t/(a7*  —  a')  (y^  —  6»)  v\x^  —  a^)  (jy*  —  6^) 

L*équa(ion  (127)  devient  ainsi 

du±dv  =  0 

et  les  lignes  asympto tiques  sont 

u  -h  v  =  const  et  u  —  v  =  const 

Revenons  maintenant  aux  relations  (12G).En  les  multipliant 
et  les  divisant  tour  à  tour  membre  à  membre,  puis  en  ré- 
solvant  par  rapport  à  jret^Ies  équations  ainsi  obtenues^  on  trou- 
vera facilement  les  coordonnées  j?  et  y  d'un  point  quelconque  de 
la  surface  en  fonction  de  u  et  de  v  ;  Téquation  (126)  donnera 
ensuite  z. 

4S5.  On  peut  remarquer  que  les  lignes  asymptotiques  sont 
algébriques(*).   En  effet,    Téquation  m  4-  t?  =  constante  peut 


s'écrire 


p(u  +  v)  =  \(^^y-pu-pv  =  consU    (129) 

Les  équations  différentielles  qui  définissent  u  etv  en  fonction 
de  X  et  de  y,  jointes  aux  équations  (128),  donneront  pour/?tt, 
pv,  p'u,  p'v^  des  fonctions  algébriques  de  a:  et  de  y  ;  Téqua- 
tion  précédente  (129)  est  donc  algébrique  en  x  et  y. 

(*)  Cette  remarque  est  due  à  M.  Lucien  Lévy. 
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ÉQUATIONS  DIFFÉRENTI! 

D'ORDRE  QUELCONQUE  A  DEU? 

CAS  D'ABAISSEMEN 


Inlcgrale  grénérali 

456.  Nous  avons  étudié  dans  le  chapil 
gralioQ  des  équations  diirérentielles  du  pi 
variables 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper 
Equations  difTérentielles  à  deux  variables  c 
supérieur  an  premier 


pfï.ï. 


di/    dh/        d";/  \ 
dx'  'Le*'"'  dx"/ 


Admettons  que  la  fonction  Fsoit  conlinu< 
reste  comprise  entre  certaines  limites 
•"a'  Um  y'it'  •••  y/"  "  ''  Jf's  quantités  arbitra 
une  fonction 

et  une  seule,  jouissant  de  la  double  prop 
tèquatiou  (1)  et  de  prendre  ainsi  que  ses 
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C'est  à  Cauchy  qu*est  due  la  première  démonstration  rigou- 
reuse de  ce  théorème  fondamental.  Mais,  comme  nous  TavoDs 
déjà  dit  (n^  365)  à  propos  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre,  cette  démonstration  malgré  les  simplifications 
qu'elle  a  reçues  depuis,  est  encore  trop  compliquée  pour  être 
rapportée  ici  ;  nous  renverrons  sur  ce  sujet  au  Cours  d'Ana- 
lyse de  M.  Jordan  ou  au  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard. 

On  donne  à  Téquation  (2)  le  nom  à' intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  (1). 

427.  Supposons  que,  par  un  procédé  quelconque,  on  ait 
obtenu  une  équation 

V(ar.î/,  C,.C,...,  (;.)  =  0  (3) 

renfermant  n  constantes  arbitraires  Ci,  C,, ...  On  et  d'où  Too 
peut  tirer  une  valeur  de  y  satisfaisant  à  l'équation  différen- 
tielle (1)  d'ordre  n.  L'intégrale  générale  de  (1)  étant  unique, 
réquation  (3)  coïncidera  avec  cette  intégrale  générale  pourvu 
qu'on  puisse  attribuer  aux  constantes  des  valeurs  telles  que 
y  et  ses  n  —  1  dérivées  prennent  des  valeurs  arbitraires  quand 
on  donne  à  x  une  valeur  choisie  à  volonté. 

Cette  dernière  condition  sera  remplie,  si  du  système  formé 
par  réquation  (3)  et  ses  n  —  1  dérivées,  on  peut  tirer  pour 
Ci,  Cj,  ...  Cn  des  valeurs  bien  déterminées  en  fonction  de 

car  alors,  on  pourra  faire  correspondre,  à  une  valeur  quel- 
conque de  Xf  des  valeurs  arbitrairement  choisies  pour  y  et  ses 
n  —  1  dérivées. 

428.  Considérons  deux  exemples  simples  : 
l^  Admettons  qu'on  ait  trouvé 

y  =  Ce"  -t-  C'e«''  (4) 

pour  une  solution  d'une  équation  différentielle  du  second 
ordre  E  ;  C  et  C  sont  des  constantes  arbitraires,  et  les  nombres 
<i  et  a'  sont  supposés  différents  Tun  de  Tautre. 
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Ëa  difTérentiant  (4)  on  aura 

^  =  Cae"  ■+  C'ttV  ; 


et,  si  l'on  résout  (3)  et  (o)  par  rapport  &  C  et  à  ( 
le  (léDominaleur  commun 

est  différent  de  zéro.  Par  suite,  quelque  valei 
assigne  à  x,  les  équations  (4)  et  (5)  donnent  p( 
valeurs  (înies.  L  équation  (4)  est  donc  l'intégral 
réquation  différentielle  E. 

Si    l'on  avait  a'  =  a,  il  n'en  serait  plus  de 
bien,  dans  ce  cas  particulier,  l'équation  (4)  devi 

y  =  (C  +  C')e". 

Il  n'y  a  donc  qu'une  seule  constante  arbitraire  I 
20  Supposons  qu'on  ait  trouvé 

y  =  GsiD(^  -t-  a)  +  C'sin{3;  +  a')  •+■  C'sim 

pour  une  solution  d'une  équation  dilférentielle 
En  dilTércntiant  deux  Fois,  on  aura 

ji^  =  Ccoa{a!  -\-  a]  — C'cos{jî  -J-  a')  —  C'cos 
g,  =  _  Csin(;c  +  a)  -  C'sia(.r  +  a')  -  C'sin 
or  les  équations  (ti)  et  (8)  donnent 


en  sorte  que,  dôs  qu'on  a  fixé  i/,  ^K  ne  peut 
une  valeur  arbitraire.  Donc,  l'équation  (6)  n 
l'intégrale  générale  de  F. 
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On  voit  d'ailleurs  que  la  relation  (f>)  développée  se  rédoil  à 
la  forme 

y  =  Asîd;!;  +  Bcoso;; 
elle  ne  renferme  que  deux  constantes  arbitraires. 

IntégTAlcs  «les  divers  onircs 


499.  Puisque  l'éqnation  différenlieUe  (1)  ne  renfennepios 
les  constantes  C,,  C„  ...  C.  de  l'intégrale  générale  (3),  c'esl 
qu'on  n'a  pu  déduire  (1)  de  (3)  qu'en  différentiant  nfois^  =  0 
et  éliminant  les  n  constantes  entre  la  relation  <;.  ^  0  et  ses  n 
dérivites. 

Si  l'on  veut  faire  disparaître  de  (3)  seulement  t  coDstaule^ 
C,,  (îj,  ...  Cl  il  faudra  exécuter  n  —  t  diiït^rentiations.  Aiiui, 
pour  fixer  les  idées,  prenons  i  ^  2.  On  différcntiera  deax 
fois  l'équation  «V  =^  0  ;  puis  on  éliminera  C,  et  C,  entre  les 
équations 


'^  =  <'.,/7=<'' 


Maison  pourraaussiéliminerd'abordC.  entre  ■;  =0  et  g^.^"- 
puis  éliminer  C,  entre  l't^quation  ainsi  obtenue  et  ?a  dérivée. 
De  quelque  manière  que  l'on  procède,  on  parviendra  lo»' 
jours  à  la  même  équation  différentielle  du  second  ordre.  En 
effet,  si  par  deux  marches  diiîérentes  on  arrivait  à  deux  équa- 
tions distinctes  du  second  ordre,  l'élimination  de  jp^"'"*"* 
deux  équations  conduirait  à  une  équation  du  premier  orJfi; 
de  la  forme 


.   du 


Cj,  C.,...C„)=:0 


Alors  en  joignant  à  celte  équation  celle  qu'on  en  déduit  pîf 
n  —  2  difTérentialions,  on  aurait  un  système  de  h  —  1  équa- 
tion an  —  2  inconnues  C^,  C,,  ...  Cn.  On  ne  pourrait  dont 
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■as     attribuer  &  ï,  ^  >  ■■■s^J^s  valeurs  arbitraires  pour 

'130.  Etant  dunaée  une  «équation  diiïérentielle  (1)  d'ordre  n, 
)Q  nomnie  intégrale  première  ou  du  premier  ordre  de  cette 
■quatioD  la  relation  que  l'on  obtient  en  faisant  disparaître  de 
'intégrale  n  —  1  des  constantes  C,,  C^,  ...  C„.  D'après  cela,  on 
foil  qu'il  y  a  n  intégrales  premières  et  que  chacune  d'elles 
est  une  équation  dilTérentietle  d'ordre  n  —  1  renlermant  uns 
constante  arbitraire. 

De  roi^nio,  on  nomnie  intégrale  du  second  ordre  de  l'équa- 
tion (I)  la  relation  que  l'on  obtient  en  faisant  disparaître  de 
l'intégrale  générale  n  —  2  des  constante»  C^,  C^,  ...  C„.  Il  y  a 

évidcrainent  --— .j-  ■■■  relations  de  ce  genre,  c'est-à-dire  autant 

qu'il  existe  de  combinaisons  de  n  objets  2  à  2.  Chacune  de  ces 
intégrales  du  second  ordre  est  une  équation  diflérentielle 
d'ordre  n  —  2  renfermant  deux  conslantes  arbitraires. 

D'une  manière  générale,  on  nomme  intr'grales  d'ordre  i  de 
l'équation  (1)  la  relation  que  l'on  obtient  en  chassant  de  l'intil- 
grale   générale  n  —  i  des  constantes  C,,  G,,  ...  C„.  Il  y  a 

évidemment  "  ^"  ~  ,— ^  ~  * intégrales  d'ordre  i  c'est- 
à-dire  autant  que  de  combinaisons  de  n  objets  i  à  i.  Chacune 
de  ces  intégrales  d'ordre  i  est  une  équation  diflérentielle 
d'ordre  n  —  i  renfermant  (  constantes  arbitraires. 

Kniln,  il  n'y  a  qu'une  intégrale  d'ordre  n  de  l'équation  (I), 
Cesl  l'intégrale  générale  (3). 

■131.  Les  cas  d'intégration  des  équations  différentielles  d'un 
ordre  supérieur  au  premier  sont  fort  rares.  Sauf  la  théorie  des 
èr/iialions  linéaires,  que  nous  exposerons  dans  le  chapitre 
suivant,  il  n'existe  aucune  méthode  générale,  mais  seulement 
des  procédés  particuliers  et  quelques  transformations  propres 
à  abaisser  l'ordre  des  équations  différentielles  considérées. 

Nous  allons  d'abord  faire  connaître  ces  cûj  de  réduclibililé 
qui,  malgré  leur  petit  nombre,  permettent  de  résoudre  beau- 
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coup  de  problèmes  intéressants  ;  c'est  par  ces  applications  ^^, 
nous  terminerons  ce  chapitre. 


Intég^ration  de  Féquation  -r^^z  y) 


dx^ 


432.  L'intégrale  de  l'équation 


s'obtient  immédiatement  par  n  quadratures  successives.  En 
effet,  en  écrivant,  pour  simplifier,  f^^\  f^^^,  /**> ...  au  lieu  de 
//»  ///>  ffff  «...  on  a  successivement 


dx 


.(2) 


et,  enfia, 


-h  c^a?»— *  -^...-f-c,,      l'^' 


433.  A  l'intégrale  multiple  qui  figure  au  second  membre. 
on  peut  substituer  une  seule  intégrale  simple. 
Considérons,  en  effet,  Texpression 

^'0 
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(ItlTrrcatiuns  sous   le  signe  f  par  rapport  au  paramètre  x 
'  8"),  nous  aurons  successivement 


»c/w 


ce  qui  prouve  que  l'expression  Y  est  une  solution  de  l'équa- 
Uqq  {*)).  Par  suite,  si  l'un  pose  dans  cette  équation 


-  Cj.v~'  H-.-,+  c„_,a)  -t-c„. 


c,  c, Cn  désignant  des  constantes  arbitraires.  Donc  enfin, 

l'ialùgrale  générale  de  l'équalion  (9)  a  pour  expressioQ 


.(»)(.■<:— ii)"-V(iH-.P,_,    (12) 
.........        .,^^ 

[*.-,  désignant  an  polynôme  entier  et  de  degré  »  —  1  en  x. 


*•!  -.i.UI,JWi.".H; 
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Equations  oik  n'entrent  ni  x  ni  y^  mais  seiilenieBl 

deux  dérivées  consécutives 


434.  L'équation  la  plus  simple  de  ce  type  est 


que  Ton  peut  écrire 


\dx  '  drV  ■" 


(13) 


0, 


{«*) 


en  posant 


dy 
dx 


^^=P< 


(15) 


II  y  a  trois  cas  à  distinguer  : 

1^  On  peut  résoudre  Téquation  (14)  par  rapport  à  ^. 

On  a  alors 


dv 


^L  =  m       d'où 


dx 


m 


et,  par  suite, 


-/ 


d^ 

m 


(16) 


Si  l'on  peut  lirer  de  cette  équation  p  en  fonction  de  x,  on  aura 

p  =  Q  (jt)  d'où  dy=^^  [x)  dx 


et,  par  suite, 


y=    j  ?(^ 


)dx  -+-  G. 
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Cette  équation  est  l'intégrale  générale  puisqu'elle  r 
deux  constantes  arbitraires  C  et  G'. 

Si  l'on  ne  peut  pas  tirer  de  (16)  p  en  fonction  de  ^. 


C  étant  une  constante  arbitraire,  et  l'on  obtiendra  l'i 
générale  en  éliminant  p  entre  (16)  et  (17). 

2°  On  ne  peut  pas  résoudre  l'équation  (14)  par  rapp 
mais  on  peut  la  résoudre  par  rapport  à  p. 

On  aura 

c'est-à-dire 

P  =  ?(î) 
en  posant 


En  difTérenliant  alors  la  relation  précédente,  on  ai 

dp  =  f'{q)dq 

Mais 

1  « 

par  suite, 

et,  par  intégratioQ, 
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C  et  G  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'intégrale  générale 
résultera  donc  de  Télimination  de  q  entre  les  deux  équations 
qui  précèdent. 

3<^  On  ne  sait  résoudre  l'équation  (14)  ni  par  rapport  à  p, 
ni  par  rapport  à  q  ;  mais  on  sait  exprimer  p  et  q  en  fonclion 
d'une  nouvelle  variable  m,  en  sorte  qu'on  a 

Les  relations  (18)  deviennent  alors 

d'où,  par  intégration, 

/?  (w)  .        n  /  ?  (w)  ^'  (^)  j     .  rf 

-7x  du  -hC.         y=    I    '--r-r\      du  4-  C, 
fw  '         -^      ^       4'(w) 

C  et  G  étant  deux  constantes  arbitraires.  L'intégrale  générale 
résultera  de  l'élimination  de  u  entre  les  deux  équations  précé- 
dentes. 

435*  Considérons  maintenant  l'équation  plus  générale 


^  =  F  (^1:11]  (19) 


que  Ton  peut  écrire 


i  =  F(p)  (20) 


en  posant 

On  tirera  de  (20) 


III  ,  !^i!A,yÇ^r^JW? 
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et  par  suite 


"=y^ 


%  +  C.  (22) 


C  était  une  constante. 

Cela  posé  : 

i^  Si  Téquation  (22)  peut  ôtre  résolue  par  rapport  â  /?,  on 
aura 

P  =  f{^)      c'est-à-dire       ^-^  =  /'(a?)  ; 

on  sera  donc  ramené  au  type  (9). 

2°  Si  l'équation  (22)  ne  peut  être  résolue  par  rapport  à  p, 
on  écrira  (21)  sous  la  forme 


d'où 


c,  étant  une  constante  arbitraire.  En  multipliant  parp^ 
et  intégrant,  on  aura 

cf«-3y         I    dp      f  pdp  ^r  ^^r 

di^  =  J  ¥(P)J  F(^-^<^*^^^*- 

Et,  en  continuant  de  la  sorte,  on  obtiendra  la  valeur  de  y  en 
fonction  d'à:  par  des  quadratures. 

Voici  un  exemple  : 
Soit  l'équation  différentielle 


dh/d 
^  da^  dx^ 
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quand  on  pose 


elle  devient 


d'où 


^.=v^r:^ 


_^_pdp_ 


dx  z=ia 


et,  en  intégrant. 


X  =  C  -f-  a  /l  4-  p*  (22j 

On  peot  résoudre  par  rapport  à  /?,  ce  qui  donne 


"  »"  ii 


^ = \/('-^7  -  ' 


qui  rentre  dans  le  type  (9),  en  sorte  que  l'on  a  finalement  pour 
Fintégrale  générale  de  l'équation  proposée 

C»  Cil  Cj  sont  des  constantes  arbitraires. 

Au  lieu  de  résoudre  (22')  par  rapport  à  py  on  aurait  pu 
suivre  la  seconde  marche  indiquée  ci-dessus  ;  mais  le  calcul, 
sans  être  difficile,  est  moins  simple* 


y,  3^)  =  ® 


436*  II  y  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  cette  équation 
est  résoluble  par  rapport  k  jÂ  ou  par  rapport  à  y. 
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1°  Soit  l'équation 

ËD  multipliant  par  2d^  et  intégrant  on  obtient 

On  tire  de  là 


dx  = 


Jy- 


et  enfin,  en  désignant  le  radical  par  R, 


-pi- 


c'est  l'intégrale  générale  puisqu'elle  renferme  deux 
arbitraires  G  et  C. 

2°  Supposons  qu'on  ne  puiBsepasrésoudrel'équalio 

par  rapport  k  ^-^ ,  mais  que  l'on  sache  résoudre  cell 
par  rapport  &  y.  On  aura  alors 

ou 

y  =  n.q) 
en  posant 

dx      ^'        dx      ^ 


Mais  la  (lifrérenliatioD  de  (2îj 
d'autre  part  donnent  rcspec 

En  %alant  ces  deux  expresi^ 
tion  diflérenticlle  daas  faqui 
qui  donne,  par  intégration. 


-/■■ 


Mais  on  a 

.x  =  *^  = 

et,  par  suite. 

^-^ 

en  posant 

«=\/J 

EnQn  en  intégrant  de  nouve; 


C  et  C  sont  deux  constantes 
résultera  de  l'élimination  de 
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l-^qiiatlons  oA  n'entrent  ni  x,  ni  y, 

mais  sçiilcnicnt  deux  dérivées  dont  les  ordres 

dilTércnt  de  deux  unités 


43T.  Il  s'agît  ici  du  type 

dx-~ 
ËD  posant 

dw"  -  * 
ce  qui  donne 

d'p  _ 


(28) 


(29) 


?(p).  00) 

on  rentre  dans  le  cas  précédent  (n"  t3C,  1°),  et,  par  suite,  on  a 
On  d<!duil  de  là,  en  désignant  le  radical  par  ^{p), 


(31) 


Cela  posé, 

1"  Si  l'on  peut  résoudre  (31)  par  rapport  à  />,  on  aura 

.       ou        ,^  =  «., 

qui  a  la  forme  (9)  et  dont  l'intégration  lournira  {a"  432)  les 
n  —  2  autres  constantes  arbitraires. 

2"  Si  on  ne  peutrésoudre  (31)  par  rapportà/j,  on  procédera 
comme  au  n"  435,  2°. 


De  (2!l)  on 


et,  par  suite. 


et  ainsi  de  si 
telle  que 


et  réiiminatio 

l'intégrale  gi-r 

-138.  Il  n'e 

dîirérentielle 


que  nous  avoi 
géniJ  paiement 


439.  Lorsq 


ne  contient  pa 
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ordre  de  k  unités  y  k  désignant  l'ordre  de  la  dérivée  la  moins 
élevée  parmi  celles  qui  figurent  dans  Téquation  proposée. 
En  effet,  si  Ton  pose 

— -  =  n 
dx^       '^ 

l'équation  (34)  devient 

F(.,p.g,...£;^).  m 

Si  Ton  sait  intégrer  cette  équation  et  la  résoudre  par  rapport 
à  jr  ou  à  p,  on  achèvera  le  calcul  comme  au  cas  précédent 

(n«>  437). 

440.  Lorsqu'une  équation  différentielle 


"(v.i'g.-S)-»       w 


ne  renferme  pas  la  variable  indépendante  x,  on  peut  abaisser 
son  ordre  d'une  unité. 

En  effet,  prenons  y  pour  variable  indépendante  et 

du 

pour  la  fonction  inconnue  ;  puis,  cherchons  à  exprimer,  en 
fonction  de  p  et  de  ses  dérivées  par  rapport  à  y,  les  dérivées 
successives  qui  figurent  dans  l'équation  (30).  Nous  aurons 

d^i/ dp^ dp    dp 

dx^       dx       {^\  dy 


0^  —  dxP  \dy}  —^TyV'Tyj—P   (h/^  ^  ^  \d,j) 


2n 

On  voit  ainsi  que,  en  général,  ^^  s'exprimera  en  fonction  de  p 
et  de  ses  n  —  1  dérivées  par  rapport  à  y.  Donc,  si  Ton  porte 


1 
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ces  valeurs  dans  (36),  on  aura  une  équation  d'ordre  n  —  l 
en  p  ;  et,  par  suite^  l'ordre  sera  bien  abaissé  d'une  unité. 
Si  Ton  sait  intégrer  cette  nouvelle  équation,  on  aura 

mais 

dv  =  ^=  -^  ' 
P       l(^ 

on  aura  donc  pour  Téquation  générale  de  (3) 


Ci,  Ci,  ...  Cn  sont  des  constantes  arbitraires. 


Equations  lioniogèncs 

44  !•  On  peut  abaisser  d'une  imité  V ordre  n  d^une  équation 
différentielle  lorsqu'elle  est  homogène  par  rapport  à  y  et  à  ses 
dérivées. 

En  effet,  en  vertu  de  Thypothèse,  Téqualion  pourra  s'écrire 

y"  F  I  X,      ÏÏx,     dx},  ...      ^*  )  =  0  (37) 

y       'y  y 


Mais, 

en 

posant 

y 

fuâx 

—  e^ 

on  aura 

dy 

dx 

fudx 

u 

dhj 
dx' 

f%iâx 

(È  -  «•) 

d'y 
dx' 

fudx 

du 

dx 

(38) 


"') 
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Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  (37),  l'exponeattelle  diapa- 
raitra,  et  l'on  tombera  sur  une  équation  dilIt!rcalie!lo  d'ordre 
«  —  1.  En  supposant  qu'on  sache  intégrer  cette  équation,  u 
sera  connue  et  y  s'obtiendra  par  une  quadrature  (;18). 

442.  Considérons  enfin  une  équation  différentielle 

homogène  par  rapport  à 

a>,  y,  dx,  dij,  d'y 

c'est-à-dire  qui   ne  change  pas  quand  on  multiplie  par  un 
même  facteur  chacune  de  ces  quantités. 
On  posera 


x  =  e\         !/  =  e'>^,  (M) 

4  étant  la   nouvelle  variable  indépendante  et  u  la  nouvelle 
fonclion.  On  aura  alors 


(«) 


En  substituant  dans  (VJ)  les  eiipressions  (10)  et  (41),  on 
parviendra,  vu  l'homogénéilt!  supposée,  à  une  équation  de  la 
forme 


d* 

-(-  X 

ë- 

e- 

-S) 

K''S'w--)=»  <«> 


d'où  e*  aura  disparu,  et  qui  rentrera  dans  le  type  (3H).  On 
abaissera  donc  son  ordre  lïune  unité  en  posant 


et  opérant  comme  nous  l'avons  dit  au  n°  ijO. 

CuCOL  UrnUITfBIKÀt 
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443.  Soit,  par  exemple. 


'■Ê!=(»-'S)'  M 


LVquation  (i2)  sera  ici 


(Pz       dz       /^-\*. 

et,  en  posant 

dz 

on  aura  la  relation 

p£+P-p' 

OU 


p[i-.-.= 


0 


qui  se  décompose  en  deux 


La  première  donne 


et,  par  suite, 

qui,  à  cause  de  (ii),  devient 

dz 


rfe 


■  1  -4-  Ce» 
et,  donne  par  intégration 

0  =  —  log  («-»  -h  C)  4-  G', 


(U; 


_5^^.1=.p        et        p  =  0.  (45) 

dz  '^ 


^_^  .  =  c?^        d'où        log  (p  —  i)  =  2  -4-  log  C, 
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Revenant  enfin  aux  variables  primilives  (tO)  c'eet-à-dir 
plaçant^O  par  log  x  et  s  par  |  on  obtient  pour  l'intégra 
nérale 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Quant  à  la  seconde  des  équations  (43)  c'est-à-dire 
ou  gg  ^  0,  elle  donne  3=  C  ou  enfin  y  =  Cr  ;  c'est  une 
lion  particulière. 

Equation  de  Llouvllle 

444.  On  donne  ce  nom  &  l'équation  différentielle 

g  +  A^)g  +  ,&)(g)'  =  o 

qui  ne  rentre  dans  aucun  des  lypes  précédents  mais  qi 
place  marquée  à  côté  d'eux. 

En  diriBtnt  par  ^ ,  on  obtient  l'équation 

(^ 

qu'on  peut  encore  licrire 

a» 

d'où,  en  ialégrant, 

^_.     /CMJ'        /îW* 
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On  tire  de  là 

et,  comme  les  variables  sont  séparées,  on  peut  intégrer  immé- 
diatement, ce  qui  donne 


/'''''' dy  =  C,^  G         e-f'^'^'^d.       (47) 


OÙ  C  et  Cj  sont  des  constantes  arbitraires. 

445.  Voici  un  problème  qui  conduit  à  une  équation  de  la 
forme  (40). 

Soit  BM  un  arc  de  courbe  plane.  Désignons  par  u  Taire 
A  B  M  P  comprise  entre  Tare  B  M,  sa  projection  A  P  sur  Oj-, 
l'ordonnée  fixe  A  B  et  l'ordonnée  variable  PM  =  y.  Appelons  A 
la  moyenne  harmonique  entre  Tâbscisse  0  P  =  ^  et  la  sou*- 
tangente  T  P  =  /,  c'est-à-dire  le  segment  rectiligne  déterminé 
par  la  relation 

2       11  „  ,         ,         2xt 


-h  -  d  où        h  = 


h       X        t  X  -^  t 

On  demande  de  trouver  la  courbe  par  la  condition  que 
faire  u  soit  cotistammetit  égale  à  la  moitié  du  rectangle  qui 
a  pour  dimensions  y  et  h. 

On  a  d'abord 

"  =  5  !"'  =  /£-,  W 

Mais,  ea  vertu  des  relations  biens  connues 

Jy'      y~~dx'       dx  — dx*'  ^   ' 

on  peut  mettre  l'équation  (48)  sous  la  forme 


u 


=     "  \d.v) 


d'u       du 

^  fZF»  "^  dx 
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dx'       X  dx 


Cette    équatioQ  renlrc  dans  le  type  (46)  et  par  cons 
d'après  la  formule  (47),  elle  a  pour  intégrale  générale 


u\d,v} 

dans  le 
,  elle  a 

/    a     ■'       .  rfw  =  C,  -t-  C     /    e     •'        dx 

OU  bien 

log  K  =  C,  -^  C  log  X 
c'est-à-dire 

Oa  aura  eniin  la  courbe  demandée  en  remplaçant  u  \ 
expression  dans  la  seconde  des  relations  (49).  On  trou 
les  courbes  du  genre  parabolique 

y  =  hx\ 

B  et  P  étant  des  constantes  arbitraires. 

Problèmes  relatiTs  iV  la  courbure  «les  ligaes  | 

440.  Avant  de  traiter  ces  problèmes,  nous  devons  s 
une  expression  remarquable  du  rayon  de  courbure  p  en  f 
du  rayon  vecteur  r  et  de  la  dîsiancc  P  de  l'origine  à 
gente. 

On  obtient  cette  formule 

rdr 
P=rfP 

en  éliminant  ds  et  rfo  entre  les  relations  bien  connues 

ds  .,       dr         .    ,,       rrfS 
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puis  en  remplaçant  r  sin  V  par  P  ;  6  désigne  rargament  et  Y 
l'inclinaison  de  la  tangente  sur  le  rayon  vecteur. 

447.  Trouv(*r  la  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure  est 
une  fonction  donnée  de  F  abscisse. 
L'équation  différentielle  du  problème  est 

Elle  ne  contient  pas  y  ;  on  pourra  donc  (n"  439)  abaisser  son 
ordre  d'une  unité,  c'est-à-dire  la  ramener  au  premier  ordre. 
A  cet  effet,  on  pose 

ce  qui  permet  de  mettre  Téquation  sous  la  forme 

dp dâc 

(1  •+-p^y~fC'^y 

Les  variables  étant  séparées^  Tintégration  est  possible  et  donae 


=  XH-a 


X  désignant  l'intégrale   j  j^ .  On  sait  d'ailleurs  résoudre 
cette  équation  par  rapport  à  p  ;  on  trouve  ainsi 


dxi              X  H-  C 
^      ou        ^  = 


v/l—  (X  -h  C)« 


et  par  suite 


-hé 


^  -t-g —  d.T.  ^  ry 


(X  -H  C)' 


Il  y  a  deux  cas  intéressants. 
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Le  premier  cas  est  celui  où  l'on  a 

/■(x)  =  conslanle  =  R  ; 
IL  en  résulte  d'abord 

X  — î- 

A -g. 


Vt/ffc 


—  C,)  dx 


0/-c,)'-H{^-c,)'  = 

qui  représente  des  ccrctes  de  r&yon  R. 
Le  second  cas  est  celui  où  l'on  a 

a  était  une  constante  donnée. 
Il  en  résulte  d'abord 

^  =  (s)"- 

puis,  en  remplaçant  la  constante  C  par  -,', 


J  •.'-K 


'  dx  H 


Celte  équation  s'intègre  au  moyen  des  tonctions  elli 
Elle  est  susceptible  de  diverses  inlerprétalions  :  ainsi, 
d'abord  la  consid<!rer  comme  reprt'sentant  la  courbe  éi 
c'est-à-dire  la  courbe  formée  par  une  lame  de  ressort  (i; 
bout  et  portant  un  poids  à  l'autre.  C'est  aussi  l'équati 
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courbe  que  décrit  le  foyer  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole 
dont  le  grand  axe  est  donné  en  longueur  et  qui  roule  sans 
glisser  sur  Taxe  des  x. 

448*  Trouver  la  courbe  plane  dont  le  rayon  de  courbure 
est  une  fonction  donnée  du  rayon  vecteur. 

En  coordonnées  rectilignes  Tëquation  différentielle  du 
problème  est 


L:!ljiLl  = ,  w^^^)  ; 


Mais 


P  r=  r  sin  V  =  -  ,-  = 


c'est  une  équation  de  second  ordre  assez  compliquée  ;  et,  il 
est  assurément  préférable  d'employer  les  coordonnées  polaires 
et  de  recourir  à  la  formule 

rdr 

du  n**  44G.  On  a  ainsi  pour  Téquation  différenlielle 

rdr         f  . 

et  une  première  intégration  donne 

F  ==/•(,.)  4- C,  (53) 

en  posant,  pour  plus  de  simplicilé, 


% = m.  (54)       ! 


^^^        \Jd?-  -V  r*rfe» 


KQUA-nONS    DIPFéltENTIELLE3    A  DBLX    VARI 

el,  en  portant  cette  valeur  de  P  dans  (j3),  puis 
rapport  à  t/O,  on  obtient 

d'où,   en  intégrant  cl  désignant  par  e,  tu  seco 
arbitraire. 


On  est  de  la  sorte  ramené  aux  quadratures. 
Voici  deux  exemples  : 
1»  Soit 


l'ôquotion  (o3)  devient  alors,  si  l'on  désigne  I 
par  —  a, 

f         r—a  dr 

Mais  l'expression  sous  le  signe  /  peut  s'écriri 


Od  a  donc  pour  l'équation  de  la  courbe  chère 


Cette  ligne  est  une  sorte  de  spirale. 
2»  Soit 


et  l'éqi 


c'est  11 
Daai 

l'iolégi 
devîen 


Sous  Cl 
latère. 

440 

propori 

desx). 

L'éqi 


oùKe! 

courbe 

Cette 
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pas  X.  On  peut  donc  la  ramener  ai 
A  cet  elTet,  on  pose 

et,  après  la  substitation  de  ces  y. 
équation 

pdp    d 

qui  est  du  premier  ordre. 

Les  variables  étant  séparées,  on  in 
l'on  a,  en  désignant  par  c  une  const 


'■W&' 


On  a  ensuite 


JWr 


a  étant  la  seconde  constante  arbili 
radical  {37}  avec  le  signe  +  ;  le  sig 
résultat. 

Le  second  membre  de  la  relation 
binôme  ;  d'après  le  n"  3(>,  on  peut  l'i 
nombre  entier  d'ailleurs  pair  ou  inr 
les  cas  qui  correspondent  &  K  =^  ± 

lo  Soit  K  =  —  1.  L'intégrale  (59] 
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OU 

{x  —  ay  -+-!/-  =  c^  ; 

elle  représente  un  cercle  de  rayon  arbitraire  et  dont  le  centre 
est  sur  l'axe  Ox, 

2'  Soit  K  =  1.  L'intégrale  (59)  devient 

,     ^        =  a  -h  c  log  •'- ^ 

On  peut  lui  donner  une  autre  forme.  Pour  cela,  on  lire  de 
l'équation  précédente 


y+y/y'-cy   _^^. 


=  e 


puis,  en  renversant, 


V  —  V '/*  —  c^  ^  —  ^ 

^     ^^l ^g — — . 


c 


et  enfin»  en  ajoutant  membre  à  membre,  on  obtient 


c  l     ^  —  ^  J?  —  a"1 


c'est  Téquation  d'une  chaînette.  On  démontre,  en  Alécanique, 
que  celte  courbe  est  celle  que  prend  un  fil  pesant,  homogène, 
et  suspendu  à  ses  extrémités.  Galilée,  qui  Ta  considérée  le 
premier,  Tavaii  d'abord  confondue  avec  un  arc  de  parabole 
qui  effectivement  a  une  allure  analogue. 
3^  Soit  K  =  —  2.  L'équation  (58)  devient 


dx 


=  \J^y  ^y> 


ou,  en  remplaçant  la  constante  c  par  2  6, 


dx  =  y  dUf        u  =  arc  cos  (  i  —  ?  ), 
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on  déduit  de  là 

cos  «  =  t  —  ? , 

0 

d*où 

1/  ^  6  (1  —  cos  w); 

on  a  ensuite 

dx^b  (\  —  cos  w)  du 

d'où,  en  iati'grant, 

X  T=b(u  —  sin  li) 

Les  équations  (60)  et  (61)  dtilinissent  (n"  286)  une 
ayant  l'axe  des  x  pour  base  et  b  pour  rayon  dt 
gént^raleur. 

4°  Soil  K  =  2,  La  formule  (j9)  devient  ici 


=/; 


^S=.  =  2Vc(y-c). 


d'où 

c'est  l'équation  à' une  parabole  dont  la  directrice  est  l'ai 


Kquations  où  flgiirc  rnrc  <le  courbe  s 


■150.  Certains  problèmes  conduisent  à  une  ôquati 
laquelle  lîgure  l'arc  s  de  la  courbe  en  question.  ^ 
marche  à  suivre  pour  passer  de  cette  forme  dV'quat 
forme  ordinaire  en  cooi'données  rectilignes. 

On  différentiera  l'équation  donnée;  puis,  on  rempli 
par  /o^.t*  +  dij^,  et  enfin  on  éliminera  s  entre  l'équatii 
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Dt  la  proposée.  Oa  aura  de  la  sorte  ane  éqiutîoD 

ïlle  entre  x  et  ^  seulement. 

e   cas  particulier  où  l'équalion  donnée    peut  être 

ar  rapport  h  s,  il  n'y  aura  pas  d'élimination  à  faire 

[iUérentiation. 

ueiques  applications  : 

s  ^  X  C06  *  -h  y  sin  a; 
itiation  donne 

ds  ^  cos  «.  dx  -+■  sin  «.  dt/ 


re 


^/do^  +  dy*  : 


a  rfic  4-  sin  a  rfy, 


.        dy 
cos  a  -J-  sin  a  -j- 


=  "!/■ 


ds     ou      \/dx'  4-  dif 


s/k""- 


ation  difléreutielle  de  la  cycloïde  (n"  449,  3o). 
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3^  Considérons  encore  l'équation 

«  =  ?(;') 


oup  désigne^. 

Oq  a,  par  ditréreatiatloa, 

rfs  =  V^l  +  p*  dx  =  o'  Qi)  dp, 
d'où  l'on  lire 

et  par  suite 

pdx      ou      dy  ^=  ^^  l  dp. 
Un  déduit  de  U 

"  >:M=d. 


—h 


C  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires.  En  éliml 
les  deux  dernières  relations,  on  obtiendra  l'éqi 
lely. 

Si  l'on  peut  résoudre  par  rapport  à  p  l'une  dci 
tiens  (62)  et  (63),  cette  relation  suffira  et  il  sei 
lairc  iotervenir  l'autre.  En  eiïet,  supposons  qu 
résoudre  (62)  par  rapport  à  p,  on  aura 

p       ou        ^  =  F(^) 
d'où  l'on  déduira 


,-C,=/i 


¥[x)dx 
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pour  l'équalion  ea  x  el  y  de  la  courbe  coosidérée.  De  même, 
si  Ton  sait  résoudre    63)  par  rapport  à  p,  ou  aura 


P         ou         g  =  fij,) 


d'où  Ton  déduira 


pour  l'équation  cherchée. 
Comme  exemple,  prenons 

s  =  a  arc  Ig  'p  . 

Ici  réquation  (G3)  donne 


On  en  déduit 


y- 

-C 

a 

\'î 

-i-p' 



(y- 

C')* 

p  — 

dx 

y 
y 

-c 
—  c 

f 
( 

et  enQn,  en  intégrant, 

C  est  un  cercle  de  rayon  donné  a,  et  de  centre  arbitraire. 


Courbe  de  poursuite 

451  •  Considérons  un  mobile  décrivant  d'un  mouvemaflt 
uniforme  une  ligne  donnée  C.  On  nomme  Courbe  de  poursuite 
la  courbe  c  que  décrit  d'un  mouvement  uniforme  un  second 
mobile  se  dirigeant  sans  cesse  vers  le  premier. 
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Soient  M(X,  Y)  et  m{j:,  y)  des  positions  contemporai 
du  premier  et  du  second  mobiles  et 

AX,  Y)  =  0  (6J 

l'équation  de  la  ligne  C. 

En  un  point  quelconque  m  de  c  la  tangente  doit  passer 
le  point  correspondant  M  de  C;  cette  condition  s'exprime 
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Les  deux  mouvements  étant  l'un  et  l'autre  uniformes 
aura,  en  appelant  n  le  rapport  des  vitesses, 

tirfS  =  di 

ou,  en  prenant  x  pour  la  variable  indépendante, 

V(iMi)''=\/''-^"W-      '«^: 

Les  relations  (04)  et  (63)  déterminent  X  et  Y  en  foncti 
de  x,y  et-^ 

X  =  ,(«,„  g).     v=,  (,.„*). 

On  en  déduit,  en  ditrércntiant, 

dX  /  dy    d'y\       dY       ,   /  du    d^u\ 

di  =  '?'{''•  y- à' dœ^y  3i  =  H'''*-''dPddh 

et  la  substitution  de  ces  deux  dernières  valeurs  dans  (66)  co 
duit,  pour  déterminer  la  courbe  inconnue  c,  k  une  équatic 
diETérenlielle  du  second  ordre  qu'on  ne  sait  intégrer  que  dai 
des  cas  particuliers. 

453.  Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  est  celui  où 
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J^-n*  C  e-l  une  îL-ne  dro.te.  La  courbe  de  poursuite  corres- 
f  :-idàii'e  r  re-'-lt  aIofs  le  nom  de  courbe  du  cAiVnqui  cherdie 
à  r-joîûlre  son  maître. 

Le  cLlrD  part  de  Torî-'ine  O  des  coordonnées  tandis  que  le 
VL±Azt  part  au  itr-me  insUnt  d'un  point  A  (oA  =  a)  de  Taie 
de»  X  et  d«kr  t  la  parallèle  menée  par  A  à  l'axe  des  y. 

\jA  équations   *>4)  et  ^ô5)  sont  alors 

on  obtient,  par  ditTérentiation, 

c/x  ""  "'        dx~  '^'^  ^>  d.c^  ' 

puis,  en  portant  ces  valeurs  dans  (66),  on  trouve  réquation 
diilérentielle  du  second  ordre 


d.c-  1  ^g.^ 


V'  -  («) 


^V     ''  (^  -  '>  ' 


Elle  est  de  celles  où  y  n'entre  pas  (n°  439).  On  pourra  donc  la 
ramener  au  premier  ordre. 
A  cet  effet,  on  pose 


di-p' 

d'où 

d'y  _  «?P 
dx*       dx  ' 

ce  qui  permet  de  mettre  l'équation  (67)  sous  la  forme 

_.jg...,  _       dx 

Les  variables  étant  séparées,  on  a,  en  intégrant, 

log  (p  -4-  V^i  H- jî2)  =  —  -  log  (a  —  j:)  -h  log  Cj 
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OU 

p  -+•  v/rTp"'  =  C,  (a  —  i')  '» 

Cl  étant  uue  constante  arbitraire.  En  résolvant  par  rapport 
à  Pj  on  a 

puis,  en  intégrant, 

i^       n  n       J 

•si  n  diffère  de  1 ,  et 


si  n  est  égal  à  1 . 


Lignes  géodésiques 


453.  Nous  avons  vu  au  n«  S2S  du  tome  I  que  Téquation 
<lifférentielle  des  lignes  géodésiques  est  une  équation  du  second 
ordre  qu'on  ne  sait  intégrer  que  rarement. 

Nous  avons  en  outre  donné  au  n«  533  du  même  tome  Téqua- 
tion  différentielle  des  lignes  géodésiques  des  surfaces  de 
révolution,  et  nous  avons  annoncé  que  cette  équation 

où  r'  désigne  la  dérivée  de  r  par  rapport  à  w,  avait  pour  inté- 
grale générale 


/a  du 


-+-  à,  (70) 


«  et  i  désignant  deux  constantes  arbitraires. 


580 


CHAPITRE  XII 


C'est  ici  le   lieu  de   montrer  comment   on    trouve  celle 

intégrale. 
On  pose 


du  /y' 


l^i) 


d'où 


dy^ 
du 


2yV^3/ 


et,  en  portant  ces  valeurs  dans  (60),  on  obtient    réquation 
linéaire  du  premier  ordre 


du  r  ^ 


que  Ton  intègre  par  le  procédé  connu  (n®  377).  On  a  ainsi 


y  =  ^2  0'*  —  «*)  ; 


puis,  la  relation  (71)  donne  la  formule  (70). 

454.    Comme  second  exemple,  nous  allons  chercher  les 
lignes  géodésiques  de  rhèlicoide  à  plan  directeur. 
Nous  partirons  de  l'équation  différentielle 


P. 

S'. 

—  i 

dx 

dy 

dz 

d^x 

d'y 

d^z 

=  0 


(72) 


qui  exprime  qu'en  tout  point  de  la  ligne  géodésique  le  plan 
osculateur  est  normal  à  la  surface.  On  a  d'ailleurs,  pour  Théli- 
coïde, 


iZj  =  r  CCS  0,        2/  =  î'  sin  6,  '       z  =  flO 


(73) 
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d'où  ron  déduit 

a  sîn  0  a  cos  0 

ainsi  que  les  valeurs  des  différentielles  dx,  dy,  dz  d-x^  d^y,  d^z 
calculées  (n<>  104,  tomel)  dans  Thypothèse  où  e  estla  variable 
indépendante. 

La  substitution  de  ces  expressions  dans  le  déterminant  (72) 
donne^  par  un  calcul  un  peu  long  mais  facile,  Téquation  diffé- 
rentielle du  second  ordre 


qui  ne  contient  pas  0. 

On  ramènerait  cette  équation  à  une  équation  linéaire  du 
premier  ordre  en  posant 

'Jr.  =  Jl . 

mais  il  est  plus  simple  de  poser 

7'  ==  a  tg  V.  (75) 

L'équation  (74)  devient  alors 

-yr^    =  Sin  V  COS  V 

06* 
ou 


On  en  déduit  par  deux  intégrations  successives 


G  et  C  étant  deux  constantes  arbitraires. 
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En  revenant  à  l'ancienne  variable  r  d'après  la  relation  ("ô>, 
on  a  déGnitivement 


c'est  une  intégrale  elliptique. 

La  question  se  prête  à  une  discussion  intéressante,  pour 
laquelle  nous  renvoyons  le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  Catalan 
sur  les  surfaces  réglées  à  plan  directeur  [Journal  de  tEcok 
Polytechnique  1843). 
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ÉQUATIONS  LINÉAIBES  D'ORDRE  Q 


455.  On  nomme  Equations  linéaires  d'oràr. 
différentielles  dans  lesquelles  la  fonclion  in( 
dérivt^es  jusqu'à  l'ordre  n  incluBiveroent  n'enti 
mier  degré  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles 

Leur  forme  générale  est 

W    S^-r.^^ +  P.-.g  +  > 

P,,  P,,...  P„  Q  étant  des  fonctions  données 
la  variable  indépendante  x. 

Ces  équations  jouissent  de  propriétés  reii 
l'ensemble  constitue  un  des  chapitres  les  plus 
Calcul  intégral.  Mais  ce  n'est  pas  uniquement . 
Analytique  que  cette  théorie  offre  une  grani 
elle  intervient  en  outre  fréquemment  dans  i 
physiques.  Considérons  en  effet  une  équatic 
quelconque 

et  supposons  que  cette  équation  soit  l'exprès: 
de  la  Loi  d'un  phénomène  naturel.  Il  arri\ 
vent,  d'après  la  nature  de  ce  phénomène,  que  t 
sont  astreints  à  rester  très  petites.  En  néglige 
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produils  et  leurs  puissances  supérieures,  on  est  conduit  à  ane 
équation  linéaire,  et  Ton  peut  prévoir  par  ce  simple  aperçu  le 
rôle  important  des  équations  de  ce  genre. 

Nous  distinguerons  deux  cas  suivant  que  Téquation  linéaire 
proposée  renferme  un  second  membre  ou  en  est  dépourvue. 
Dans  la  suite  de  celle  étude  nous  désignerons  par  (A)  l'équation 
complète  et  par  (B;  Téquation 

(B,      g  +  P,  £>  + -^  P.-,  g  H-P*  =  0 

privée  de  second  membre. 

Nous  emploierons  d'ailleurs  souvent  la  notation  y^^^,  au  lien 

de  ^^,  pour  représenter  la  A**"'  dérivée  de  y  par  rapport  à  j. 

Enfin,  si  y,,  //j,...  t/k  désignent  des  solutions  de  l'équation 
(B),  nous  dirons  que  ces  solutions  sont  distinctes  lorsque  Je 
déterminant 


Aa  = 


yi     y^ Vk 

y\     y'i y* 


formé  avec  ces  k  fonctions  et  leurs  A'  —  1   premières  dérivées 
ne  sera  pas  idenliquement  nul. 


Forme  de  Tlntégrale  générale  de  Féquation  (B) 

456«  Théorème  I.  —  Si  yi,  yg,...  yu  sont  des  solutions  de 
Vèquation  (B),  et  si  C,,  Cj,..,  C;^  désignent  des  constantes  quel- 
conques, V  expression 

y  =  Cl  ?/,  -H  C^  î/j  -h  ...  ^-  Cuyk  (0 

est  aussi  une  intégrale  de  (B). 

La  démonstration  n'offre  aucune  difficulté  :  il  suffit  de  subs- 
tituer dans  (B)  l'expression  (1)  et  ses  n  dérivées  successives. 
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de  changer  y  en  y  -+-  p-  pour  réduire  à  zéro  le  second  membre. 

Nous  n'avons   donc  à  considérer  que   l'équation   (B)  dans 
laquelle  les  coefGcients  sont  supposés  constants. 

Nous  nommerons  équation  caractéristique  relative  à  l'équa- 
tion diiïérentielle  (B)  Téquation  algébrique 

f{r)  =  r»  -h  P,  f— *  -+-  ...  +  P„- tr  -+-  P„  =  0,        (4) 

que  Ton  déduit  de   (B)  en  y  remplaçant  les  dérivées  y  "^ 
yC"  -0,...  r/  par  les  puissances  r",  r*»-*,...  r. 


4«SO«  Théorème  TU.  —  Si  Von  désigne  par  r^^  r,,«..  r.  Ui 
racines  supposées  distinctes  de  Véquation  caractéristique  '^) 
lintégrale  générale  de  (B)  sera 

où  C,,  Cj,..,  Cn  sont  des  constantes  arbitraires.  En  effet,  si  I od 
pose  y  =  e'^  et  que  Fou  substitue  dans  l'équation  (B),  on 
tombe  surTéquation  caractéristique  (4;.  Donc  e^i^,  e^iP^^,..t'^ 
sont  n  solutions  particulières  distinctes  de  l'équation  (B)  et 
par  suite,  en  vertu  du  théorème  II,  l'expression  (5)  est  l'inté- 
grale générale  de  (B). 

On  peut  d'ailleurs  déterminer  les  constantes  arbitraires^ 
Cj,  Cj,...  Cn  de  façon  que,  pour  une  valeur  particulière  quel- 
conque x^  de  Xy  la  fonction  y  et  ses  n  —  1  dérivées  pren- 
nent des  valeurs  données  quelconques  u^^  w,,...  1/^-1- 

A  cet  effet,  on  substituera  aux  inconnues  C^  C^,...  C»le& 
suivantes  -7,,  y,,...  ^n  liées  aux  premières  par  les  relations 


L'expression  (S)  prendra  alors  la  forme 
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d'où  l'oD  déduit  en  différentiani  successivement  par  rapporter, 

(0) 

-</.r'     •*"*^»     rf/--*     "^-  ^  ,^^^^ 


Si   Tj  est  une  racine  simple,   le  second   membre  de  (S 
s*évanouit  pour  r  =  r^i  donc  aussi  le  premier  membre,  et  e^i' 
est  une  solution  de  ^B)  ;  ce  qu'on  savait  déjà. 

Si  r,  est  une  raison  double,  r,  annule  à  la  fois  /"(r)  et  /'  (r  , 
c'est-à-dire  les  seconds  membres  de  (8)  et  de  (9)  ;  donc  aussi 
les  premiers,  et  e^'i^  et  xe^i^  sont  deux  solutions  de  (B). 

Si  r^  est  racine  triple,  r^  annule  à  la  fois /"(r), /^(r),  /'/), 
c'est-à-dire  les  seconds  membres  de  (8),  (9),  (10),  et  par  con- 
séquent aussi  les  premiers  membres;  donc 

sont  des  solutions  de    P.). 

En  général,  si  /'j  est  une  racine  multiple  d'ordre  A:,  l'équa- 
tion ^B  admet  les  k  solutions  particulières  relatives  à  celte 
racine 

et  par  conséquent  la  solution 

C,  e»-!-^  -^  C  0  e''^""  -^  Cj  j^  e'i^  -4-  ...  -I-  c;  a;*  -  *  e**»^ 
ou 

qui  contient  A*  constantes  arbitraires.  En  lui  ajoutant  la  partie 


•*•• 
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multiplicité  é^l  à  u,  e!Ies  iatroduiront  dans  la  formide  (i) 

termes 


COS  'Ir  -r-  7)  -r  \  X  C03  (âx  -r-  7.)  -t-  .- 


-1"  'a— 1"^ 


■X— 1 


COS 


(.^^•--Tu-l) 


ou 


A.    /., 


'u-i  et  r,  Ti-  —  Tji-i  sont  2u  constantes  arbitraires. 


462.  Exemple  :  soit  Téquation 


d'i/        fpif 


(P 


du 


f 


F' 


**.^' 


L'équation  caractéristique  a  pour  racines  0,  i,  1,  —  1  ±  v'—  1  i 


l'intégrale  générale  est  donc 


y  =  C  -r  (Ci  -t-  C/o  e-*  -r  À  e"'  cos  (x  -i-  7)- 
463.  TuLORLME  V.  —  Si  Véquation  (B)  est  de  ta  forme 


(ax  -^  6 .-  -^^  ^  A,  (ax  H-  b}—'  ^^  -h  ^ 


(12) 


A,,  A„  ...  A,  é/anl  des  constantes  ^  et  si  F  on  dèsigfie  par 
r,,  rj,  ...  r»  les  racines  supposées  distinctes  de  Véquation  algé- 
brique 

4.  (r)  =  >•  (r  —  1) ...  u-  -^  a  +  1  ;  a"  -h  Aj  r  (r  —  !)...(r  —  n  -i-  2)  a»** 

-t-  ....  -r-  A„_i  (r  — .  1)  a  -T-  A„  =  0, 

r  intégrale  générale  de  Ç))  est 

y  =  C,  {nx  -h  ^^/i  H-  C,  >;^-  H-  6/'^  -h  ....  -+-  C«  {ax  H-  5f",  (13) 

C,,  Cj,  ...  Cn  e7a/2/  des  constantes  arbitraires. 

En  elTet,  on  voit  imméliatement  que  pour  que,  y  =  (ax  -t-  hy 
soit  une  solution  particulière  de  (5),  il  suffit  que  r  satisfasse  à 


L 
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D'après  cela,  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  se  borne  an  câs 
de  M  =  3,  Téquation  proposée 

{ax  +  by  0  -»-  A.  (ax  4-  fc;'  ^  +  A,(a.v  +  «  ^  +  A.j,  =  o 

deviendra,  par  la  transformation  indiquée. 


a' 


0 


ou 


qui  est  bien  linéaire  et  à  coefficients  constants. 

466.  Exemple  : 
Soit  réquation 

(-  +  «)' g,-*(-H-ii^J-H6y  =  0. 
En  posant  x  h-  !  =  e'  on  a 

c^^^     ^ dt  ^-^y-"- 

L'équation  caractéristique  a  pour  racines  2  et  3  ;  l'intégrale 
est  donc 

c'est-à-dire,  enfin, 

y  =  C,{:c  -^  {y  -\-  C,{x  ^  \)\ 


T-iJrTii.ri.i  les  J-rlv-rs   7^: .  -.-*  —  7^,  OD  aora,  pour  la  dcri- 
Vi^e  de  y,  l'expression 

<»r        ^m        'J£  ^ 

dont  la  forme  est  la  m^me  que  dans  l'hypothèse  où  Cj,  C*, ...  C, 
sont  d»^>  coa-tanît-i. 

De  m-^me,  la  diiTêrenliation  de  l'expression  (16)  donne 


,/.y 


^  _  V  r  ■^'-'*^       V  '^-''^  ^^< 

^^       drr        ^  dx  dx 


f^i  donc  on  pose 


^^  dx  dx  ' 


(t"; 


on  aura,  pour  la  dérivée  seconde  de  y,  l'expression 


au,**       .«^       d-t^ 

dont  la  forme  est  la  même  que  dans  le  cas  où  Ci,  Cj,  ...  C,  sont 
des  constantes. 

En  continuant  de  la  sorte,  on  obtiendra  les  n  —  1  reIation> 
cherchées 

^  •'*  dx         ^  ^^  dx  dx  ^  dx^  —  dx  ^ 


et,  en  môme  temps 


0) 


Il  reste  actuellement  à  écrire  la  condition  que  nous  avons 
énoncée  en  premier  lieu  et  qui  consiste  en  ce  que  Texpres- 
sion  (14) doit  satisfaire  à  Téquation (A).  Dansée  but,  ondiffé- 
rentiera  la  dernière  des  équations  (20),  ce  qui  donne 

^  —  V  r  ^-ln  ^  V  ^"-y^  ^>  (91] 

dx»  "" 2à    '  d/;'»  "^ ^  daf^'^  dx'  ^^  ^ 
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468.  Un  cas  particulier  fort  important  est  celui  où  les 
coefficients  P,,  P^,  ...  P»  de  l'équation  (A)  sont  constants,  le 
second  membre  Q  étant  seul  fonction  de  x. 

On  connait  aloi*s  n  intégrales  particulières  de  Téquation  (B) 
puisque  (B)  a  dans  ce  cas  ses  coefficients  constants»  Ces  n  solu- 
tions sont 

yi  =  «''*^»  y*  =  «*'-^  ....  y»  =  e"""* 

r,,  r^,  ...  Tn  étant  les  racines  de  Féquation  caractéristique 
{n°  439). 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (A)  s'obtient  donc  (n^  467) 
au  moyen  de  n  quadratures. 

Voici  un  exemple  : 

Soit  l'équation  différentielle 

g-(»-.-Hr,)g  +  r.r,rf^  =  U  (26) 

OÙ  Tj  et  r^  sont  des  nombres  donnés,  tandis  que  Q  est  une 
fonction  donnée  de  x. 

Les  racines  de  l'équation  caractéristique  sont  ici  n  et  r^,  et 
l'on  a 

Les  équations  du  premier  degré  qui  délerminent  t-^  et-^ 
sont  donc 


ViX  a\jM        jr^x  a\ja f^ 

cLo  dx 


««'■'*§-^»'.«'"^S=Q- 


Elles  donnent 


dx        Tj  —  Tj     ^     dx        r,  —  î*j  ' 
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qui,  puisque  7  satisfait  à  Téquaiion  (A),  se  réduit  à 

laquelle  n'est  autre  que  Téqualion  (B). 

470.  L'intégrale  générale  de  (A)  a  donc  la  iorme 

y  =  C.y,  -h  Cj^a  4-  ...  -h  C„y„  -h  Y,  (28 

Y  étant  une  solution  quelconque  de  Téquation  (A).  11  suit  de  là 
que  y  équation  linéaire  n'admet  pas  de  solution  singulière. 
En  effet,  une  solution  quelconque  y  =  7  se  déduit  de  Vialé- 
grale  générale  (28)  en  y  faisant  Ci  =  C,  =  ...  =  G,=  0. 

471.  Nous  avons  considéré  au  n<»  468  le  cas  où,  dans 
l'équation  (A),  les  coefficients  P„  P^,  ...  P„  sont  constants 
tandis  que  le  second  membre  Q  est  une  fonction  de  x  ;  et, 
nous  avons  vu  que  l'intégration  exigeait  n  quadratures. 

Le  théorème  VII  permet  d'éviter  ces  qiiadratures  lorsqoele 
second  membre  Q  revêt  Tune  des  trois  formes 

Q = 2  *^'  (--^^ 

Q  =  V  ae^-  (30) 

Q  =  2  (a  ces  Kx  4-  p  sîn  Kx)  ;  (3!) 

car,  dans  chacune  de  ces  hypothèses,  on  peut  trouver  imm^ 
diatement,  pour  l'équation  (A),  une  solution  particulière  ayant 
la  môme  forme  que  l'expression  de  Q  et  dont  on  détermine  les 
coefficients  (c'est-à-dire  les  quantités  désignées  ci-dessus  par  des 
lettres  grecques)  par  la  méthodes  des  coefficients  indéterminés. 

Celte  intégrale  particulière  étant  obtenue,  on  l'ajoutera 
(n°  469)  à  l'intégrale  générale  de  (B). 

Voici  des  exemples  relatifs  à  chacune  des  trois  formes  de  Q. 

1®  Soit  l'équation  différentielle 

^^  —  2/  ==  ao?»  +  ?^v^  -h  Y^  -^  S-  (32) 


i::quat[0N3  linkaibbs  d  ordrb  quelconque 

l^osons 

Y  =  Aî^  -H  Baj»  -H  Gr  H-  D, 

et  substituons  celle  valeur  à  la  place  de  y  dans  1' 
proposée  (3).  En  ordonnant  par  rapport  à  ^  et 
à  zéro  les  coefûcients  des  diverses  puissances  de  x,  nou 
les  relations 

A  +  «  =  0,   B-}-p  =  0,    CA  — C  — f  =  0,   2B  — D- 

<l'où  l'on  lire 

A  =  —  «,     .  B  =  —  p,       C  =  —  (6  a  H-  ï),      D  =  —  ( 

L*intégrale  particulière  demandée  est  donc 

Y  =  -<«»'-  K  -  (6 -  +  1)  ^  -  (2  P  +  5). 
2°  Soit  l'équation  différentielle 

3^  +  p.  S^  +  -  + '^- E -*■  P-i- =  "" 

OÙ  P,,  Pj, ...  P„_„  P„  sont  des  constantes. 
En  posant 

Y  =  Ae*' 
et  substituant  dans  (34),  on  aura  pour  déterminer  A  la 

Ae**[ft"-i-PjA„_,  -H  ...H-P„_,A  -i-P„]=«e*', 

c'est-à-dire,  en  dtîsigoant  par  f{k)  =  0  l'équation 
rîstique, 

A/-(t)  =  .      d'où      A  =  ^. 
La  solution  particulière  demandée  est  donc 
Y-   *" 
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La  méthode  est  en  défaut  lorsque  k  est  une  racine  de  Téquatioa 
caractéristique  ;  ii  convient  alors  d*appliqaer  la  méthode 
générale  (n*»  468). 

3**  Soit  enGn  Téquation  différentielle 

^  H-  y  =  ces  Kx.  (37) 

En  posant 

Y  =  A  ces  Kx  (38) 

et  substituant  dans  (37),  on  obtient 

—  A  ces  Kx  (K*  —  i)  =  ces  Kx,      d'où      A  =  .  ^^^ 

et  la  solution  particulière  demandée  est 

Y  =  ~^^,  .  (39) 

La  méthode  est  en  défaut  lorsque  K  est  égal  à  1  ou  à  —  1. 
Il  convient  alors  d'avoir  recours  à  la  méthode  générale  (n^  468)  ; 
on  trouvera  ainsi 

• 

C/»,/        •                      ,        â?    SIu    U/ 
ces  X  -\-  \j  ^\n  X  -\ s — 


pour  Tintégrale  de 


-rt  -h  v  =  cos  a: 


Abaissement  de  Tordre  d^une  équation 
dilTérentlelle  linéaire 


472.  Si  Ton  connaît  n  intégrales  particulières  distinctes  de 
l'équation  (B),  on  peut  (n^  467)  intégrer  l'équation  (A)  c'est-à- 
dire  ramener  son  intégration  à  la  recherche  de  n  quadratures, 
n  étant  Tordre  des  équations  différentielles  (A)  et  (B). 
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on  aura,  ponr  la  dérivée  de  y,  l'expressioa 

dont  la  forme  esl  la  même  que  dans  Thypothèse  où  Ci,  Cj,  C. 
soQt  des  constantes. 

De  même,  la  différentiation  de  42)  donne 


d 

dx 


si  donc  on  pose 

cLl*   c/a'        dx   dv    '    dx  dx  * 

on  aura  pour  la  dérivée  seconde  de  y,  Texpression 

g  =  C,S?-.cS*C.g.  H) 

Il  reste  actuellement  à  écrire  que  l'expression  (iO)  doit 
satisfaire  à  l'équation  (A).  Dans  ce  but,  on  différentîera  iroi^ 
fois  de  suite  l'équation  (iiy  ce  qui  donne 

d^y  —  r  ^'y  -u  r  ^''-^i  -^  f  ^'-'^3  ^  «£  firvi 


tV  —  C   ?^^«        C   tlfl^V   ^ 


d'i/  _  p     C?^y,  p     rfy  p    rf\v,     ...       ,du  ,j-r^ 


en  posant 


^%  ^Çt  ^  i:lù  i^  -4-  ^/3  ??5i  ==  tt  (40) 
dx'  dx    '    rf./.--  dx        dx^  dx 

dhi^  dC,       fjh/,  dC,       d'y,  dC,  _  ,,ç. 

dx'   dx  "^  dx^   dx  '^  dx"  dx  '^^'  ^^ 

d'ju  (JC,        d^  rfCj    ,d^hdC^_  ,,  /«A-, 

dx'  dx  "^  dx'  dx  "^  dx'  dx  ""  ^'  ^    ' 

Cela  fait,  on  portera  dans  (A)  les  valeurs  (40),  (42),  (44),  (45. 


EQUATIONS    LINK 


(tS',,(«-)dej,,i;»,g, 
nant  de  celte  substitution 


Mais  le  système  forme 
compatible,  puisque  par  1 

rent  de  zéro.  11  doone  ] 
valeurs  bleu  détermini^es 

dcc*         '    ' 

X,,  X,,  Xj  désignant  des 
D'autre  part,  les  6quali 


Z,  et  Z,  étant  aussi  dos  fo 
tioD  de  ces  expressions  d 
1  équation  linéaire  du  sect 

Donc,  en  dérinîtive, 
générale  de  (A,),  qui  con 
puis  on  aura  G,,  C^,  C,  p 


•/■ 


■qui  introduiront  trois  noi 
En  portant  les  valeurs 
l'uquation  proposée  (A), 
tantes  arbitraires. 
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474*  CoDsid»TODs  le  cas  où  m  =  1  c'esl-à-dîre  où  Ton  ne 
coanait  qa'uae  s^ule  inU'grale  i/i  de  Véquaiioa  (B). 
On  posera  alors,  au  lieu  de  (40), 

y  =  C,  y,  (iO  ) 

f  I,  étant  une  fonction  inconnue  de  x  qu'on  déterminera  par  la 
condition  que  cette  expression  (40';  satisfasse  à  l'équation  A). 
A  cet  eflt't,  on  calculera  les  dérivées  successives  dey  à  l'aide 
de  la  formule  de  Leibnitz  (tome  I,  n°  88)  relative  aux  dérivées 
des  divers  ordres  du  produit  de  deux  fonctions  de  x;  poisson 
substituera  y  et  ses  dérivées  dans  Téquation  (A).  On  obtient 
de  la  sorte 

les  coefficients  V«,  V,,  ...  V„  ayant  pour  expression 
V  —  ^!h  ^  p  ^'ll^i  ^      ^  p      '^yi  -X.  p  V 


H-.r2P,_,^^.+2.1P„_,y. 


V„  =  n(n  —  i) 3.2.1.  y^. 


I 


z. 


Mais  Vo  est  nul  puisque  par  hypothèse  y,  est  une  solution 
de  (B),  et  si  l'on  pose 

clx 
réquation  (47)  se  réduit  à 

£44  +  V„_,£^  +  ...+  V,||  +  V.^  =  Q    (49; 

qui  est  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  72  —  1.  Oa 
a  donc  ainsi  abaissé  d'une  unité  l'ordre  de  l'équation  proposée. 
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c'esl-à-dîre 


dx       ^  dx 
que  l'on  peut  écrire 


y.??-y$^  =  C.-/M-,  (53, 


ce  qui  donne 


(54) 


pour  rintégrale  demandée. 


478.  Un  très  grand  nombre  de  problèmes  relatifs  à  la 
Physique  mathématique  conduisent  à  des  équations  difTéren- 
tielles  de  la  forme  (52).  On  ne  sait  intégrer  une  telle  équation 
que  dans  un  fort  petit  nombre  de  cas  particuliers,  et  lors 
même  qu'on  possède  l'expression,  sous  forme  finie,  delà  fonc- 
tion qui  satisfait  à  l'équation  considérée,  il  est  le  plus  souvent 
très  difficile  de  reconnaître  d'après  cette  expression  la  marche 
et  la- propriété  caractéristique  de  cette  fonction. 

Mais  on  peut  arriver  à  ce  but  par  la  seule  considération  de 
réquation  différentielle  sans  qu'on  ait  besoin  de  son  intégra- 
tion. Celte  recherche  a  fait  l'objet  d'un  mémoire  justement 
célèbre  publié  par  Sturm  dans  le  journal  de  Lionville  (tomel, 
1833).  Nous  ne  saurions  ici  analyser  même  succinctement  ce 
travail  considérable.  Nous  nous  bornerons  à  reproduire 
presque  textuellement  la  partie  que  le  grand  géomètre  avait  crn 
devoir  introduire  dans  son  Cours  d'analyse  de  l'Ecole  Poly- 
technique. 

4'70«  Considérons  la  relation  (53). 

1°  La  constante  C  étant,  en  général,  différente  de  zéro,  nous 
la  supposerons  positive  ;  on  aura  alors 
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Donc  la  fonction  y  et  sa  dérivée  ^  ne  pet 
simultanément. 

La  même  propriété  appartient  aux  fonelio. 

2*  Deux  valeurs  de  x  qui  annulent  y,  i 
valeur  de  x  qui  annule  y.  En  effet,  si  y,  s'an 
et  pourx  =  b,  OE  aura  dans  l'un  et  l'autre  c 
gaUté(55), 

Donc  y  a^  -^  ont  des  signes  contraires.  Mai 

deakb,  -^  change  de  signe  pour  ane  certai 
donc  y  doit  aussi  changer  de  signe, avant  qi 
Par  suite,  la  fonction  y  s'évanouit  pour  une 
prise  entre  a  et  b. 

De  même,  entre  deux  valeurs  de  x  qui  ani 
une  valeur  de  x  qui  annule  y,. 

3°  Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  fait  croître 
lions  y  et  y,  s'annuleront,  l'une  après  l'autre 

Il  est  aisé  de  vérifier  ces  résultais  sur  l'éqi 

dont  l'intégrale  générale  est 

y  =  C  sin  a;  +  C  coa  cv. 

Procédé  d'Intéfsrallon  par  le: 


480.  Il  existe  une  méthode  d'intégrati< 
puissante,  quoiqu'elle  doive  ôtre  pratiquée  a 
dont  le  principe  est  des  plus  simples.  Design 

CiicuL  inriRiTiBinL 
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l'équation  différentielle,  et  cherchons,  comme  intégrale,  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  —  x^\ 
elle  aura  la  forme 


y  —  y*  =  fl«  (^  —  ^o)'  ^-  «1  (^  —  ^o)'^'  h-  -     (5T) 

V  étant  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif. 
En  fait,  on  pourrait  essayer  des  séries  infinies  dans  les  de«i 
sens,  ou  des  séries  dont  les  exposants  contiendraient  plusieurs 
exposants  fractionnaires  se  succédant  suivant  une  loi  quel- 
conque ;  mais  nous  excluons  volontairement  de  pareilles  séries 
et  nous  nous  limitons  au  type  (57).  On  substituera  la  série  (57) 
dans  l'équation  (56)  et,  en  exprimant  que  cette  équation  est 
identiquement  vérifiée,  on  aura  des  identités  qui  détermine- 
ront r,  «0,  aj,  flj,  ....,  pourvu  que  l équation  proposée  admette 
effectivement  une  intégrale  de  la  forme  (57). 

Il  est  essentiel  de  remarquer  qu'il  ne  suffira  pas  d'avoir 
déterminé  les  coefficients;  il  faudra  encore  s'assurer  que  la 
série  obtenue  est  convergente  dans  un  certain  domaine,  foute 
de  quoi  la  solution  serait  illusoire.  Nous  donnerons  bientôt 
des  exemples  des  deux  espèces  ;  mais  nous  ferons  d'abord 
quelques  remarques. 

48  !•  Si  des  séries  de  la  forme  (57)  ne  conduisent  à  aucun 
résultat,  on  pourra  essayer  des  expressions  telles  que 

?i  (•»)  Si  (x)  -^  ?j,  [x)  S,  (x)  -^  „.  -f-  op  {x)  Sp  {x), 

où  les  Si  [x)  sont  des  séries  du  type  (57),  tandis  que  les  fonc- 
tions Q>^,  (p,,  ...  sont  des  fonctions  connues,  telles  que  loga- 
rithmes, exponentielles  ordinaires,  exponentielles  &  exposants 
polynômes  ou  à  exposants  séries,  etc.  Nous  aurons  bientôt 
Foccasiou  de  faire  un  pareil  essai. 

482.  Dans  le  cas  où  l'équation  (56)  est  linéaire  et  sans 
second  membre,  on  a  obtenu,  depuis  une  trentaine  d'années, 
d'importants  résultats  dont  nous  dirons  quelques  mots. 
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Soit 

l'équation  donnée  ;  on  suppose  que  les  coe( 
fonctions  unirormes  de  la  seule  variable 
domaine  et  qui  n'ont  pas  d'autres  points  : 
pôles.  En  un  point  x,,  qui  est  ordinaire  p( 
cients  p,  on  peut  se  donner  arbitrairemei 
intégrale etde  ses  m  —  1  premières  dérivée: 
rentielle  fait  connaître  la  dérivée  m"™  et,  [ 
toutes  les  dérivées  suivantes,  et  l'on  sait  i 
parfaitement  déterminée. 

Cela  posé,  considérons  un  système  de  m  i 
dantes,  déterminées  chacune  par  leurs  vatt 
^  ^  x^  et  par  celles  de  leurs  m  —  t  premii 
intégrale  quelconque  sera  de  la  forme 

!/  =  C^!/^  +  C,y,-^-  ...  +  C„, 

«t  elle  aéra  évidemment  holomorptie  dans  i 
'décrit  autour  de  x^  comme  centre,  puisqu< 
^it  yi.  ■•■  y«  le  sont.  Comme  on  peut  répi 
sonoement  autour  de  tout  point  qui  n'est  p 
tes;?,,  il  en  résulte  que  les  intégrales  d'une 
n'ont  pas  d'autres  points  singuliers  que  ceu 
cients, 

4Sf^  Considérons  par  exemple  l'équatio 
hypergéométrique  ou  équation  de  Gauss. 

-«— )S+[ï-(.+p-n)-]|l 

qui  est  du  type  précédent  si  on  divise  tous  : 
x{i  —  x).  Les  intégrales  ne  peuvent  ave 
singuliers  que  les  points  x  =  0,  x  =  1  et  l'i 
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Nous  poserons,  pour  riotégrer, 

en  égalant  à  zéro  le  terme  du  plus  faible  degré,  nous  obtenons 
ridentité 

r(r —  i)  -h  YT  =  0 
OU 

d*où  deux  valeurs  pour  r 

r  =  0      ,      r={  —  Y- 

Pour  obtenir  les   coefficients,  nous  aunulerons  le  ternie 
enœ'-^p^  ce  qui  donne  la  relation  récurrente 

on  pourra  ainsi  calculer  les  coefGcients  ap  en  fonction  du  pre- 
mier. Soit  ao  =  l;  s\  r  =  0,  on  trouve  comme  première  solu- 
tion une  série  célèbre  connue  sous  le  nom  de  série  hyper- 
géométrique, 

a   fi  ^ 

y^  =  F  («,  P,  Y.  or)  =  i  -+-  jy^  .r  -I-  ...  J 

"*"       l.2.3...p.Y{ï4-l)...  (ï-t-/>— 1)  •] 

Cette  série,  entière,  est  convergente  dans  le  cercle  de  rayon  un 
comme  on  le  vérifie  aisément,  et  comme  on  devait  le  prévoir 
d'après  le  n"  précédent. 

Si  r  =  1  —  Y»  01^  trouve  une  seconde  solution,  en  général 
indépendante  de  la  première,  qu'on  peut  écrire 

yi  =  ^*""^  F  (a  -  Y  4-  1,  p  -  Y  -H  i,  2  —  Y,  a:), 

le  symbole  F  désignant,  comme  ci-dessus,  une  série  hyper- 
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géométrique  convergente  dan^ 
tour  de  l'origme.  L'intégrale  { 


484.  La  série  y,  et  celle  qu 
convergentes  que  dans  un  cert 
l'origine.  Si  la  variable  sort  de 
encore  résolu.  Posons 

réqnatioD  devient 
en  posant 


c'est  une  équation  hypergéomi! 
générale,  d„  et  d,  désignant  de 

rf,  F  {«,  p,  f,  X)  +  rf,  X* -r  F  (« - 

l'équation  proposée  admet  don 

-Hrfi{l— :e)T-''-?F{y  — p. 

Cette  solution  n'est  valable  t 
d<!crit  autour  de  la  nouvelle  < 
point  «^  1. 

485.  Pour  trouver  les  solu 
plan  situés  en  dehors  des  deux 
dans  l'équatioD  (59) 

1 
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elle  devieiit 

en  posant 

On  a  une  nouvelle  équation  de  Gauss  qui  a  pour  intégrale 
générale 

/;f(«,P',t',xO   »  /;a/?-*F(a-yH-i,P'-Y'  +  l,2-Y\xl 

valable  si  |  a:'  |  <!  1.  En  revenant  à  la  première  équation,  oq 
voit  qu'elle  aura  pour  intégrale  dans  la  région  où  |  ;r  |  est 
plus  grand  que  Tunité 

f.x-^Y  (oc.  a  -  Y  +  I,  a  -  P  -f-  i,  I)      ] 

/  \\\         ^*^) 

-+- A  ^-?F  (p,  P  -  Y -f-1,  1  4-  ? -a.  i)  ) 

/o  ^t  fi  étant  deux  constantes  arbitraires. 

486«  On  aurait  pu  trouver  directement  l'intégrale  précédente 
en  essayant  dans  (59)  un  développement  ordonné  suivant  les 
puissances  descendantes  de  x  tel  que 

En  annulant  les  termes  du  plus  haut  degré,  on  trouve 

—  r  (r  4-  1)  H-  (a  -+-  p  -h  1)  r  —  ap  =  0 
OU 

0'  -  a)  (r  —  P)  =  0  ; 
les  termes  en  x  -^-^'  donnent  Tidentité 
(r  -f-^  —  a)  (r  -h  p  —  P)  ap  =  (r  -h  p  —  y)  0'  4-  p  —  1)  «,.-i- 
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On  retrouve  ainsi,  en  faÏBant  successif 
deux  intégrales  particulières 

ic— ''F{«,«— ï+1,3  — p-hl.iUlai-P 

-4ST.  On  voit  qne,  dans  le  cercle 
centre  le  point  x  =  1 ,  il  y  a  des  poio 
rayon  un  décrit  autonr  de  l'ori^iine. 
poar  ces  points  deux  formes  difTérent 
(62)  et  (63).  En  exprimant  que  ces 
identiques  pour  deux  points  dilTérenl 
deux  constantes  aiititraires/'o  et/*!  e 
On  réalisera  de  la  même  manière 
domaine  commun  des  développemen 
premiers  cercles. 

488*  h' intégration  est  mainlenani 
d'insister  sur  le  nouveau  sens  qu'a 
notre  recherche.  Nous  nous  étions 
formes  de  séries,  deux  intégrales  pa 
qui,  substituées  à  ^  dans  1  équation  ( 
quement.  Or,  limité  à  ces  termes, 
résolu  :  DOS  séries  ne  sont  valable: 
domaine  déterminé  et,  pour  faire  cor 
do  X  la  valeur  la  plus  gi^nerale  de  y, 
trois  couples  de  séries,  de  sorte  que  ci 
mais  un  ensemble  de  fonctions  qui  ci 
raie.  Désormais  c'est  dans  ce  sens  qu 
intégrer;  le  problème  sera  considéré 
aura  fait  correspondre  à  toute  valeur 
la  variable  une  fonction  (ce  sera  génî 
d'ailleurs  pourra  avoir  des  formes  t 
domaines  oîi  se  déplacera  la  variai 
savoir  passer  de  la  forme  qui  convie 
qui  convient  au  domaine  contigu 
prolonger  analytiquement  la  fonction 
domaine,  parce  que,  jusqu'à  présen 
solutions  que  des  fonctions  analytiqu 
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4  80.  Un  problème  particulièrement  délicat  lorsqu'on  aura 
intégré  une  équation  différentielle,  au  nouveau  sens  du  mot, 
sera  celui  qui  consiste  à  reconnaître  si  les  fonctions  intégrantes 
sont  de  nouvelles  fonctions  ou  s^obtiennent  par  des  combinai- 
sons  de  fonctions  connues.  C'est  ainsi  que  le  plus  beau  titre 
de  gloire  d'Abel  et  de  Jacobi  est  d'avoir  découvert  la  double 
périodicité  des  fondions  elliptiques,  qui  se  présentent  conune 
quotients  de  deux  séries  simplement  périodiques,  et  d*avoir 
ainsi  définitivement  clos  les  recherches  qui  avaient  pour  objet 
de  les  exprimer  en  fonction  de  quantités  déjà  étudiées. 

Le  second  résultat  dans  cet  ordre  d'idées  est  du  à  M.  Painlevé 
qui  a  réussi  à  prouver  que  les  intégrales  des  équations  du 
second  ordre  ramenées  par  lui  au  type 

y  =  6y*  -H  a; 

constituent  une  catégorie  nouvelle  de  fonctions,  irréductibles 
par  des  opérations  algébriques  ou  de  différentiation  aux  fonc- 
tions antérieurement  connues.  Nous  énoncerons  sans  démons- 
tration le  résultat  auquel  est  arrivé  ce  savant  géomètre  :  siTon 
pose 

la  fonction  e<  {x)  vérifle  Téquation  du  troisième  ordre 

Ç  4-2^»  -f- 07^  —  ^  =  0; 

elle  est  développable  en  une  série  de  Mac-Laurin  qui  converge 
quel  que  soit  a:,  et  les  coefficients  de  cette  série  se  calculent 
par  des  dérivations  successives  ;  enfin  Ton  a 


y 


,  .  d^  log  u u'^  —  uii" 

(X)  —  -nnj        —  r^  . 


dx^  u^ 


400.  Revenons  à  l'équation  de  Gauss  (59).  Nous  avons 
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donné  deux  intégrales  particulières  que  noua  avons 
par  les  notations 

y,  =a^-ïF(«  — 7  -h  1.  P  — f  H-  1,  2  — f,  i 

Dans  le  cas  où  Y  est  un  nombre  entier,  on  n'a 
intégrales  ;  la  première  devient  illusoire  si  y  est 
négatif,  et  la  deuxième  si  t  est  un  entier  positif.  Ë 
par  exemple  que  ï  soit  un  entier  négatif  —  n,  Tin 
subsiste  :  pour  en  trouver  une  seconde,  nous  essa 
développement  de  la  forme 

a,  »' -t-  o,  a^  +  '  M-  ...  +ai,x'+>'-h  ... 
+  (i,jr  H-*,a:'+»  +  ...  -1-  é^l'-  +  »'  -t-  ...)  log  a 

Le  terme  du  plui  faible  degré  qui  contienne  loff  x 
sera  celui  en  j?— '  log  x  ;  en  l'annulant,  on  trouve 

Y,.4-(r-t))-=0, 

ce  qui  donne  deux  valeurs  pour  r.  Soit  r  =  0.  Le 
a^~»  donne  alors  6,  =  0.  En  annulant  ensuite  les 
«M  j- et  en  a:' +  1"  log  x,  on  trouve  les  deux  égalités 

(i)"-H  1)  {p  +  Y)  6,  +  ,  -  (p  +  «)  (P  H-  ?)  ^  = 

(P  +  0  (p  -H  Y)o.  +  ,  -(P  +«)  Cp  -I-  P)  a, 
H-  (2p  -h  1  -h  y)  A,^  ,  -  ;2;ï  -  »  -  P)  6,  =  ( 

La  première  égalité  montre  que  les  coefQcients 
nnls,  tant  que  p  n'aura  pas  atteint  la  valeur  n  =  —  f. 
la  deuxième  égalité  se  réduit  à 

(/»  + l)i„+,  =  (n-a)(n  +  P)<ï, 

et  l'on  peut  se  donner  a„  arbitrairement. 

Pour  les  valeurs  de  p  supérieures  à  n,  les  égalit 
(66)  feront  connaître  les  coefficients  6^  + ,  et  a^  + ,  en 
des  précédents.  Tous  les  coefficients  des  deux  séri 
donc  déterminés  en  fonction  de  a^  et  de  «n  qui  rest 
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traires.  A  partir  da  rang  yi,  les  coefficients  de  la  série  multipliée 
par  log  x  suivent  la  même  loi  que  ceux  de  la  série  hyper- 
géomélrique,  et,  par  conséquent,  cette  série  est  convergente 
dans  le  cercle  de  rayoa  un,  Uautre  série  l'est  aussi  dans  le 
même  cercle  ;  mais  nous  n*insisterons  pas  sur  cette  propriété 
qui  résulte  du  théorème  de  31.  Fuchs  dont  nous  allons  biealôt 
donner  l'énoncé. 

401.  Donnons  d^abord  une  déGnilion.  Supposons  qu'une 
équation  différentielle  admette  une  intégrale  de  la  forme 

S^  (  >*)  -H  S,   x)  log  X  H-  S,  (,u)  log-  a?  -r  ...  H-  S„  (ar'  log"  x^     (67) 

dans  laquelle  S^  [^),  S»  {x)  ....  représentent  des  séries  conver- 
gentes ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la 
variable  et  limitées  du  côté  des  puissances  négatives  :  FiBlé- 
grale  sera  dite  régulière. 

402*  Cela  posé,  voici  le  théorème  de  Fuchs  : 
Pour  que  [équation 

'  m 

ait  toutes  ses  intégrales  régulières j  il  faut  et  il  suffit  que  les 
fonctions  de  x  représentées  par  les  coefficients  Aj,  A,  ..,  n  aient 
pas  de  pôles  dont  le  degré  de  multiplicité  soit  supérieur  à  leur 
indice. 

Supposons  la  condition  remplie  :  on  posera,  pour  les  points 
voisins  de  l'origine, 


y^za^x"-  -h  ai.r^  +  *  -4-  a^x""-^^  -f- 


La  ou  les  valeurs  de  r  s'obtiendront  en  égalant  à  zéro  le^ 
termes  du  plus  faible  degré  ;  on  obtiendra  ainsi  une  équatioa 
qu'on  appelle  Téquation  déterminante.  Si  cette  équation  a 
toutes  ses  racines  distinctes  et  ne  différant  pas  entre  elles  par 
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des  nombres  entiers,  la  solution  sera  assurée  par  àt 
de  Haclaurin  ou  de  Taylor,  mulliplîées  par  une  p 
positive,  négative  ou  nulle  de  x.  Si  l'on  peut  associer  n, 
de  manière  que  la  différence  de  deux  quelconques  d'es 
soit  zéro  on  un  nombre  entier,  il  faudra  essayer  des  < 
pements  de  la  forme  (67).  Il  pourra  arriver  que,  dans  I 
qQelques-uns  des  termes  logarithmiques  disparaissen 
quement. 

493.  Il  n'est  pas  inutile  de  montrer  par  un  exeropl 
méthode  d'intégration  par  les  séries  peut  devenir 
lorsque  les  conditions  de  Fuchs  ne  sont  pas  remplit 
réquation 

substituons 

y  =  a^  +  aiX-i-  ....  +  a^x""  -+-  ...  . 

On  trouve  immédiatement  la  relation  récurrente 

{mi  +  1)  a  a™+ ,  h-  [B  -h  vi  (m  —  1)]  a„  =  0, 

qui  permet  de  calculer  tous  les  coefllcients  a„  en  ton 
premier  ;  mais  la  série  obtenue  est  divergente  pour  U 
valeurs  de  x,  car  le  rapport  de  deux  termes  consécuti 

««fi  B  H-»t(nï  —  i) 

am  (m  +  1)A 

devient  innni  pour  m  ^  œ  ;  quel  que  soit  x. 

494.  La  série  bypergeométrique  intervient  dans  u 
nombre  de  problèmes.  Tout  d'abord,  on  ramène  aisén 
un  cbangement  de  variables,  à  la  forme  sous  laque 
avoDS  étudié  son  équation  diiTérentielle  toute  équi 
type 
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405*  Nous  terminerons  ce  chapitre  par  quelques  exemples 
empruntés  pour  la  plupart  aux  applications  industrielles  mo- 
dernes de  la  Physique  ou  de  la  Mécanique.  Le  premier  exemple 
se  rapporte  aux  équations  linéaires  à  coefQcieats  constants. 

Soient  ^  et  —  q  les  quantités  d'électricité  dont  sont  chargées 
les  deux  armatures  d'un  condensateur,  R  la  résistance  du  fil 
conducteur  par  lequel  on  réunit  les  deux  armatures,  C  la  capa- 
cité du  condensateur  (on  néglige  celle  du  61),  L  la  self-induc- 
tion du  circuit. 

L*intensité  du  courant  de  décharge  est  donnée  par  la  for- 
mule 

dt 
et  l'on  a,  en  vertu  de  la  loi  de  Ohm, 

c  di 

d'où  l'équation  diiïérentielle  linéaire  à  coefficients  constants 

Ici  deux  cas  sont  à  distinguer. 
l**  L'équation  résolvante 

La*-+-Ra-t--  =  0 

c 

a  ses  racines  a^  et  a,  réelles.  LHntégrale  générale  est  alors 

Al  et  As  étant  des  constantes  arbitraires.  Comme  a^  et  a,  sont 
négatives,  la  quantité  d'électricité  diminue  d'une  manière  con- 
tinue avec  le  temps. 

2^  Les  racines  de  l'équation  résolvante  sont  imaginaires, 
soient  —  p  -h  7e  et  —  p  -h  y^  ^^  ^^ra  alors,  en  désignant  par 
Bi,  B2,  deux  nouvelles  constantes. 

q  =  e""P^  (Bi  cos  ^t  +  Bj  sin  yf). 
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La  décharge  se  compose  d'oscillations  { 
Tîode 


406.  Voici  deux  exemples  oii  l'équation 
un  peu  plus  ditficilement.  Le  premier  i 
par  H.  Jean  Résal,  le  savant  constnicteur  d 
et  Alexandre, 

pour  l'iatégrer,  nous  poserons 

A*p*  ,         .    -KX 

a{a~.t)-i-m  =  0,      elenno 
Nous  serons  ainsi  ramenés  à  la  forme 

«('-")w  +  [-  +  s-C  +  ')"]k 

qui  s'intègre  par  la  série  hypergéométriqu 
de  le  voir. 
La  deuxième  équation  a  été  rencontrée  p 

(«■-.).g  +  2.(.-,)g_[.  +  2 

Si  t'oQ  pose 

p  =  ^  ^/.  +  m'  -f- .»       , 


<m' 


Y 


OQ  retrouve  l'équation  de  Gauss,  qui  adme 
cn]iëre 

F(m  +  I,  —  m,  1  +2  p,  ] 
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497.  CoDskléroas  encore  uoe  plaque  circulaire  encasb'e 
sur  son  pourtour  et  soumise  à  raction  d'une  force  nonnale 
passant  par  son  centre. 

On  démontre  dans  les  traités  4e  Résistance  des  nuUériaux 
que  la  plaque  prend  la  forme  d'une  surface  de  révolution  dont 
la  méridienne  a  pour  équation 


a?* 


■ 

dx^  ~^  "^  dx 


^;r!,-?  =  — Q^^ 


?  étant  Tangle  de  la  normale  à  la  surface  avec  Taxe  en  m 
point  dont  la  distance  au  centre  estjr. 

L*équation  pri^cédente,  sans  le  second  membre,  peut  se  ra- 
mener à  Téquation  de  Gauss  (n^  494)  ;  ou  peut4ussi  employer 
4a  méthode  du  n®  4G3  ;  mais  il  est  aussi  simple  de  Tétudier 
directement. 

L*équation  déterminante  relative  à  l'équation  sans  second 
membre  est 

f^  — 1  =  0; 

ses  deux  racines  —  1  et  h-  1  ayant  pour  différence  un  nombre 
•entier,  il  y  aura  lieu  d'introduire  un  logarithme.  On  trouve 
alors  aisément  que  Tintégrale  de  l'équation  avec  second 
membre  est 

9  :=  —  c.  XÏOg  X  -\-  BX  -H-  -  . 
•  ^  X 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires,  on.  fera  j?  =:<^tt 
^  =  r,  ce  qui  donne 

G  =  0      ,      B  =  2  log  r. 

108.  Nous  donnerons  encore  quelques  exemples  d'inté- 
gration, non  plus  parla  série  hypergéométrique,  mais  par  une 
série  quelconque,  pour  bien  faire  ressortir  Pintérct  que  celte 
méthode  présente  pour  les  ingénieurs. 

400.  Une  banquise  de  glace  circulaire  chargée,  en  son  mi- 
lieu, pread  la  forme  d'une  surface  de  révolution  dontlaméri- 
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dienna  a  pour  équaLioa  (Herlz,  Gesammeltfl  We 
page  228). 

rf^    ,   2  rfV        l  d^  ^   i   du        , 


Les  conditions  de  Fuchs  sont  remplies  et  l'équa 
mate  est  ici 

,-'(r-2)»  =  0; 

Elle  a  àeux  racines  nulles,  et  deux  racines  éga 
intégrer  l'équation  (68),  il  faudra  alors  essayer  u 
ment  de  la  forme 

a^  +  ai  X  -i-  a^  j;*  M-  ...  -)-(&,  -h  6,  a;  -h  ... 
+  {c,  X*  +  Cj  a;'  +  ...]  log-  x  +  (rf,  x*  H-  ...] 

En  ^lant  k  zéro  les  termes  en 

x>-~*,      X' — Mogx,      «f-*  log'jî,      a;''—* 

ea  aura  quatre  relations  entre  Op,  bp,  c^,  d^  et  le: 
précédente,  ce  qui  permettra  de  calculer  tous  le 
de  proche  en  proche.  Noos  ne  développerons  pat 
Dous  nous  bornerons  à  indiquer  que  les  coefficii 
«t  bf  demeurent  arbitraires.  On  a  donc  bien  l'in 
quatre  constantes  arbitraires. 

500.  Nous  indiquerons  encore,  h.  litre  d'exercl 
suivante  qui  se  rencontre  dans  un  grand  nombre 
de  Mécanique 


Les  conditions  de  Fuchs  sont  encore  remplies 
grales  sont  régulières.  On  pourra  donc  appliquai 
d'intégration  par  les  séries;  seulement  cet  exempl 
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téressant  que  les  séries  se  laissent  sommer  et  que  finalement 
l'on  trouve  pour  intégrale  générale 

y  =  -^  (sîn  nx  —  no?  cos  nx]  -+•  -5  (ces  nx  -h  nx  sîq  na?), 

a  elb  étant  les  deux  constantes  arbitraires. 

50  !•  Une  équation  très  voisine  de  la  précédente  a  été  ren- 
contrée par  M.  Blondlot  ;  la  force  électrique  z  en  un  point  de 
son  excitateur  situé  à  une  distance  p  de  Taxe  de  symétrie  des 
plateaux  est  donnée  par  Téquation 

^.-^p^  +  Tr'  =  0  (69) 

OÙ  X  est  une  longueur  d'onde. 
509«  Au  lieu  de  Tintégrer,  nous  considérerons  Téquation 


d^y   ,   2ndy  ,         ^ 


dx'   •    X  dx 


(70;i 


qui  comprend  les  deux  précédents  j  pour  avoir  Téquation  {0], 

onferam  =  -^  |. 
L'équation  déterminante  sera 

r(r-4-2n  — 1)  =  0, 

ce  qui  donne  deux  solutions 

r  =  0        et        r  =  l— 2n; 

il  y  a  donc  une  intégrale  holomorphe 

.  En  substituant  on  voit  qu'elle  ne  doit  contenir  que  des 
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termes  de  degré  pair  et  que  les  coefficients  seront  rclté 
relation 


Au  Heu  de  refaire  le  calcul  pour  r=  I  —  2n,  noi 
bornerons  à  faire  observer  que  la  substitution 

conduit  à  l'équation 

qui  ne  diffère  de  l'équation  proposée  (70)  que  par  le 
de  n  en  1  —  n  ;  elle  admet  donc  unie  intégrale  holom 
en  revenant  à  l'équation  (10),  on  trouve  une  douvi 
grale 

y,  =  a:'"~'"(6,  +  bfX*  -H  ...) 

avec  la  relation  de  récurrence 


Finalement  l'équation  proposée  admettra  l'iatégrs 
raie 


^  ^3^2^  "^  2.  i(^  ^In)  (^  -  iii 


503.  Si  les  deux  racines  de  l'équation  détermin 
égales  ou  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  un  nombre 
faudraîntroduire  un  logarithme.  Supposons,  par  exei 
i  —  2n8oitun  entier  négatif  pair  —  2m;  y,  devient 
Pour  trouver  une  deuxième  intégrale,  on  pourra 
Caudl  unutrfaiiuL 
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nous  l'avons  fait  jusqu'à  présent,  procéder  par  là  méthode  des 
coefficients  indéterminés.  On  pourra  aussi,  connaissant  une 
intégrale,  ramener  (n°  473)  Fintégration  à  celle  d'une  équation 
linéaire  et  du  premier  ordre^  intégration  qu'on  sait  effectuer. 
Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  d'exécuter  les  calculs.  Nou* 
préférons  indiquer  une  forme  intéressante  qu'on  peut  donner 
à  l'intégrale  générale. 

504.  A  vrai  dire,  les  considérations  dans  lesquelles  nons 
allons  entrer  se  rencontrent  dans  beaucoup  de  cas  et  il  y  aurait 
lieu  de  mettre  en  lumière  la  méthode  ^intégration  au  moyen 
d'intégrales  définies  f  mais  nous  serions  obligés  d'entrer  dans 
de  longues  explications  pour  lesquelles  nous  renverroos  aux 
traités  spéciaux  auxquels  nous  nous  sommes  déjà  référés  et 
nous  nous  en  tiendrons  au*  cas  particulier  de  l'équation  (70). 

Nous  avons  vu  que  le  terme  général  de  l'intégrale  particu- 
lière ?/j  est 

n^ 

2.  4.  G  ...  2p.  (2/1  H-  1)  (2n  -h  3J  ...  Cln  +  lii  —  1)' 

ce  qui  peut  s'écrire 

m^P  !.  3.  5  ...  (2;>— 1)  ,.,.), 


^2;;)  !  (2^9  -H  i)  (2n  -h  3)  ...  (2n  -h  2p  —  1)' 


(72; 


Mais  la  formule  de  réduction  (72)  devient  en  y  remplaçant 
m  par  2p  —  1  et  n  par  2p,  et  en  prenant  les  intégrales  entre 
zéro  et  ir  de  manière  à  annuler  le&  termes  explicites  en  sia  i 
et  cos  X 

r 

i/o 

_       2p-l 

—  2«-4-2p  — 1  '»"-«•  »'-• 

_       2p  —  1  2p  —  3       , 

—  2jn-2p  — 1  2n  -t-  2p  -^  '«"-••  "•- * 

i.  3.  5  ...  2p  —  1    ^  I 

~  (2n  -4-  1)  (2n  +  3)  ...  (2n  -h  p  —  1)  •"-"  •• 
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Mais  cette  dernière  ii 
supposer  contenue  dai 
g:éoéral  (72)  pourra  doi 


(2/,)!^ 
et  y,  deviendra 


-  m'''  ■r''' 


i/o 


On  traiterait  de  mèn 
505.  Si  m*  est  néga 


i 


la  valeur  de  t^,  est 


En  taisant  m  =  2  et 
retrOBTeFOns  le  résultai 

506.  L'équation  de 


s'intègre  aussi  par  ief 
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forme,  des  équations  précédentes  sans,  pour  cela,  qu*on  paisse 
les  ramener  les  unes  aux  autres.  Faisons  en  effet  le  change- 
ment de  variables 

nous  obtiendrons  l'équation 

<«  ^  -f-  (2«  -H  i)«^  -h  (a^  —  P»n«  -h  p*Y«t*?)V  =  0. 

Pour  déduire  de  cette  dernière  équation  Téquatlon  (70)^  il 
faudrait  faire  soit  p  =  0,  soit  y  =  0,  ce  qui  est  évidemment  in 
lerdit. 

Il  faut  donc  étudier  directement  l'équation  de  Bessel.  A  cet 
effet  nous  poserons  «ncore  d'abord 

ce  qui  donne  l'équation  déterminante 

H  —  n*  =  0, 

puis 

y  =  x'^{a^  -^^  a^x  -h  a,a?*  -h  ...  -h  a^x^  -h  ...). 

Les  termes  de  rangs  impairs  sont  nuls,  et  pour  les  autres 
on  a  la  relation  récurrente 

Ojj 

^^p  +  ^—       (r  H-  2p  -h  2  H-  n){r  h-  2/>  -+-  2  —  w)" 

On  voit  alors  sans  peine,  en  faisant  successivement  r  =  n  et 
r  =  —  n,  que  l'intégrale  générale  peut  se  mettre  sous  la  forme 

dans  cette  expression  a  et  6  sont  deux  constantes  arbitraires 
et  Ton  a 

,    c-,    (-■Kl)"" 

0 

J--n  se  déduit  de  in  par  le  changement  de  n  en  —  n. 
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SOT.  Si  n  est  entier,  ces  deux  intégrales  i 
pendantes  et  l'on  a 

J_„=(-t)"J,. 

Pour  trouver  une  seconde  intégrale,  il  fi 
logarithme  et  appliquer  de  nouveau  la  méthot 
indéterminés.  On  peut  encore  (voir  Jordan,  ti 
la  limite  pour  t  =  C  de 

i-irj.  +  .-',-.. 


OD  trouve  ainsi  l'intégrale  particulière 


-l^^liî)" 


508.  Vu  l'importance  du  sujet,  nous  trail 
dernier  exemple  que  nous  devons  à  l'obligei 
Résal. 


Fie.  i6  F 

Considérons  deux  poutres  métalliques  0  j" 
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triques  par  rapport  à  l'horizontale  OM,  et  constituant  à  elles 
deux  une  console  encastrée  suivant  la  verticale  A  B  ei  libre 
en  0. 

Les  poutres  0  A  et  0  B  sont  reliées  par  des  tiges  verticales 
que  nous  supposerons,  pour  la  mise  en  équation,  infiniment 
minces  et  înGniment  rapprochées.  L'équation  de  O  A  est 

On  suppose  A  B  invariable  ;  au  contraire,  les  autres  tiges  ver- 
ticales subissent,' par  Teffet  des  changements  de  température, 
des  allongements  ou  des  raccourcissements  contrariés  par  la 
tixité  de  A  B.  Il  s'agit  d'évaluer  l'effort  qui  résulte  pour  chaque 
tige  de  Timmobilité  de  À  B.  M.  R(5sal  ramène  le  problème  à 
ceci  :  si  l'on  donne  à  la  distance  A  B  une  nouvelle  valear 
A'  B',  C  D  devient  C  D',  et  C  C  est  le  déplacement  élastique 
du  point  C. 
Soit 

le  travail  d'extension  est  — .  Il  en  résulte  une  réaction  exercée 

par  la  tige  verticale  sur  la  poutre  0  A  proportionnelle  au 
travail;  on  sait,  d'autre  part,  par  la  théorie  de  l'Elasticité,  que 

cette  réaction  est  proportionnelle  à  t^.  On  aura  donc  enfin, 
en  désignant  par  k  une  constante  positive,  l'équation 

-C'est  cette  «équation,  ou  plutôt  Téquation  plus  générale 

dm  +  n^ 


dûO"'  +  '* 


=  —  A  zx-  "»,  .  (T5; 


que  nous  nous  proposons  d'intégrer  ;  m  et  n  sont  des  entiers 
positifs  donnés. 
Posons  z  =  œ^  \  l'équation  déterminante  sera 

r(r  —  1)  ...  {r  —  m  —  »  -t-  1)  =  0. 
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Elle  admet  m  -h  n  racines  0,  I,  2  ...  m ,+  h —  1  ;  coi 
racines  diffèrent  entre  elles  par  des  nombres  entierf 
être  nécessaire,  en  vertu  du  théorème  de  Fucbs,  d'il 
des  logarithmes.  Nous  commenceroos  cependant  par 
s'il  n'exrste  pas  d'intégrales  hoLomorphes  de  la  forme 


En  substituant  celte  valeurde  =  dans  l'équation  (75) 
lant  le  terme  en  x''  +  '-"'-'',  on  obtient  la  relation 

(p  +  ^)(p  +  .--l)(p  +  >--2)....     1 

■  !J)  -H  J-  —  )tt  —  »  -t-  1)  a^  =  —  A  Bj,_n   î 

qui  fera  connaître  les  coefBcîents  de  n  en  ».  Soitp  = 
solution  ne  donnera  a™  que  si  r  est  supérieur  km  —  1 . 
d'abord  r  =  n»  ;  la  relation  (77)  devient 

__  , ùp-n 

"''  "~  (m  -i-  p)(m  -i~ p  -~  \]  .■■  (jp  —  n  -i-  y 

«n  en  déduit 

a^n  =  (—  1)  **(ot  -h  n)  !  [m  H-  2n)i  ...  (m  V  kn) 

le  coefficient  a^  restant  arbitraire.  On  aura  de  raè 
toutes  les  valeurs  entières  de  h  inférieures  à  n 

La  «îrie  (76)  est  donc  déterminée  en  fonction  de£ 
cientstid,  a„  .-..  a,-,  qui  demeurent  arbitraires;  onpe 
dire,  -si  l'on  veut,  qu'on  aura  n  intégrales  holomorp 
pendantes 

i,  ^  .V"  (i  +  A,  j:-  -H  A, i'»  H-  ...) 
^,  =  x'"-t  '(I  -i-B,3:»+  B,.7;'"-h  ...  ) 
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et  les  séries  qui  figurent  dans  les  seconds  membres  sont  abso- 
lument convergentes  pour  toute  valeur  de  x  ;  elles  convergent 
même  très  rapidement  puisque  le  rapport  d'un  terme  précé- 
dent tend  vers  zéro  d'après  la  formule  (77)  pour  p  =  oo . 

500«  Il  reste  à  trouver  m  intégrales  particulières  indépen- 
dantes des  précédentes.  Pour  cela,  nous  supposerons  d'abord 
m  <  n  et  nous  essaierons  des  développements  contenant  un 
logarithme  ;  soit  par  exemple,  pour  se  borner  à  la  racine  r  =  f) 
de  réquation  déterminante 

^  =  u  -i-  t?  log  ar, 
en  posant 

u  =  a^  -h  «i  J!ï  -I-  ûj  a?*  -H  ... 

En  appliquant  la  formule  de  Leibnitz  relative  à  la  dérivée 
d'un  produit^  nous  aurons 

M^'^d^^'^^^'^d^'^^x  Sx^^  "^  - 

/r(/<  — !)...(/<  — ;^ -4- l)(—iy-*  (A—!)!  rf*-*!?  )  (70 
A!  x^  d:d"-^ 


Tous  les  termes  qui  suivent,  dans  cette  formule,  le  terme 
en  log  x  seront  des  séries  commençant  par  un  terme  du  même 
degré  en  x,  savoir  un  terme  en  a?^  -  *  ne  contenant  que  b,  comme 

coefficient  b.  Faisons  A  =  m  4-  n,  et  remplaçons  z  et  ^^^n 

par  leurs  valeurs  dans  l'équation  (75).  En  égalant  à  zéro  les 
termes  algébriques  du  plus  faible  degré,  on  voit  d'abord  qu'il 
faut  prendre 

p  =  n\ 

de  plus  le  terme  du  plus  faible  degré  qui  multiplie  log  x,  dans 
—  kz X-"',  étant  —  A2>n^""*">  pour  qu'il  puisse  cHre  dédroil 


■  'TT-.' 
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par  un  terme  provenant  de  ^^,^^^,  terme  dont  l'exposant  sera 
certainement  positif  ou  nul^  il  faut 

m  "^  71, 

ce  que  nous  avons  supposé.  Le  premier  terme  de  ^j^rfii  ^^^ 
(m  -hn)I  bfn^n]  donc 

de  même 

A  partir  de  Findice  2n,  l'annulation  des  termes  en  {cp-^"'^ 
log  X  fournira  la  relation 


p(p  —  1)  ...  (/?  —  m  — n  -H  1)  6p  =  —  khp^ 


m 


et  Ton  pourra  ainsi  calculer  chaque  coeffîcient  b^  en  fonction 
de  celui  qui  le  précède  de  n  rangs.  Ensuite  en  annulant  les 
termes  en  a?J'-'"  -  «,  on  obtiendra  la  relation 

p (p—  1) ...  (p  —  m  —  n  -4-  1)  [ap  -+-  (  -  -i-  ^^^  ^-  ... 

p  —  m  —  nH-l/'^J  ^ 

qui  donnera  les  coefficients  a  en  fonction  de  ceux  qui  les  pré- 
cèdent de  n  rangs  et  des  b.  Pour  toute  valeur  pi  dep  inférieure 
à  m  +  n,  le  premier  membre  de  cette  relation  ne  contiendra 
qu'un  terme,  celui  qui  correspond  au  dénominateur  p  —  p,. 
On  aura  ainsi  &„,  ôn  +  i»  •••  ^n  +  m-tOn  fonction  de  a^,  ai,  ...  a„_, 
qui  demeurent  arbitraires.  Les  n  égalités  suivantes,  celles 
qu'on  obtient  en  donnant  à  p  les  valeurs  m+n.m  +  n+l»... 
mn-i  2n  —  1,  déterminent  a,„  ^  „,  0^  +  11  + n  •••  «w-fjn-i  en  fonc- 
tion des  coefBcients  amt  a^^i,  ...  am  +  n-i  qui  sont  encore 
arbitraires.  On  a  donc  l'intégrale  générale  avec  m-^  n  coeffi- 
cients arbitraires.  On  retrouverait  les  n  intégrales  holomorphes 
du  n*  précédent  en  donnant  à  a,,  a^,  ...  «,„_,  la  valeur  zéro  ; 
les  logarithmes  disparaîtraient. 
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510*  H  <^st  essentiel  de  remarquer,  au  point  de  vue  du 
problème  posé  par  M.  Résal,  que  les  intégrales  qui  contiennent 
des  termes  logarithmiques  sont  inutilisables;  car  il  résulte  des 

conditions  du  problème  que  -;;;  ne  doit  pas  être  infinie  pour 


z 

X 

^  =  0. 


511*  Dans  l'étude  que  nous  venons  défaire,  nous  avoQs 
supposé  m  <<  n.  S'il  en  était  autrement,  ce  serait  le  câs 
d'essayer  des  développements  tels  que 

u  -h  V  log  X  -k-to  log*  X  H-  ... 

u,  v,  u\  ...  étant  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x,  et  l'on  prendrait  q  -\-  \  termes  logarithmi- 
ques, q  désignant  le  quotient  de  la  division  de  m  parn.  Mais 
nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  cet  exemple,  ces 
considérations  n'offrant  plus  d'intérùt  pratique  immédiat. 

^19>.  Retour  à  V équation  de  Riccati.  —  Nous  avons  dit 
(n°  476)  que  l'équation  de  Riccati  se  transforme  dans  la 
suivante 

^^  =  bcx^-z  (80) 

qui  est  linéaire  et  qui  satisfait  évidemment  aux  conditions  de 
Fuchs.  Elle  s'intègre  donc  par  les  séries  ;  mais  on  peut  aller 
plus  loin.  Posons  encore 

'"  4-  2 
X    ^    =i\ 

nous  obtenons  l'équation 

d^s  m      {  dz  ia  b ^ 

qui  a  été  intégrée  au  n®  502. 

513.  II  est  bon  de  remarquer  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (80)  étant  de  la  forme 

z  —  i>j  Zi  — t—  L«|  Sgf 
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«I  résulte  de  la  formule  de  transformai ioa  du  D°  471 
tîon  de  Riccati  aura  une  intégrale  générale  ^u  ty 


u,  V,  u„  »,  étant  connues.  La  manière  dont  figure 
arbitraire  C  est  caractéristique  ;  en  l'éliminant,  on 
-efîet  sur  une  équation  de  Riccati, 

514.  Dans  les  exemples  que  nous  avons  tn 
présent,  les  coefficients  ont  toujours  été  des  fonc 
nelles  ou  trigonomélriques  de  la  variable.  La  méû 
et  le  théorème  de  Fuchs  ont  une  portée  plus 
s'appliquent  dans  tous  les  cas  où  les  coefficients 
tiques.  Pour  donner  au  moios  un  exemple  plu: 
nom  étudierons  \ Equation  de  Lamé  qui  s'intèg 
j>ar  les  fonctions  elliptiques. 

En  fait,  Lamé  (XYIII"""  Leçon  sur  les  surfaces 
a  intégré  l'équation 


-et  il  a  précisément  employé  la  méthode  d'Inlégr 
séries.  Si  Ton  pose 


on  obtient,  en  changeantlégèrement  le  nom  des  c 
forme 


^i  — [A'm(m+  l)sn'j;H-A]y=0 
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sooâ  laquelle  Hermite  a  étudié  cette  équation.  Nous  introdui- 
rons de  préférence  la  fonction  pu^  en  posant 

'^  *       sn*x 

où 

En  utilisant  les  formules  (2o)  et  (79)  du  chapitre  X  et  faisant 
encore 

U  -i-  Wj  =  ;r, 

on  donne  facilement  à  l'équation  de  Lamé  la  forme 

5^  -  [^  (m  -f- 1  )  /  ^  +  A]  y  =  0,  (82 j 

h  étant  une  constante  dilTérente  de  celle  désignée  précédem- 
ment par  la  même  lettre  ;  m  est  un  entier. 

Le  coefficient  de  y  a  une  infinité  de  pôles  doubles  compris 
dans  la  formule 

Les  conditions  de  Fuchs  sont  remplies  ;  nous  allons  chercher 
le  développement  des  intégrales  dans  le  voisinage  de  Torigine. 
Pour  avoir  l'équation  déterminante,  faisons  d'abord 

nous  avons,  en  remarquant  que/'w  =  —  -h  ...,  la  condition 

r  (r  —  i)  —  m  (m  H-  1)  =  0, 

d'où 

r  =  —  m 

et 

r  =  m  H-  1. 

Il  y  a  donc  une  intégrale  holomorphe  y^  et  une  intégrale  Vi 


ÉQUATIONS   UNÉAIRSS   d'oRDRE   QVELCONQDB  €37 

qui  a  àrorigine  un  pôle  d'ordre  m,  propriété  qui  sera  con- 
servée dans  l'iatégrale  générale 

y  =  C,  y,  -H  C,  y^. 

Mais  si  l'on  change  «  en  y  +  2tD[  ou  z  -+-  2w^  dans  toi 
grale  ?  (s),  on  obtient  une  nouvelle  intégrale,  puii 
changement  n'altère  pas  l'équation  :  d'autre  part,  cet 
grale  est  de  la  forme  C,  y,  -+■  C,  y,.  On  déduit  de  là,  ai 
mais  par  des  considérations  qu'il  serait  superflu  de  dé\ 
ici,  qu'il  existe  au  moins  une  intégrale  <!'  (>)  jouiss 
deux  propriétés  suivantes  : 

Hermite  a  appelé  de  pareilles  fonctions  fonctions  ell 
de  deuxième  espèce  et  a  donné  le  moyen  de  les  former, 
pose 


*(- 


o=-^^^^^V{«; 


X  et  ^  étant  deux  constantes  qu'il  faudra  déterminer 
conditions 

2Xu),  -I-  2[xii,  =  log  », 
2>.t«,-i-2|x^,  =  logj,. 

f{t)  sera  une  fonction  elliptique. 

Cherchons  l'intégrale  ^  (z)  de  l'équation  (82)  dans  \t 
m  =  1.  On  a  alors  à  intégrer  Téquation 

g  -  {2p,  -H  A)  î/  =  0. 

Posons 
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Ici  rori^LQe  est  un  pèle  d'ordre  1,  donc  f{^)^  quine  poarrait 
avoir  au  plus  que  le  pôle  ^  =  —  h,  est  une  coDstante.  Or  ou  a 

e^"'  =  1  -H  Xz  -h  -^  -h  ... 

CI  (^  -h  Ia)  =  îJ  :i  -H  ^  ff'  fJi  4-  ~-  j"  !X  -t-  .•. 

J^ J 1      ..  .  ,  V 

par  conséquent 

y  =.-  -h  ô  +  C5r  -h  ^^*  4-  ... 

ûf,  6,  c,  rf,  ayant  des  valeurs  faciles  à  calculer. 

En  substituant  dans  le  premier  membre  de  Téquation  (83), 
on  aura 

Egalons  à  zéro  les  termes  en  —,  et  -  ;  il  vient 

Aa  4-  c  =  0 
ou  en  mettant  à  la  place  de  a,  6,  c  leurs  valeur» 

X  a  jx  -h  ff'fi  =  0 

^  cifi  -h  X*  jfji  -h  2X  (/[ji  +  (/ji  =  0 
On  en  tire  >^  et  ^  :  d'abord  Téquation  en  v-  se  réduit  à 

et  donne  pour  hi  deur  valeurs  égales  et  de  sign^  coatraires  Ki 
et  —  f^i-  Ensuite  on  a 

d'où  enfin  l'intégrale  générale 


CHAPITRE  XIV 

EQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  SIMULT 


515.  On  entend  par  système  d'équations  difft 
simultanées  le  système  formé  par  n  relations  entre  un 
indépendante  l,  n  fonctions  x,  y,  ...v  de  celte  vi 
leurs  diîrivées  des  divers  ordres. 

De  tels  systèmes  se  rencontrent  souvent  en  Physiq 
mathique,  en  Mécanique,  dans  la  Théorie  des  vibra 
Par  exemple,  dans  l'élude  des  mouvements  planétaii 
conduit  k  des  équations  où  figurent  à  la  fois  le  tet 
coordonnées  des  points  mobiles  et  les  dérivées  de  ces 
nées  par  rapport  à  t.  Le  problème  consiste  alors  à  ti 
équations  les  valeurs  des  coordonnées  en  fonction 
manière  à  obtenir,  par  l'élimination  de  celte 
les  «équations  des  trajectoires  des  points  mobiles,  a  La 
i(  (^b&Wo'a  AqXb.  Philosophie  Naturelle  se  trouve  ains 
«  à  l'intégration  d'un  système  d'équations  dif[( 
€  simultanées  »  (*). 

(')  CooiiHOT.  —  Théorie  de»  towliont  a*  302. 
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i^ 


7^ 


t. 


Réduction  d*uii  système  A  une  éqaatfon 
dilTérentlelIe  unique 

510«  Considérons  d*abord  le  cas  oix  n  =  2;  le  syslème  sera 
alors  formé  par  les  deux  équations 

j,  /,        dx         d'^x^       di/  di'y\        .  ,,, 

A  [''  '"'  ^'  -  ir^'  y'  dt'  -  d§-)  =  0       (») 

En  différentiant  r  fois  Téquation  (1)  et  m  fois  Téquatioa  (2), 
on  obtiendra  m  -h  r  -h  2  relations,  entre  lesquelles  on  pourra 

déterminer  les  w  -*-  r  —  l  quantités  x,  -jr,  ...    ..^-^^  -  ^ 

résultat  de  cette  élimination  sera  une  équation  difTéreotieile 
entre  la  variable  t  et  la  fonction  y,  dont  Tordre  sera  générale- 
ment égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  m  +  p,  9*  +  <>  i' 
sera  moindre,  lorsque  pour  faire  Télimination  on  n'aura  pas 
employé  toutes  les  m  +  r  +  2  équations. 
Prenons  comme  exemple  le  système 

que  l'on  rencontre  dans  la  théorie  du  Pen^fu/e^/eFou^rau// et  où 
a,  b  sont  des  constantes  données. 

Désignons  par  (3)  et  (4),  puis  par  (5)  et  (6)  les  relations 
qu'on  obtient  en  différentiant  deux  fois  de  suite  d'abord  (l')t 
puis  (2'). 

En  portant  dans  (5)  les  valeurs  de  dt  et  de  ^  jf  tirées  respec- 
tivement de  (T)  et  de  (4)  on  trouve,  pour  déterminer  ar,  Féqua- 
tion  différentielle  linéaire 
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qui  est  du  quatrième  ordre  sans  second  membre  et  à  coeffi- 
cients constants. 

œ  étant  obtenue  par  Tintégration  de  cette  équation,  on  aura 

y  par  l'équation  (2')  dans  laquelle  on  aura  remplacé  ~-^  tiré 
de  la  relation  (3). 

517.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  ramène  Tin- 
tégration  du  système  formé  par  (1)  et  (2)  à  Tintc^gration  d'une 
seule  équation  différentielle  entre  la  variable  indépendante/  et 
une  seule  fonction  inconnue  de  cette  variable. 

Ce  procédé,  par  élimination^  s*applique  au  cas  général 
d'un  système  défini  comme  au  n^  515. 

On  éliminera  d*abord  x  entre  les  n  équations  du  système, 
ce  qui  donnera  n  —  1  équations  entre  les  n  —  1  inconnues  y, 
z,  ...  v.  Puis^  on  éliminera  y  entre  les  n  —  1  équations,  et  ainsi 
de  suite.  On  parviendra  de  la  sorte  à  une  seule  équation 
différentielle  ne  renfermant  plus,  outre  la  variable  indépen- 
dante i,  qu'une  seule  inconnue  v. 


Réduclion  A  la  forme  Canonique 


518.  Considérons  d'abord  une  équation  différentielle  d'ordre 
quelconque  entre  la  variable  indépendante  t  et  une  fonction  x 
de  cette  variable 


"(--S'-s^)  (') 


Posons 


nous  obtiendrons  de  cette  manière  le  système 

dx        ,  dxf       ^       dx'**—*       ^,„,— 1^ 

F  fl,  X.  a/,  af  ...  aK'"^'),  --Ç^*) 
Calcvl  uFimiisiiiAL  •  41 


(*) 
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dans  lequel  n'interviennent,  outre  les  fonctions  x,  si,  x\  ... 
xi""  "*0,  que  leurs  dérivées  premières. 

Ainsi,  on  peut  substituer  à  une  équation  différeQlieUe 
d'ordre  quelconque  (3)  un  système  (4)  d'équations  différealielles 
du  premier  ordre,  en  introduisant  des  fonctions  inconnues 
nouvelles. 

510.  De  même,  le  système  formé  par  les  équations  (1;  et 
et  (2)  [dans  lesquelles  nous  supposerons,  pour  Gxer  les  idées, 
w  >  «•  et  s  >  fx]  peut  être  remplacé  par  le  suivant 

dx  ,  dx'  ,  dx('"—')  ,  ,     ,, 

-=:.a:,  -^^=x,         ..._^--  =..".-. 

dt  ""'^'  dt       ^  '  dt      ~'J 

/;  (  t,  X,  x\  ... ,  — g^ —  ,  ...  y,  //,  ...  y^^M  =  0 


/il*»  '^'j  -^J >  •••  f  ^^ ''•  •••  y,  y j  •••  — ~T7 —  I  — 


0 


qui  est  du  premier  ordre. 

Plus  généralement,  soit  un  système  d'équations  simultanées 
quelconque  c'est-à-dire  tel  qu'on  Ta  défini  au  n"  315.  En  repré- 
sentant par  une  lettre  chacune  des  dérivées  excepté  celles  dont 
Tordre  est  le  plus  élevé,  on  obtiendra  un  système  d'éqaatioos 
simultanées  du  premier  ordre  équivalent  au  système  proposé. 

520.  Cela  posé,  soit 


/         dx        di£  dj)\ ^ 

"^i^h^f  c/r  ■^'  dr  '"  ^''  dt)  ~" 

VK   //   ^  d'^        dy  dv\        r. 


(5) 


un  système  de  7i  équations  diflérentielles,  entre  la  variable  in- 
dépendante /,  n  fonctions  x,  y,  ...  t;  de  celte  variable  et  leurs 

dérivées  du  premier  ordre  ;^>  jt,  ...  -/t- 


dt'  dt'  •••  dt 
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On  peut  toujours,  au  moins  théoriqueu 
-système  résolu  par  rapport  aux  dérivées  ;  ce 


-  =  9,  ((,  ^,if,  ...  v) 


(Il (/x (II/ do 

T  ~X""  Y T' 

les  dénominateurs  étant  des  fonctions  de  /, 
que  le  système  a  la  forme  canonique  lorsqu 
fotnae  (6)  ou  {(>'). 

La  rt-duction  à  la  forme  canonique  n'a  pa 
portance  au  point  de  vue  pratique  ;  mais 
théorie,  pour  gîoiplilier  les  énoncés  et  les  d 


Sj'slènie  inlégrni 

S21.  Considérons  maintenant  le  aystèi 
supposons  que  les  fonctions  o,,  if,,  ...^aSoien 
les  variables  restent  comprises  entre 
Désignons  en  outre  par  t„,  œ„,  y^,  ...  r,  des  q 
mais  aussi  comprises  respectivement  entre  le 
//  existe  alors  un  syst''me  unique  de  foncti 

X  =  ^,if-  'û---^..  i/o.  ■■■"o) 


^  =  ^n{t,  („,  J 


jouissant  de  la  double  propriété  de  salis/ 
(Cl)  et  de  prendre  respectivement  les  valeur 
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La  première  démonstration  rigoareuse  de  ce  théorème  fon- 
damental est  dae  à  Caacby  :  nous  renverrons  ponr  cette  démons- 
t ration  an  Cours  d'analyse  de  Jordan. 

Le  >y§tème  7)  a  reçu  le  nom  de  système  intégral  da 
s_\^tème  ^6). 

S22.  Supposons  que,  par  une  voie  quelconque,  on  ait 
trouvé,  entre  les  w  -f-  i  variables  /,  x,  y,  ...  r,  et  n  constantes 
arbitraires  c,,  c, ...  c„  n  relations 

F,f/.  j\  i/j  ...  r,  r,.  Cj ...  Cn)  =  0 
*  j  •»  JL,  y,  ...  r,  C|,  Cj  a..  Cjf)  =  u  . 

d*où  Ton  puisse  tirer  des  valeurs  de  x,  y,  ...  t;  satisfaisant  aux 
équations  •  0  .  Comme  le  système  intégral  des  équations  (6)  est 
unique,  le  système  (8  ne  dilTèrera  pas  de  ce  système  intégral 
pourvu  qu'on  puisse  attribuer  aux  constantes  Ci,  c^  ...  c»  de> 
valeurs  telles  que  x,  y^  ..,  v  se  réduisent  respectivement  à  jr,. 

yo,  .  .  ^0  pour  <  =  /o. 

Cette  dernière  condition  sera  évidemment  remplie,  si,  en 
résolvant  les  équations  (8)  par  rapport  aux  constantes,  on 
obtient  des  relations 


Cl  =  0,  (^  X,  y,  ...  t?)   j 
c„  =  ©„(/,  a?,  y,  ...  t')  y 


(^) 


dont  les  seconds  membres  soient  des  fonctions  bien  déter- 
minées et  distinctes  de  /,  x,  y^  ...  t;.  Sous  cette  forme  parti- 
culière, le  système  intégral  se  compose  de  n  équations  dont 
chacune  ne  renferme  qu'une  seule  constante  arbitraire;  et  Ton 
dit,  de  chacune  de  ces  équations,  qu'elle  est  une  intégrale  du 
système  (6). 
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Quelques  exemples  d'inlégral 


S20.  D'après  le  numéro  précéden 
c'est  trouver  n  fonctions  de  «  -f- 1  var 
que  chacune  de  ces  fonctions  reste 
varier  l,  x,  y,  ...  v  de  façon  que  lei 
ffy,  ...  dv  soient  proportionnelles  ù 
T,  X,  Y,  ...  V  des  mi>mes  variables. 
Le  problème  étant  ainsi  posé,  on  \ 
miner  chacune  des  intégrales  géparén 
ta^c  ;  mais  il  n'existe  aucune  méthode 
ces  intégrales,  et  on  ne  peut  donner 
indications  très  simples  qui  vont 
numéros  suivants. 

S24.  Si,  en  prenant  deux  des  ra^ 
les  facteurs  communs,  on  a  une  égali 

(lv_ du 

m-f[u) 

u  et  V  désignant  deux  quelconques  d 
la  relation 


/dv  C  du 


sera  une  intégrale  du  système  (6). 

Cette  intégrale  étant  connue,  on  po 
rapport  à  u  ou  à  v/  éliminer  u  ou  v 
simplifier  ainsi  la  recherche  des  autre 

Exemple  : 

dx dji rfi 

(    ~  p:ij~x 


64G  CHAPiTRB  XIV 

Le  premier  et  le  dernier  rapports  donnent  xdx  =  tdt  i(jL 
x'  —  /'  =  a,  qui  est  une  première  intégrale.  Les  deux  demiers 

rapports  donnent  -~  =  rff  d'oùlogy  =  /-hlogaiOUaj=c -j:' 

qui  est  la  seconde  intégrale. 
Autre  exemple  : 

dx </y    dz    du    dv 

M*  !?*       xyzv       xyzu       xsuv        xyuv' 

Le  troisième  et  le  dernier  rapports  donnent  "^  =  "jr  ^'^^  ^^^ 

K  première  intégrale  r  =  su.  De  mémo,  le  second  et  le  quatrième 

rapports  donnent  une  seconde  intégrale  u  =  ^y.  En  éliminaat 
u  ei  V,  il  reste 


dx    di/    dz 


OU 


dx   dy     dz    . 

alors  le  second  rapport,  comparé  successivement  aux  deux 
autres,  donne 

ydy zdz  xdx rfi/ 

d'où  les  deux  autres  intégrales 


X' 


Ç_|'  =  T      et       -*,^=Iog(y  +  8).     ou      2  =  «^-y- 

525«  Si  Vun  des  rapports  (6')  a  pour  dénominateur  zéro,  la 
variable^  dont  le  numérateur  correspondant  est  la  difiéttf^ 
tielley  étant  égalée  à  zéro,  fournit  une  intégrale. 

Car,  en  vertu  des  équations  (6')  cette  différentielle  doit  être 
nulle. 


ÉQUATIOKS   DIFFÉRENTIELLES   SIMULTANÉES 

Exemple  : 

dx rfy rfî 

2  =  a  est  une  premittre  iatégrate,  d'après  notre  règle  ;  dès . 
les  deux  premiers  rapports  don neat 

536.  Convenons  d'oppeler  rapport  composé  de  plusi 
rapports^,  ^.^  un  rapport  tel  que  j^.--,^;^^:^^^^  ou 
multiplicateurs  X,  X,,  X,,  sont  des  constantes  ou^des  fonctioui 
variables  qui  entrent  dans  p,  p,,  p,,  q,  q„  q^.  Cela  p 
si  avec  tous  on  quelques  uns  des  rapports  (1)  on  petit  foi 
un  rapport  composé  dont  le  dénominateur  soit  nul,  et  do> 
numérateur  soit  la  différentielle  d'une  fonction  u  de  to 
ou  de  quelques  unes  des  variables  l,  x^  ...  Xn,  u  =  *  sera 
intégrale  du  système. 

Car  le   rapport  ^-  sera  équivalent  à  l'un  quelconque 
rapports  (1)  et  l'on  tombera  sur  la  règle  précédente. 
Exemple  : 

dx      rfy dx 

cij  —  bz       az  —  ex        bx  —  ay' 

Les  combinaisons 

adx  -t-  bâij  -+-  cdz 

a  {ci/  —  bz)  -H  6  {az  —  ex)  +  c  {ba;  —  ai/,  * 

ixdx  +  j/dy  ■+■  zdz 

X  {et/  —  bz)  -t- 1/  {az  —  ex)  -\-  z  bx  —  ay) 

se  réduisent  respectivement  à 

d{ax  +  %  +  cz)  .  d  (j*  +  ;/  +  z^) 
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de  là  les  deux  intégrales 

aa?  -f-  5//  -i-  cj  =  a         ,         a;-  -f-  y*  4-  ^^  =  ?. 

527.  Plus  généralement,  si  F  on  peut  former  deux  rapports 
composés  de  la  forme  -r-i  -g  ,  u  c/  t;  étant  des  fonctions  des 

variables  et  A  et  B  des  constantes,  on  aura,  en  vertu  des  équa- 

..         ..,,s    du       dv      ,  ,^   u       V  •  ^'       j    j 

tions  (o'j,  "A  ^^  "F'  ®^  P^^  suite  -r  —  g  sera  une  mtegrate  du 

système  (6'). 
Exemple  : 

dx    dy    dl 

y  4-/       ^4-J?       j?-hy» 

avec  tous  les  rapports  on  forme  le  rapport  composé 

dx  -H  dtf  -h  dt  d,  log  {x  -h  y  -^  t)  - 

avec  les  deux  premiers  rapports,  on  forme  le  rapport  composé 

dx  —  dt  d.  loir  (x  —  t)  - 

_____     ou      —^^ 

on  a  donc  l'intégrale 


ou  enfin 


(x  4-  y  +  0  (a?  -  0'  = 


et  l'on  obtiendrait  de  même 


(x-hy-^Diy—  <)•  =? 


1SQUATI0N3   DIFFÉRENTIELLES   SIMULTANÉES 


Equations  simultanées  linéaires  du  preni 


SS8.  Considérons  d'abord  le  cas  de  deux  équ 
système  à  iatt-grer  est  alors 

ï*.  Pi.  Qi  Qi,  V,  V,  désignant  des  fonctions  doi 
variable  indépendante  t. 

On  pourrait  proci-der  par  élimination  comme  i 
ramener  l'intégration  du  sysliïme  (!0)  à  celle  d'ur 
linéaire  du  second  ordre  ne  contenant  qu'un 
inconnue. 

Mais  il  est  plus  simple  et  plus  éh-gant  d'appliquer 
suivante  due  h.  Dalembert. 

Ajoutons  à  la  première  équation  la  seconde  mt 
une  fonction  de  la  variable  t.  Nous  aurons 

§4-X35'  +  (P  +  ÏP,)»H-(Q  +  ).0,)!/  =  V- 


a;  +  Xi/  =;  w 

u  désignant  une  nouvelle  fonction  de  t.  En  dilTéi 
obtient 

dx      .  dii du  ctk 

di  ^'"'df  dt  ~^  dl' 

puis,  en  substituant  dans  (11),  ou  a 
*!+(P+kP.)„-j[^+(P+XP,)l-Q+),Q,]-V 
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Or,  y  ne  figurant  ici  qu'à  la  première  puissance,  on  éliminen 
cette  fonction  y  y  en  égalant  à  zéro  son  coefficient,  ce  qui  donne 
les  deux  équations 

g  ^  (P  ^  XP.;  >.  -  (Q  ^  >Q,)  =  0  (13) 

3^  -r-  (P  -t-  >P.)  u  -  (V  H-  XVO  =  0.  (!4) 

L'équation  (13)  ne  renferme  que  >  et  /  ;  elle  est  du  premier 
ordre,  mais  fwn  linéaire  ;  on  ne  sait  donc  pas  en  général  Tinté- 
grer.  Mais  il  suffit,  pour  notre  objet,  d*avoir  deux  intégrales 
particulières  \  et  ',. 

En  effety  en  remplaçant  successivement  X  par  À,  et  par  \  dans 
réquation  (li)  qui  est  du  premier  ordre  et  linéaire^  on  obtien- 
dra, pour  ti,  deux  valeurs  tii  et  u^  correspondantes  à  \,  \  et 
renfermant  chacune  une  constante  arbitraire. 

Les  fonctions  cherchées  x  et  ^  résulteront  ensuite  de  la 
résolution  des  équations 

t/,  =  or  +  A^y      ,       Mj  =  a?  +  \y.  (15) 

Ces  valeurs  contiendront  deux  constantes  arbitraires,  puisque 
t/j  et  t/a  en  contiennent  chacune  une. 

5«9«  Si  les  coefficients  P,  P,,  Q,  d  sont  comtanis,  on 
pourra  supposer  X  constant  dans  Téquation  (13)  quiserédnit 
alors  à  Téquation  du  second  degré 

(P  -t-  XP,)X  -  (U  -h  XQO  =  0  (16) 

dont  on  prendra  les  racines  pour  l^  et  X^. 

Toutefois  il  peut  se  faire  que  les  racines  de  (16)  soient  égales  ; 
dans  ce  cas  on  n'aura  qu'une  valeur  de  X.  Mais  alors,  Téqnatioa 
(13),  en  y  laissant  X  variable,  prendra  la  forme 

S  -H  p.  (>■  -  «)'. 
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dans  laquelle  a  désigne  la  valeur  de  la  racine  doub 
lion  (17)  ayant  pour  intégrale 


X  =  <ï-f- 


F.f-H'C 


il  suffira  de  donner  à  la  constante  arbitraire  C  d 
particulières  pour  obtenir  les  deux  valeurs  de  ^  qui 
nécessaires.  Le  choix  le  plus  simple  consiste  à  pre: 
sivement  C  ^  0  et  C  =  m  ,  d'où 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  remarquer  que  le. 
peut  toujours  être  intégré  lorsque  les  coefficients  I 
sont  constants. 

S30.  Prenons  pour  exemple  le  système 

L'équation  (16)  est  ici  (1  —  ty  =  0,  d'où  1=1, 
d'après  les  relations  (18), 


En  portant  successivement  ces  valeurs  dans  l'éi 
qui  se  réduit  ici  à 

•^  ^-  (3  —  1)  rf(  =  0, 

on  obtient,  par  une  intégration  facile, 


,       «  I    .  _ 


•^  *• 

.'-.  "f*  :  rt.  J-.  jr  *.c.:'.  .rr  !•=->  c<ilcuîs,  sans  diminuer  la  géaé- 
ri^-tr  ^e  *i  Ct .-L -•  ;■*.  pr^-acns  n  =  3;  îe  srstème  différenliel 


__p.     .ôy    -R.-=V     I 


•  V 


.:-P'--Oy-R,r  =  V.  \  19) 

P.  P„  F,,  Q,  0  .M  ,  R,  R^,  R^,  v^  v^,  V,,  désignant  des  fonctions 
donn^^s  Je  la  variible  indt(»endanle  /. 

AjuutoQS  à  la  première  équation  la  seconde  multipliée  par 
>  et  la  Iroisir-me  par  j*.  à  et  :^  désignant  des  facteurs  fonctions 
de  /.  ?fou<  aurons 

-i-  [Q  +  iQ,  -+-  :^0,T  y  ).        20) 
-I-  [R  -H  ÀR,  +  fiR,]  z 

=  V  +  ).V,  +  |zV, 
Posons  ensuite 

j:  -h  \y  -t-  ji*  =  u,  (21) 

d'où 

dx       ^  du   ,       dx       du  dX  du  ,.„, 
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Par  cette  substitution  l'équation  (20)  devienc 

|^  +  (P  +  XP,H.^P^)„ 

-  ^[ï  +  K  (P  -H  iP,  +  fiP,)  -  (R  +  : 
=  V  4-  XV,  +  ^v, 

Or,  cette  équation  ne  contient  y  et  s  qu'à  1 
8ance  ;  on  éliminera  donc  ^  el  2  en  égalant  i 
cients,  ce  qui  donne  les  trois  équations 

^  +  (P  +  ÀP.  +  (iP.)  X  -  (Q  +  10,  -f 

^H  ^  (P  +  ip,  +  ^p^)  ,,  _  (R  ^.  XR,  -H 

J'/+{P4->P.  +;.P.)U-(V  +  ).V,  M 

Les  équations  (24)  et  (25)  oe  contiennent,  oi 
elles  sont  du  premier  ordre,  mais  non  liné 
donc  pas  en  général  les  initier  ;  mais  il  suFI 
notre  but,  d'avoir  trois  intégrales  p  a  ri  iculièn 
valeurs  correspondantes  H[,  fj.,,  [i,.  En  effet, 
de  valeurs  correspondantes  X,  et  (i,  l'équatioi 
lois  du  premier  ordre  et  linéaire,  donnera 
renfermant  une  constante  arbitraire.  On  ai 
intégrale  u,  correspondant  au  système  X,  ( 
grale  u,  correspondant  au  système  \  et  i^,.  ( 
les  fonctions  inconnues  x,  y,  z,  par  les  relat 

x-i-\y  +  n,ï  = 

x  +  y,!/  -i-  1^,3  = 

Ces  expressions  de  x,  y,  z,  contiendront  troi 
traires, 

533.  Examinons  maintenant  le   cas  o 
P,  Q,  R,  P..  Qi,  R,.  P.,  Oi,  Ri,  sont  constants. 
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On  >i:.«5iit  ft:<jr>  aux  relations  :2ii  et  25*  en  prenant  pour 

■/    P  —  >P.  —  -tP.   —  lO  —  >0,  —  iJiOw  =  0 
.^  P  —  /P,  —  aP,;  —  .R  ^  >R.  —  :jlRJ  =  0. 

Un  fi...!itrrra  la  résolution  de  ces  équations  en  întrodaisant 
u-«r  iarcanut:  auxiii  lir»-  S  d-'îinie  par  la  relation 

P-hP/  -^P,;^=S.  î25) 

f  *n  a  ain^i  les  lr«ji<  équations 

P-S-^PrA^P,:^  =  0) 
0  -  0.  —  s  À  -r  0,:^  =  0  [.  (29. 

R  —  R  >  —  R,  —  S  u  =  0  ) 

qui.  pir  IVilminitioQ  de  '  et  i^,  donnent  l'éqaationen  S 


Q,      =0.       (30) 


P  — S 

p. 

P. 

• 

«1 

Cl  —  s 

0, 

:      R 

R. 

R,      S 

Scient  S  ,  S^,  S;  les  trois  racines  supposées  distinctes  de 
cet'e  é*|'jition  du  Iroisième  degré.  A  chacune  de  ces  racines 
rêponlra  un  syst»- me  de  valeurs  de  >.  et  de  j*  fournies  par  deax 
q'je!:on:j'ît?s  des  reîatîons  !2î*)  et  que  nous  désignerons  respec- 
tive3a-?nt  p.ir  >  .  i   .  f/,.  u,  ,  (/,,  (z^  . 

L'équaîi'-n  i2»»)  deviendra 

On  y  remplacera  successivement  pour  S,  X,  jx\  les  trois  sys- 
tèmes (^S^.  >j.  uj  .  S..  >.^,  u.),  (Sj,  Àj,  fij)  ;  puis,  en  intégrant,  on 
oblieuJra  pour  m  trois  valeurs  Wj,  w^,  ï/3  renfermant  chacune 
une  consl^inte  arbitraire. 

Euiîn  la  résolution  du  système  (27)  donnera  les  fondions 
cherchées  x,  y.  ^  en  fonction  de  /  et  de  trois  constantes  arbi- 
traires. 
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Nous  avons  supposé  que  l'équalion  en  i 
racines  distiocteti.  L'étude  du  cas  où  il  y  a  u: 
ou  une  racine  triple  nous  entraînerait  trop  loii 

<l'aitleurâ  d'une  manière  analogue  à  ce  qui  a 
On  peut  aussi,  comme  au  a"  516,  réduire 

équation  dilTérenlîelle  unique. 


Autre  incllioilc 

53X  II  résulte  de  la  théorie  préct^denle  qu 
se  pr<)te  véritablement  à  ubb  intégralioa  ctre< 
les  cocfficienls  sont  constants. 

Dans  ce  cas,  on  préfère  souvent  ù  la  niéthot 
une  marche  plus  en  harmonie  avec  celle  q 
dans  le  chapitre  précédent  à  propos  d'aat 
linéaire  à  deux  variables. 

Considérons  d'abord  les  équations 

5J  +  Px  +  Qï  +  R^  =  0 
If +  P,x+Q,y -+■«,.-  =  0 
dz 


dt 


i-Q^-l-Il..-  =  0 


privées  ilc  seconds  membres  et  k  coelQcïents  ( 

Tout  revient  évidemment  h.  trouver  trois  si 

iières  (.c„  «/„  z,),  {.r,,  ,j„  z,),  [x,,  >j„  z,]  ;  car  l 


-  Cj^i 


satisfaisant  au    système  (31)  et  renfermant  l 
arbitraires,  serait  le  système  intégral  de  (31). 

Cherchons  donc  trois  solutions  particulières 

Posons  à  cet  efTet 
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OÙ  S,  If  |x  sont  des  constantes  inconnues  ;  puis,  substitaons 
ces  expressions  dans  (31).  Nous  obtiendrons  les  trois  relations 
(29)  qui^  par  Télimination  de  ).  et  de  {x,  conduisent  à  Téquatioa 
en  S  qui  porte  le  numéro  (30).  Soient  Sj,  S,,  S,  les  racines  de 
cette  équation  numérique  du  troisième  degré»  désignons  par 
Xj,  >,,,  X,  les  valeurs  correspondantes  de  X  et  par  ^i,  .u,,  ji,  les 
valeurs  correspondantes  de  k  ;  nous  aurons  ainsi  les  trois  solu- 
tions particulières  cherchées 

(^,  =  e-  ^2*,  ,j^  =  i^e-  S^S  z,  =  ii,e-  S^') 
Le  système  intégral  du  système  diiïérentiel  (31)  est  donc 

y  =  C,X,e-Si^  +C,X,ô-Si^-f.C3X,ô-s,e  ^.       (34) 


534.  Considérons^  en  second  lieu,  le  système 


^-hPo?  -hOy  ^R;r   =V 

^y  4-  Px,  -+-  0,y  -h  R.^  =  V,  ;  (35) 

Jl -f.  P,x  4- 0,y  +  R,cr  =  V, 

dans  lequel  les  coefQcients  sont  constants,  mais  dont  les 
seconds  membres  V,  Vi,  Vj  sont  des  fonctions  données  de  /. 

Nous  allons  appliquer  la  méthode  de  la  variation  des  cons- 
tantes arbitraires. 

A  cet  eiïet,  cherchons  s'il  est  possible  de  satisfaire  au  système 
(3o)  par  les  expressions  (34),  à  condition  de  considérer  Ci,  C„  Cj 
non  plus  comme  des  constantes  mais  comme  des  fonctions 
convenables  de  /. 


ÉQUATIONS  DIPPéRBMTlBIXES   SIUULTANÉl 

Nous  aurons  dans  celle  hypothèse,  l'équation 
dt  '    '  '   '  '   " 

à  laquelle  il  faudra  joiudre  les  expressions  ana 

et  de  -17  .  Eu  portant  ces  deux  valeurs,  ainsi  que  ] 
dans  les  équations  (35),  on  voit  que,  en  vertu 
(29),  les  termes  en  G,,  Ci,  f.j  sont  nuls.  )1  n 
équations 

*  ^   "       dl  *   '       lit  - 
1  .-s,. ëC,  ^  1  .-s,. î!Ç,  ,  ),  ,-s,, <ic, 

^«     '  -3/  +  W     •  -3f+  f,'     •  -jf  - 

Oa  déduit  de  là 

<iC,  _.  dC,       .  d(L 

"a<  - '•      '       "37"-^'      •       -31- 

T, ,  T,,  T,  étant  des  fonctions  de  /  ;  d'où,  par  inté 


C,=  /  T,<(n-T,,C,=  /  T,<(n-7„C,! 


-J 


Vu  "iv  ti  étaot  des  constantes  arbitraires  ;  il  ne  rei 
substituer  ces  valeursde  C,,  C,,  C,,  dans  les  fonn 
avoir  les  iotégrales  du  système  (35). 


CucuL  lAnniisiaiL 
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Propositions  reiativ<^s  aux  intégrales 
des  équations  diflerentieiies  simultanées 

du  premier  ordre 


o3o«  Revenons  au  sysl«'ine  des  n  équations  différentielles 
du  premier  ordre 

''? dr.  d  '\ dxn  ^«^ 

P  -  pT  "~  K  "~    -    ""  P7  ^ 

où  p.  P,,  P,,  ...  Pfc  sont  des  fonctions  données  de  n  4- 1  va- 
riables/, -Tj,  ...  x.f  et  soit 

A  = '1      /i  =  *i--      A  =  *.  (37> 

le  système  inté::ral  de  ce  svstème  (n<**  520  à  523). 
•    Les  fondions  /»,  Z^,  ...  f»  qui   constituent  les  premiers 
membres  des  intrsrrales  '[ST)  jouissent  des  propriétés  suivantes 
qui  nous  serons  utiles  dans  le  chapitre  XV. 

1*  il  d*^signant  fune  quelconque  de  ces  fondions^  on  a  ideti- 
tiqueuie}ii 


En  etîet,  puisque  i#  =  s  est  nne  intégrale  du  système  [Z6), 
on  a 

du   ,         du    ,  du  j  .^  ,-rt 

w  <"  + Av: ''■■■• -^  -  +  s;  •'"■  =  "'      <" 


J 


jwur  les  valeurs  d**  /,  x^  ...  Xn  qui  salis  font  au  syslème  (36): 
et  comme,  en  vertu  de  ces  équations  (36),  dly  dx^  ...  dxn  sont 
proportionnelles  à  P,  Pi ...  P„,  féqualion  (38)  doil  avoir  lieu 
pour  les  valeurs  de  /.  j*,,  x^  ...  a*,,  qui  satisfont  au  système 
(,36).  Mais  la  relation  (38)  contient  seulement  /,  j*,  ....Tnet 
nullement  les  différentielles  rf^,  dxt,  ...  firii;  nous  avons  vu 
d'ailleurs  (,n^o21)  que  pour  une  valeur  quelconque  de  /on        1 
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pouvait  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  de  x,; 
donc  réquatiofl  (39)  doit  en  définitive  avoir  lie 
soient  t,  j-,,Xi ...  jr». 

2"  11  suit  de  là  que  l'équalion  (38)  admet  les  n 
distinctes 

u^f,    «^ /-,...    u  =  r. 

Par  suite,  cette  équation  (3)  est  satisfaite  par  tou 
arbitraire 

'■■(f„f,-r.) 

ties  fonctions  /",,  /"j  ...  /„■ 

En  efîet,  d'après  (1°),  pour  qu'une  fonction  de 
satisfasse  à  l'équation  (38),  il  suffit  que  cette  foncli< 
une  constante  soit  une  intégrale  du  système  (3(i)  e 
que  cette  fonction  reste  constante  quand  l,  x,,  x,  ... 
en  satisfaisant  aux  conditions  (36).  Or,  puisque 
jouissent  de  cette  propriété  c'est-à-dire  restent  cons 
les  conditions  (3(i),  une  fonction  arbitraire  n(/,,y 
ces  fonctions  restera  aussi  constante  dans  les  mêmes 
et  par  suite  sera  encore  une  solution  de  (38). 

3"  On  peut  du  reste  vérifier  que,  si  «,,  u,  ...  «,  s 
lutions  de  l'équation  (38),  une  fonction  arbitraire  c 
tions 

U^k{u,U,...U,) 

est  encore  une  solution.  En  effet,  on  a 


f 


i* 


h- 
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et  en  subslituant  dans  (3) 


i:!L (p 5  H- p/^'^'- + ...    +p«^)/ 

-h '   — 

+  iT:.  (P  ^£  ^  p,  f^iî  ^  ...      ^  p„  i!?fz\ 

or  cette  relation  est  identique,  puisque,  Ui ...  t/^  étant  des  solu- 
tions de  (38),  chacune  des  parenthèses  est  nulle. 

i""  Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  Yéquation  (38),  bien 
qu^elle  ait  une  infinité  de  solutions,  n  admet  que  n  solutions 
W  distinctes. 

En  eiïet  supposons  qu'elle  ait  plus  de  n  solutions  distinctes, 


f  et  soient 


"l=?i('l'''|--"^«)»"j  =  ?l(^'^I  ..•a7«),...Mn-f  ,=?n-i-i('i«i— -ï 


%}, 


fi  -t-  1  de  ces  solutions  ;  puisqu'elles  sont  distinctes,  on  pourra 
les  résoudre  par  rapport  à  /,  j:,,  Tj  ...  x„  et  en  tirer 

'  =  'rt«t, .  •«»-,  i),  JT,  =  ^j(mi...u»^,),  ...  ar„='V»(«i.  — «'«-i)- 

Or,  soitO(/,  X,  ...  Xm)  une  fonction  tout  à  fait  arbitraire  de 
/,  Xi  ...  Xa.  En  y  portant  les  valeurs  qu'on  vient  de  trouver 
pour  /,  X,  ...  x«,  on  aurait 

e  =  x(tti,  "j  •••  ^n) 

mais,  u^  ...  t/.  étant  des  solutions  de  (38),  0  qui  est  une  fonc- 
tion de  u^  ...  Un  serait  encore  (3^)  une  solution  de  (38).  Oonc 
réquation  «38;  serait  satisfaite  par  une  fonction  quelconque 
e  ^/,  X,  •.•  X.  des  variables  /,  x,  ...  x.  ce  qui  est  absurde. 

5^  En  résumé,  Téquation  (38)  admet  (2°)  les  n  solutions 
distinctes 

Elle  n  admet  d'ailleurs  que  n  solutions  distinctes  (4^).  Donc 
toute  solution  de  cette  équation  doit  être  une  fonction  de 
At  A  .-  /■  ;  ^l  comme  ^^3^^  une  fonction  arbitraire  de  /,,  /i  —  A 
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satisfait,  il  s'en  suit  que  la  solution  la  plus  générale  de 
réquaiion  (38)  esi  une  fonction  arbitraire  des  fonctions 
/i»  /»  •••  A»  y*  égalées  à  des  constantes  forment  le  système 
intégral  des  équations  simultanées  (30). 

530*  Méthodepar  approximation  de  M.  Picard. —  M.  Picard 
a  donné,  pour  Tintégration  des  équations  diiTérentielles,  une 
méthode  d'approximations  successives  qui  est  particulièrement 
intéressante  pour  les  ingénieurs  et  doit  trouver  place  ici. 

Comme  on  peut  toujours  poser 

da?  ~"  2/i>    '^^  —  y»i  •  • .       ^^    —  y  m 

et  par  conséquent  remplacer  une  équation  différent  i elle  d'ordre 
quelconque  par  un  système  d'équations  du  premier  ordre^ 
nous  considérerons  un  pareil  système 

du        - ,  V 


dx 
dv 
dx 


dv        ^  ,  N 


dxv 
dû 


=  fn  [Xj  Uy  V,   ...  1C)   \ 


dans  lequel  fi,  /,  ...  /»  désignent  des  fonctions  continues, 
réelles,  des  quantités  réelles  x,  Uj  v  ...  tv  dans  le  voisinage  de 
^of  ^0'  ^0  •••  î^o«  Nous  supposerons  en  outre  qu'il  existe  n 
quantités  positives  A,  B,  ...  L  telles  que,  ^,  y,  w,  «  ...  i«;  et 
l/j  u\  v' ...  w'  étant  comprises  dans  les  intervalles  de  variation 
des  variables,  on  ait 

I  fi  {^i  u\  v'  ...  w')  —  /;(.r,  w,  r,  ...  to)  \ 

<  A  I  m'  —  M  I  -h  B  I  r'  —  t?  I  H-  ...  -h  L  I  îr'  —  to  \  . 

Voici  alors  en  quoi  consiste  la  nuHhode  :  on  considère  Id 
système 


du 
dx 


I        ^  /  \        duK        -  ,  V 

t  =  A  G^»  Wo»  ^0  •••   t^-'o)   •-.   -^-!  =  fn  G^,  Wo»  ^'O  •••  ^o) 
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et  l'on  en  tire,  par  îles  quadratures,  les  fonctions  de  x,  u,, 
Ti  ...  iri  qa*on  détennîne  par  la  condition  qu'elles  prenne&t 
les  Talears  v«,  r,  ...  tr^  ponr  x  =  x«.  On  détermine  de  même 
u^,  x\  ...  îc^  par  les  équations 

-3-!=  fi  ^»  "i»  '^i    -  «'1)  •  ■  ^=/^^'  ^1»  ^1    ••  '^^i) 

et  par  la  condition  de  prendre  les  valeurs  u^^  r«  ...  u\  pour 
X  =  j-^,  el  ainsi  de  suite  les  fonctions  u«,r« ...  tcm  étant  reliées 
aux  pn^cédentes  par  les  équations 

fffr^ .  .  . 

^^,.       /l    '*''>     "«—I»     *^WI-|»     •••     '^Hl  —  ij 


et  satisfaisant  aux  conditions 


ffm  =  W4,  r„  =  r^,  ...  tP«  =  tr^ 


pour  j-  =  j-,.  MM.  Picard  et  LindelofF  ont  démontré  qac 
«^i,  r»  ...  ir»  ont  des  limites  bien  déGnies  w,  r,  ...  jr  qui  satis- 
font aux  équations  dîtTérentielles  pourvu  que  x  ne  s^écarte 
pas  trop  de  la  valeur  initiale  x*. 

Si  1  on  dr^si^e  par  a  l'écart  maximum  de  x,  et  par  b  le  plus 
petit  des  écarts  de  m.  r  ...  ir  pour  lesquels  les  fonctions  fi  res- 
tent continues  et  réelles,  si  l'on  appelle  M  le  module  maximam 
de  ces  fonctions  dans  les  mêmes  intervalles,  la  solution  sera 
assurée  si  '  x  —  x^  |  ne  dépasse  pas  la  plus  petite  des  quaii- 
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ÉQUATIONS   AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU  PREMIER   ORDRE 


GénéralUés 


537*  On  nomme  équation  aux  dérivées  partielles  toute 
relation  entre  plusieurs  variables  indépendantes  oti,  j:,,  •••  x^ 
une  fonction  z-  de  ces  variables  et  des  dérivées  de  divers  ordres 
de  cette  fonction  par  rapport  aux  variables  ar^,  x^, ...  Xn*  Vordre 
<le  cette  équation  est,  par  définition,  celui  de  la  dérivée  de 
Tordre  le  plus  élevé  qui  figure  dans  cette  équation. 

Les  équations  aux  dérivées  partielles  ont  été  l'objet  des 
travaux  des  plbs  grands  géomètres  parmi  lesquels  il  faut  sur- 
tout citer  Dalembert,  Ëuler,  Lagrange,  Monge,  Ampère, 
Cauchy  et  Jacobi.  Mais  c'est  à  Caucby  que  Ton  doit  les  pre- 
mières recherches  rigoureuses  sur  Texistence  et  le  degré  de 
généralité  de  la  solution.  Nous  ne  saurions,  sans  sortir  de 
notre  cadre,  rapporter  ici  les  théorèmes  de  Cauchy  malgré 
les  simplifications  introduites  dans  leur  démonstration  par 
M.  Darboux  et  M.  Kowaleski.  Nous  renverrons  sur  ce  sujet 
au  Cours  d^analyse  de  M.  Jordan. 

D'ailleurs,  pour  les  équations  du  premier  ordre,  Texistence 
et  la  nature  des  intégrales  résulteront  de  la  marche  suivie  pour 
trouver  ces  intégrales. 

537.  Avant  d'entrer  véritablement  en  matière,  il  convient 
de  signaler  un  cas  très  particulier  ;  c^est  celui  où  les  dérivées 
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pirtl-ell-:^  contenues  dans  réquation  diflereotielle  ne  concer- 
ntnt  qu'une  s^euie  variable. 

Oz.  devra  alors  op>érer  comme  si  chacune  des  autres  variables 
^'làJt  coa^tinte:  mais  il  tandra  remplacer  les  constantes  que 
l'int-^jra'ion  aura  introduites  par  des  fonctions  arbitraires  de^ 
iLr3:es  virlàLIes. 

S..:,  j»ar exemple,  réquation 

Si  i'in  intt-^T^  en  regardant  y  comme  constant,  on  a 
d:  u,  ^n  reaip!i«^ant  la  constante  C  par  une  fonction  arbitraire 


l*-3. 


M  =  X^  -t-  ?  ^). 


iBlésraltoB  des  éqvatloiis  linéaires  du    1*'  ordre 

a«x  dériTées  partielles 


S3S.  II  s*d;:it  d'intégrer  l'équation 


^^-T  »^        ^3         .  ir*       î»5^ 


P  ^-P.^--^.-.-P,  — =  P  (0 


--'  j  oXj  iv.>' 


ou  Pj»  P^ ...  Pa  et  P  sont  des  fonctions  données  des  n  variables 
ind'.'pecdàates  j  .  x,  ...  or,  et  de  la  fonction  inconnue  s  de  ces 
vari^bles- 

Or.  <cit  =  JT,, .  \ .r,,  j)  =  0  Féquation  qui  déGnit  une  so- 
lution quel  jonque  de  1'.  En  diffërenliant  successivement  par 
rapport  à  chvioune  des  variables  indépendantes  Xi  ...  jr„,  on 
aura  les  re!  vit  ions 


><.-  >k . 


c^    »»-  ^  ^O  «>G    »>J 


do 

do 

,.  .t. 

* 

bz 

007, 

1 

bZ 

•  •  •  • 

bZ                     bX„ 

0-2- 

bZ 

ô^ 
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qui  donneront  les  dérivées  partielles  de  s 

1-^ 

(3) 

attendu  que  ^  n'est  pas  nul,  sans  quoi  Téquation  considérée 

o  [x^,  a:, ...  Xn,  ^)  =  0  ne  contiendrait  pas  5,  ce  qui  est  absurde. 
En  portant  ces  valeurs  dans  (1)  et  chassant  le  dénominateur 

commun  ^-^  on  aura 

vZ  ' 

donc  la  fonction  <p  satisfait  à  l'équation  (4). 

Réciproquement,  si  <p  (a?,,  ar^ ...  a?»,  z)  est  une  fonction  des 
n  -h  1  variables  x^,  x^  ...  Xn,  z  satisfaisant  à  l'équation  (4),  la 
fonction  z  de  x^,  œ^  ...  œn  déterminée  par 

<p(.v7j,  â7„  ...  Xm  z)  =0 

satisfera  à  l'équation  (1)  ;  car,  en  portant  dans  (4)  les  valeurs 
^^  ^'  ^  '"  ^'  *"'ées  des  relations  (3),  et  supprimant  le  fac- 

teur  commun  ~  qui  n'est  pas  nul  par  hypothèse,  on  tombera 

sur  l'équation  (1). 

Il  résulte  de  là  qu'on  obtiendra  la  solution  la  plus  générale 
de  (1)  en  égalant  à  zéro  la  solution  la  plus  générale  de  (2), 
Or,  on  sait  que  cette  dernière  solution  est 

^(fii  /i  •••/»») 

7:  étant  une  fonction  arbitraire  et  /",,  /;  ...  ^  étant  les  fonctions 
de  a?,,  a?j  ...  a?,,,  z  qui  égalées  à  des  constantes  constituent  le 
système  intégral  des  équations  différentielles  ordinaires  simul- 
tanées du  premier  ordre 

dj:.        dx.  dXn       dz  /-x 

^.  =  -p-i  =  ...  =  ^^  =-p-  ^^> 


Dv  ne  en!; a  \i  s.jlutiua  la  plus  générale  de  (1)  sera  donnée  par 

-:(/;,  A. ../,)  =  0,  (6) 

•:a.  51  Ton  veut,  par 

Ii"jU  pt'itiqu^.  — Pour  intèfjrer  f  équation  (I),  formez  le 
<jy>ine  <i»tiultanè  (3  ;  dèienninez  son  système  intégrtd 
'.=«,./'.  =  x^  .../■«  =  «.,  e/  êcritez  que  F  une  des  fonctions 
^.'  fi  "'  fm  ^^i  u^ie  fonction  arbitraire  des  autres, 

S39i.  Lorsqu'il  n>  a  qoe  deux  variables  indépendantes  (ce 
q-ii  arrive  le  plus  souvent  et  notamment  dans  les  applications 
à  la  théorie  des  surfaces),  on  désigne  habituellement  ces  deux 
variables  par  x  et  y,  et  par  /»  et  ^  les  deux  dérivées  partielles 

^>  -7,  et  Ton  écrit  l'équation  (I)  dans  ce  cas  particulier  sous 
Il  (orme  clasùquf 

Pp-^-Qq  =  K  (7) 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  données  d*x,  y^  2,  L'intégration  de 
cette  équation  dépend  alors  du  système 

ds  _d»i_dz  ,jj, 

et  si  f^  =  ^^,  f^==  Xj  sont  les  intégrales  du  système  (8),  l'inté- 
grale générale  de  Téquation  (7)  est  /j  =  «  (/j),  «  désignant  ane 
fonction  arbitraire. 

^S40«  Détermination  de  la  fonction  arbitraire. 

La  fonction  arbitraire  devra  être  déterminée  dans  cha^ae 
problème  par  des  conditions  particulières. 

Ces  conditions  reviennent  en  général  à  la  suivante  :  faire 
en  sorte  que  Finconnue  z  se  réduise,  pour  une  valeur  donnée 
quelconque  î  de  Fune  x  des  variables^  à  une  fonction  donnée 

"»  —  '^21  ^j»  •••  J^J« 
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Oo  y  parvient  comme  il  suit  :  quand  on  aura  substitut! 
-valeurs 


dans  les  expressions  de  /;,  f^ ...  f„  ces  fondions  ne  contie 
dront  plus  j-,  et  z,  mais  seulement  j;„  x^ ...  .r^  ;  elles  dévie 
dront 

/;-^,{x„...:c„) 

A  =  1',(a! ar„) 


et  il  suffira  d'éliminer,  entre  ces  n  relations,  les»  —  1  vari 
blés  j\  ...  .r„,  pour  obtenir  la  relation 

qui  fait  connaître  la  forme  particulière  <f>  qu'il  faut  attribue! 
la  fonction  arbitraire  n  pour  le  cas  du  problème  en  questio 


Application  au\  ramilles  de  surraces 

541.  Soit  à  intégrer  l'èquatioa 

ap  +  bq  =  i  (9; 

dans  laquelle  a  etb  sont  des  constantes  donni!cs  et  p  6tq\ 
dérivées  partielles  ^'  ^• 

11  faut  d'abord  (n"  539)  intégrer  le  système 

dx d_v ds 

ce  qui  donne 

j;  —  as  =  C,      y  —  bz  =  C. 
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Si  donc  on  désigne  par^  le  symbole  d^ane  fonction  arbitraire, 
on  aarm 

♦  x  —  az,       >/  —  bz)  =  0  (10) 

pour  rietégrale  générale  de  réqnatîon  proposée  (9). 

On  démontre  en  Géométrie  analytique  qae  Téqaation  (l(h 
repré^nte  l'équation  générale  en  termes  Gnis  des  surfaces 
cylindriques  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée. 

1*  Supposons  que  Ton  veuille  déterminer  la  fonction  arbi-* 
traire  par  la  condition  que  la  surface  cylindrique  passe  pamne 
courbe  dont  on  donne  les  équations 

ç <x,  y,  z)  =  ^,       ^ (.r,  y,  2-)  =  0.  (il) 

On  posera 

X  —  ai:  =  w,      y  —  bz  =  v\ 

ce  qui  permettra  de  mettre  les  équations  (il)  sous  la  forme 
ç  (m  -H  az,  V  -4-  hz^  jr)  =  0,      6  (m  —  azy  v  —  bz,  ^)  ==  0 
d'où  résultera,  par  Télimination  de  xr,  une  relation  toile  que 

F(t/,r)  =  0; 

F  sera  la  forme  particulière  de  4>  qui  répond  à  la  question. 

2<^  On  peut  vouloir  déterminer  la  fonction  arbitraire  par  U 
condition  que  le  cylindre  soit  circonscrit  à  une  surface  dont 
réquation 

ç  (.r,  y,  z)  =  0  («2) 

est  donnée. 

On  ramène  la  question  à  la  précédente  (1^)  en  cherchant  la 
courbe  de  contact.  Or  Téquation  (12)  est  déjà  une  des  équa- 
tions de  cette  courbe  et  il  suffira  de  trouver  une  seconde 
équation.  On  l'obtiendra  en  exprimant  que  la  surface  (12)  et 
le  cylindre  ont  le  même  plan  tangent  en  tout  pointer,  y,  -d^ 
la  courbe  considérée.  Or,  en  identifiant  les  équations  de  ces 
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deux  plans 

(X— )g-H(Y-,)|.-(Z-.)^|  =  0 

on  aura 

d^où,  en  portant  dans  (9)  les  valeurs  de  />  et  de  ^  tirées  de  ces 
deux  équations 

(Miette  équation  et  l'équation  (12)  déterminent  la   courbe  de 
contact. 

S42.  Soit  à  intégrer  Téquation 

z  —  c  =  p{a)  —  a)  -h  g  (y  —  6)  (13) 

a,  b,  c  étant  des  constantes  données. 
H  faut  intégrer  d'abord  le  système 


dx     dy  dz 

X  —  a       y  —  b       z  —  c 


ce  qui  donne 


z  —  c  z  —  c 


et  par  suite 


♦[fe-:.ï^]=»        «*) 


4>  désignant  une  fonction  arbitraire. 

C'est  l'équation  générale  en  termes  Gnis  des  surfaces  coniques 
dont  le  sommet  {a,  by  c)  est  donné. 
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En  suivant  une  marche  analogue  à  celle  indiquée  au  numéro 
précédent,  on  pourra  déterminer  la  fonction  arbitraire  par  la 
condition  que  le  cône  passe  par  une  courbe  donnée  ou  soit 
circonscrit  à  une  surface  donnée. 

o4«).  Soit  à  intégrer  Téquation 

p  V  -^  qy  =  0.  (15 

11  faut  d'abord  intégrer  le  système 


fie di/ (fz 


ce  qui  donne 


2  =  C,        z  =  C 

X 


et  par  suite  pour  l'intégrale  cherchée 


=♦«) 


(16) 


4»  désignant  une  fonction  arbitraire. 

L'équation  (16)  est  l'équation  générale  en  termes  finis  des 
conoldes  ayant  l'axe  des  z  pour  directrice  et  le  plan  xy  pour 
plan  directeur. 

544.  Soit  à  intégrer  l'équation 

{cy  —  hz  p  -H  {ojs  —  ex)  q  =  bx  —  ay.  (17* 

Il  faut  dabord intégrer  le  système 

dx dy  dz 

cy  -^hz       az  —  ex       bx  —  a?/* 

Or  si  Ton  désigne  par  dt  la  valeur  commune  de  ces  rapports, 
on  a 

(fx  =  (cy  —  bz)  dt 

dy  =  {az  —  cx)dt\  (18) 

dz  =  [bx  —  az)  dt 
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Si  l'on  ajoute  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  d^abord  par  x^  y,  z,  puis  par  a,  6,  c  on  a,  en 
intégrant^ 

X'  4-  y'  -H  -2  =  C        ax  -^  by  -^  cz  z=  C 

et  par  suite,  l'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (17) 
sera 

ax  '\-  by  -h  cz  =  ^  {x-  -+-  y^  -+■  ^*). 

C'est  l'équation  générale  en  termes  finis  des  surfaces  de  rêvo^ 
lution. 

545«  Trouve!'  la  surface  dont  les  normales  rencontrent 
Faxe  Qz  et  qui  coupent  le  plan  des  zy  suivant  un  cercle  ayant 
pour  centre  foriyine  et  pour  rayonune  longueur  donnée  \\, 

Cherchons  d'abord  l'équation  différentielle  des  surfaces  dont 
les  normales  rencontrent  0:;  ;  il  suffit  d'examiner  que  la  pro- 
jection 

X  —  a:  _^  Y  —  y 
P      "^      91 

de  la  normale  sur  le  plan  ur-Oy  passe  par  l'origine,  ce  qui  donne 

pij--qX  =  Q.  (19) 

Pour  intégrer  cette  équation,  il  faut  intégrer  préalablement  le 
système  différentiel 

dx       dy dz 

On  obtient  pour  le  système  intégral 

te  =  ^2  _^  V*        et        v  =  Zy  (20) 

et,  par  suite,  pour  l'intégrale  générale  de  l'équation  (19), 

*  désignant  une  fonction  arbitraire. 
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II  reste  à  détermiaer  *  de  façoa  que  la  surface  en  question 
passe  par  le  cercle  donné,  c'est-à-dire  de  telle  sorte  que  pour 

^  -_.  0,  on  ait  z  =  /r*  —  y^  A  cet  effet  on  porte  ces  valeurs 
dans  les  équations  (5),  ce  qui  donne 


u  =3/2,     v  =  v/R2  —  v*' 

d'où,  en  éliminant  y, 

w  -+-  t?»  =  R*  ; 

enfin,  en  remplaçant  w  et  v  par  leurs  valeurs  primitives  (20), 
on  obtient 

a;8  4-  y«  4-  5^  =  R«. 

La  surface  cherchée  est  donc  la  sphère  qui  a  l'origine  pour 
centre  et  R  pour  rayon. 


Equations  aux  dilTérentielles  totales 

540.  On  donne  ce  nom  à  toute  équation  de  la  forme 

Pdx  H-  Qdy  -h  Rcf^  =  0  (21) 

où  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  données  de  œ,  y,  z. 

L'étude  de  cette  équation  nous  permettra  de  continuer  la 
théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

On  dit  que  l'équation  est  intégrable  lorsqu'il  existe  une 
relation 

/^(^,  y,  ^)  =  0  (22) 

telle  qu'en  la  différentiant,  on  obtient  une  équation 

qui  soit  identique  avec  (21)  eu  égard  à  la  relation  (22). 
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Nous  nous  proposons  ici  d'abord  de  chercher  cette  condition 
d*intégrabilité,  puis,  lorsque  cette  condition  est  satisfaite,  de 
donner  le  moyen  de  trouver  la  relation  intégrale. 

54'y.  Théorème.  —  Pour  que  V équation  (2\)soii  intègrable^ 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait 

p(5Q_^J)+q(?5_5P\  +  r/^±_^Q\  =  0(23) 
\^z        hyl       ^  Vôj?        ^z  J  \^y        ^x)  ^     ' 

En  effet,  considérons  l'expression  Qdy  -^-Kdz  dans  laquelle 
nous  regarderons  x  comme  un  paramètre.  On  sait  qu'il  existe 
un  facteur  \Xf  tel  que  Texpression  (ji(Qc?^  +  Kdz)  soit  la  diffé- 
rentielle exacte  d'une  fonction 

» 

u  =  ^{x,  y,  z)  (24) 

des  deux  variables  ^  et  :;  et  dans  laquelle  figure,  aussi  bien 
que  dans  ^^  le  paramètre  x. 

Cela  posé,  substituons  à  la  variable  y  la  variable  u  définie 
par  la  relation  (24)  ;  on  aura 

rftt  =  -^  cfx  -h  ~  c??/  -+-  —  dz 
Cyo?  ^y    "^        dz 

ou,  comme  par  hypothèse 


,.Q  =  ?J        et         H>R  =  t' 


il  vient 


(lu  —  ^  o?.r  =  H  {Qdy  -+-  Wdz). 


en  sorte  que  Téquation  (21)  devient 


ou 


IJ^Pdx  -h  rfw  -^  ^  rfa?  —  0 

ox 

du  —  Kdx  =  0 

(25) 
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en  posant 

(28) 


expression  dans  laquelle  on  suppose  que  y  a  été  remplacé  f  or 
sa  valeur  tirée  de  (24). 

Or,  s'il  existe  une  relation  intégrale  (22)  de  Téquation  (21), 
en  faisant  dans  cette  relation  la  transformation  précédente, 
c'est-à-dire  en  y  remplaçant  y  par  sa  valeur  tirée  de  (24)  on 
aura  une  relation 

F  (i/,  x,z)  =  Q  (27) 

dont  la  diiïérentiation  donnera  une  équation 

^.ï^  rfi,  ^  ^  rf^  ^  ^  rf;,  =  0      -  (28 

^u  ^r  ôx  ^ 

qui  devra  coïncider  avec  (23),  eu  égard  à  (27).  Orréquation(23) 

ne  contient  pas  dz  ;  donc  il  doit  en  être  de  même  de  (28)  ;  par 

ôF 
suite  ~  est  nul,  en  d'autres  termes  F  ne  doit  pas  contenir-, 

c'est-à-dire  que,  par  la  substitution  de  y  tirée  de  (24)  dans  l'inté- 
grale (22),  z  doit  disparaître  de  lui-même  en  même  tenaps  que 
y  ;  par  suite,  en  difîérentiant  cette  transformée,  on  aura  une 
équation  dans  laquelle  z  ne  figurera  pas  du  tout  ;  et  comme  cette 
équation  ne  doit  pas  différer  de  (28),  il  faut  que  K  sait  indé- 
pendant de  z.  Cela  suffit  d'ailleurs,  car  si  K  ne  contient  pas:, 
on  pourra  intégrer  la  transformée  (2.^)  qui  est  une  équation  du 
premier  ordre  à  deux  variables  u  et  x,  ce  qui  donnera 


A  (w,  a?)  =  C 

par  suite  en  remplaçant  u  par  sa  valeur  (24),  c'est-à-dire  fai- 
sant la  transformation  inverse,  on  aura 

A  (4^»  x)  =  G        ou        tp  (a?,  y,  z)  =  C 
pour  la  relation  intégrale  de  (21). 
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Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suf Osante  est  que  K  soit  indé- 
pei%dant  dez.  Il  reste  à  développer  cette  condition,  c*est-à-dire 
à  ^exprimer  en  fondions  des  données  P,  Q,  R. 

A  cet  effet,  rappelons  que  K  est  ce  que  devient  i^P  —  ^ 

après  qu'on  a  remplacé  dans  cette  expression  y  par  sa  valeur 
tirée  de  (24),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sans  faire  la  substitu- 
tion lorsqu'on  y  regarde  y  comme  une  fonction  de  x^  u  ei  z 
définie  par  (24).  K  est  alors  fonction  de  z  d'abord  directement 
puis  indirectement  à  cause  de  y  y  et  pour  écrire  queK  est  indé- 
pendant de  Zy  il  faut  écrire  que  sa  dérivée  complète  par  rapport 
à  ;;  est  nulle,  c'est-à-dire  qu'on  a 

-  -   H ^  =  0, 

'^-  étant  déduit  de  l'équation  (24),  c'est-à-dire  étant  fourni  par 

la  diflérentiation  de  (24)  par  rapport  ky  (uei  x  restant  alors 
constants)  ce  qui  donne 

A   ^  ^  ^    ^. 

by  bz  "^  i'i  * 

et  par  suite,  en  substituant  cette  valeur  de  ^  dans  la  précé- 
dente, 

ÔK    ôj^    ^    i>K    Ô'V    r. 

bZ  by        by  iz 

En  remplaçant  K  par  sa  valeur  (2G),  cette  condition  prend  la 
forme 


0 


ou 


0; 
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m^às  on  a 


Li  coadition  devient  donc 


•3  !a  read  plus  s}'métriqoe  en  lui  ajoutant  l'expression 

»p',."R)_;'(i^Qn 

«*     L    ^^  .\r   J 

•|-ji  «>l  nulle  en  rertn  des  relations  (29).  On  a  ainsi 

p  r  ■■_«)  _  -' ■"0)1  _^  0  r^^  -  ^''-5.^ 

Ka  trîTcctuant  les  ditTérenliâtions  et  réduisant,  ^  disparait  et  il 
r.<te  pour  la  condition  cherchée  la  relation  énoncée  (â3). 

:>48*  On  voit  qu'il  ne  faut  pas  confondre  la  condition  d'inlë- 
jr.tb  !ilê  de  \ équation  Prf>  -h  Qrfj?  -+-  ^dx  =  0,  avec  la  condi- 
l::n  d'intégrabililé  de  l'expression  Pdx  -+-  Qdx  -^Edx;  tandis 
que  la  première  est  unique^  la  seconde  est  triple  car  elle  se 

j...        ôP      ôQ   dP      ôR   dQ       ôR    . 
compose  des  trois  conditions  ^=^^^  =  ^^^  =  ^'  Auss> 

bien,  on  devait  s'y  attendre  d'après  ce  qui  était  arrivé  dans  le 
cas  Je  deux  variables  :  Il  y  aune  condition  pour  que  Yexpres- 

c'est  — =  ~j,  tandis  que 
lêiiuvilion  M'^î-  -i-  NVy  =  0  admet  toujours  une  intégrale. 

519.  La  démonstration  précédente  indique  la  forme 

z  (  i\  y,  ;:'  =  constanle  arbitraire 


y 


^.wz-r'^è 
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de  la  relation  intégrale  de  l'équation  (21)  ;  maïs  elle  donne 
même  la  marche  à  suivre  pour  la  trouver  lorsqu'elle  existe. 
On  commencera  par  chercher  la  fonction  u  =  ^{œ,  y,  z)  et  par 
suite  le  facteur  k  ;  puis  on  fera  le  changement  de  variable 
indiqué,  ce  qui  donnera  l'équation  différentielle  (25)  entre 
ueix;  on  déterminera  son  intégrale  /\  (u,  œ)  =  C,  d'où  résul- 
tera fi  {^,  x)  =  C  pour  l'intégrale  cherchée. 

Toutefois  voici  un  procédé  plus  simple  pour  intégrer  l'équa- 
tion (21)  lorsque  la  condition  (23)  est  remplie  : 

550.  Problème  :  Intégrer  l'équation  (21)  lorsque  la  condi- 
tion (24)  est  remplie. 

?  (^>  y>x)  =  ^ 
étant  l'intégrale  inconnue,  on  a 

5a?  ôy    ^       ^z 


et  par  suite,  en  comparant  avec  la  proposée, 

d<P  5(p  do 

^       by       bz 

et  enfin,  à  cause  de  la  condition  (3)  qui  est  remplie  par 
hypothèse, 

/ôQ  _  ^\  ôj       /ôR  _  ôP\  î5       /5P  _  ôQ\  ôo  _ 

\ô;r       ôy/ôj:"^\ôa?       àz  J  oy '^  \i)y        ^)bz~         ^^ 

C'est  une  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  à  laquelle 
doit  satisfaire  la  fonction  cherchée  ?.  C'est  même  une  équation 
sans  second  membre  et  dont  les  coefficients  ne  renferment 
pas  o^  en  d'autres  termes  c'est  une  équation  de  la  forme  de 
celles  considérées  dans  le  lemme  du  n^  24.  On  sait  que  la  so- 
lution générale  de  cette  équation  est  une  fonction  arbitraire 
^  (s  P) 

«  =  A  (^»  y^  ^)      P  =  A  (•»,  y  y  ^) 
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étant  le  système  intégral  des  équations  simultanées 

dx  dy  dz 

ôQ_ôR  "~  ^  _  ôP  "^  ôP_ôQ  .  (32) 

ùz       ^y        ^i        àz        by        ôj? 

La  fonction  <p  doit  donc  rentrer  dans  le  type  ic  {%,  p)  et  par 
suite  l'intégrale  (p  (a?,  y,  z)  =  c  de  (21)  sera 

F  (a,  P)  =  C  (33) 

F  étant  une  fonction  (non  plus  arbitraire  comme  r)  mais 
choisie  de  façon  que  Téquation 

V.  ''*  ^  f  '^P  =  0  (34) 

obtenue  eu  la  différentiant,  coïncide  avec  la  proposée  (21),  en 
égard  à  (33).  En  d'autres  termes,  si  Ton  substitue  aux  variables 
a;  et  ^  et  à  leurs  diQérentielles  dXf  dy  dans  la  proposée,  leurs 
valeurs  tirées  des  relations  (31)  et  de  celles  qu'on  en  déduit  en 
les  difîérentiant,  on  devra  tomber  sur  l'équation  (3i)  ;  mais 
31)  uô  contient  que  les  seules  variables  a  et  p  ;  donc  par  l'effet 
de  la  transformation  indiquée  la  transformée  de  (21)  ne  con- 
tiendra plus  ni  z  ni  dz;  elle  sera  de  la  forme 

AdoL  H-  BrfP  =  0  (35) 

A  et  B  étant  des  fonctions  de  «  et  de  p  seulement.  En  intégrant 
cette  équation  (35),  on  aura  donc  F  (a,  p)  =  C  et  par  suite 
F  (/;,  /i)  =  c  pour  rintégrale  cherchée  de  (21). 

De  là  résulte  la  règle  pratique  : 

Cherchez  le  système  intégral  (31)  des  équations  simultanées 
(32)  et  transformez  l'équation  différentielle  proposée  (21)  en 
substituant^  à  F  aide  des  relations  (31)  les  variables  a  et  9  aux 
variables  x  et  y;  la  transformée  sera  de  la  forme  (33)  {s  dis- 
paraîtra de  lui-même)  ;  intégrez  la,  et,  dans  son  intégrale 
F  (a,  p)  r=  C,  remplacez  «  e/  P  par  leurs  valeurs  (31)  enx,y,  z  : 
vous  aurez  rintégrale  de  la  proposée. 

Exemple  : 

zdx  -h  (a?  +  dfdy  —  {x  -\-  a)  dz  =  0; 
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système  (32) 


dx dy dz 


(a-4-.)(d»  +  dP)- 

dx  =  d., 
(»  ■+  f)  d. 

(«  -^  •)■ 

système  intégral 


dy  = 

En  substituant  dans  la  proposée^  on  a 

jrf.  -H  (.  -(-  o)  {dz  -t-  (^)  —  (i  —  p)  d«  —  («  +  a) 
qui  se  réduit  à 

(«  -+-  «)  rfp  —  M«  =  0 
ou 

et  en  l'intégrant 

l?—  /(t<H-a)  =  l.  coDst. 
ou 

--!--=  c 

d'où  résulte  pour  l'intégrale  cherchée 

X  -t-  O 

ou  entio 
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EqamlMMi  noa  Itaéaire  aux  déri%'ées  partielles 
da  preuiier  ordre  ;  eas  de  deux  variables  indê- 

peadaates 


o^i.  LVquatioQ  à  intégrer  a  pour  type 

F  (x,  y,  X,  p,  y)  =  0  (36 

où  p  eiq  d»^i:znenl  les  dérivées  partielles  p=  —^  q  =  —  , 

La  méthode  à  suivre  pour  intégrer  cette  équation  consiste  à 
en  chercher  d'abord  unf  intégrale  complète  ;  on  nomme  ainsi, 
d'après  L.ajxan^e«  une  solution  renfermant  detuc  constantes 
arbitraires  c'est-à-dire  un  nombre  de  constantes  arbitraires 
égal  à  celui  des  variables  indépendantes,  qui  ici  sont  les  deux 
variable^  x  e\  y  ,  De  cette  intégrale  complète,  on  déduit  ensuite 
V intégrale  générale. 


Recherche  d'wie  intégrale  complète. 
Pour  obtenir  une  intégrale  complète,  on   cherche  d'abord 
une  équation 

?  {^,  y,  ^.  Pi  9)  =  a  (3*7) 

(où  X  désigne  une  constante  arbitraire),  qui  soit  telle  que  les 
valeurs  de  p  eide  q  déduites  du  système  (36)  et  (37)  et  por- 
tées dans 

dz—pdx  —  qdy  =  ù  (38) 

rendent  intégrable  cette  équation  (38)  aux  différentielles  to- 
tales. Nous  allons  voir  qu'il  suffit  que  ^  satisfasse  à  une 
équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  ;  on  déterminera  donc 
f/;ie  solution  de  cette  équation  linéaire,  ce  qui  fournira  la  re- 
lation (37),  et  puis,  après  avoir  tiré  p  et  ^  de  (36)  et  (37)  et 
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porté  dans  (38)  ces  valeurs  qui  contiendront  déjà  une  cons- 
tante arbitraire  a,  il  ne  restera  plus  qu'à  intégrer  l'équation 
aux  différentielles  totales  (38)  ce  qui  introduira  une  nouvelle 
oonstante  arbitraire  P  ;  on  aura  donc  bien  ainsi  une  solution 
contenant  deux  constantes  arbitraires,  c'est-à-dire  une  inté- 
grale complète. 

Entrons  dans  les  détails  : 

Cherchons  d'abord  la  condition  d'intégrabilité  de  l'équation 
(38)9  p  eiq  n'étant  plus  donnés  directement  en  x,  y,  z   mais 
déterminés  par  les  équations  implicites  (36)  et  (37). 
La  condition  d'intégrabilité 

''(S-f)-o(b"-S)-«(|-â)=« 

se  réduit  ici,  (puisque  P  =  — p,    Q  =  —  q,    R  =  1)  à 

«^_^ËE_5P  +  ?2  =  0       ou       ^  +  q^Jl  =  ^  +p^ 

^  i>z       ^  bz       i>y       bx  ôy       ^  bz       bx       ^  àz 

que  nous  conviendrons  d'écrire 


ôp bq 

hy       ôa? 


(39) 


(Il  importe  de  bien  se  familiariser  avec  cette  notation  qui 
simpli6e  l'écriture  :  en  général,  o>  étant  une  quantité  quel- 
conque^ nous  désignerons 


P^S^I  expression -+;»-, 
et  par- lexpression -  +  ?-]. 


Pour  trouver  la  condition  cherchée,  il  sufGt  de  tirer  par 

^et^i 

ôy      bx 


différentiation  ^  et  ^  des  relations  (36)  et  (37)  et   de  porter 


dans  (39). 
Or  en  différentiant  chacune  des  relations  (36)  et  (37)  d'abord 
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par  rapport  à    x,   puis   par   rapport  à  ^,  on  a  les  4  équa- 
tions 


c^F           ôF  ôp           ôF  ôflr 

*0) 

ôF       ôF  ôp       ôF  ô^       ^ 
àtj  '^  ip  by  "^  ôgr  ôy 

(") 

Sa:       ip  djj       ôg  ô.^• 

(*i) 

^y       ^p  ^y    '    ^^  ^y 

(«) 

où  entrent  ^  ei;r  mais  aussi  :^  et  r^  dont  nous  n'avons  que 

faire  ;  il  faut  donc  éliminer  ces  quatre  quantités  entre  les  3 
équations  (39),  (40),  (41),  (42),  (43).  On  y  parvient  élé- 
gamment en  ajoutant  les  équations  (40),  (il),  (42),  (43)  après 

les  avoir  multipliées  respectivement  par  ~,  r^,  —  —  , —  5^  »  ^'^ 
obtient  ainsi  (en  ajoutant  par  colonnes) 

W  iSO         Ti    ôF  W  i>9        1!Ô  ôF  r,  /iiA 

1  —  -j- j —  -• i    =0  (44) 

007  bp        bx  dp        î>?y  ôg        by  bç[ 

les  autres  termes  se  détruisant  à  cause  de  (39). 

Telle  est  la  condition  cherchée  ;  la  forme  abrégée  (44)  étant 
développée  en  faisant  retour  aux  notations  ordinaires  est 

\0?/       ^  bz  /  bp 

OU,  en  ordonnant  par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  ^, 

ôF  ôj       ôF  ô9       f    ^         ^\  5î  ■     /^  ^\  ^   ^ 

Sp'  i)a?  "^  aq  àij  "**  V    ^^P  ^  ^/  «>^         W  "^  ^  *^/  ^P    / 

Telle  est  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  à  la- 
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quelle  il  su/fil  que  f  satisfiisse,  c'est-à-dire,  doot  il  suflit  d' 
coDnaitre  une  solution. 

Cela  posé,  rappelons  que  pour  intégrer  cette  équation,  01 
considère  le  système  d'équations  dilTérentielles  ordinaires  si' 
iQultanées 

ilx dy rf£ dp rfy 

et  l'on  sait  que  si  /  [j-,  y,  z)  =  a  est  l'une  quelconque  de 
intégrales  de  ce  système,  la  fonctioa  /  est  uae  solution  d 
l'équation  (44). 

On  déterminera  donc  u/ie  intégrale /(a:,  y,  3)  —  «  dusystèni 

(45)  (celle  que  l'on  trouvera  le  plus  aisément)  et  en  prenan 
7  =  /;  on  aura  l'équation  cherchée  (37).  En  d'autres  terme 
on  adjoindra  à  l'équation  proposée  l'une  des  intégrales  di 
si/sième  (i5)  el  l'an  aura  ainsi  deux  équations  d'où  l'on  ti 
rera  p  et  q,  pour  les  porter  dans  (38).  //  ne  restera  plu 
alors  qu'à  intégrer  celle  équation  aux  différentielles  totale 
pour  avoir  une  solution  de  (36)  de  la  forme 

+  {X,  y,  z.  .)  = 

p  étant  une  deuxième  constante  arbitraire  ;  ce  sera  une  inté 
grale  complète  de  l'équation  proposée. 

553<  liecherche  de  l'intégrale  générale. 
Désignons  par 

W  {X,  y,  z,  «,  P)  =  0  (46) 

l'intégrale  complète  qu'on  vient  de  trouver.  Puisque  c'est  un 
solution  de  (3t>),  c'est  que  V élimination  de  i^p  etq  entre  (3ti 

(46)  et  les  deux  relations 

;J^g^,  =  0.  J^+j2,=o  (47) 

qui  résiulttint  de  la  ditlérentiation  de  (46)  successivement  pt 
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rapport  kx  el  ky,  conduit  à  une  identité  ;  les  lettres  x  et  ^ 
disparaissent  donc  d'elles  moines  par  le  fait  de  cette  éliini- 
□atioa  de  z,  p  et  g. 

Par  suite  la  même  chose  arrivera  quelle  que  soit  la  signifi- 
cation de  ces  lettres  pourvu  que  les  relatioas  (47)  cooserveot  la 
même  forme,  en  sorte  que  (46)  ne  cessera  pas  dVtre  une 
solution  de  (36). 

Or  si  l'on  suppose  que  >  et  ^  au  Heu  de  représeoter  des 
constantes  représentent  des  fonctions  d'jr  et  d'^,  les  reialious 
obtenues  en  difTt^rentiant  (46)  successivement  par  rapport  à  s 
et  à  ^  seront 

tix         hZ  "^         ûa  ùa;         .ip  M!  '        ùy         az"         Dx  bt/  ~^  {ip  fff 

Pour  qu'elles  se  réduisent  à  (47),  il  suffit  de  poser 

a;  ûï        ô-J,  ft?  _  !4  ùa        tK>  63  _  , 

.^  S5  +  >^  i^i  -  '■'  6,  ^  -^  û"P  i.y  -  "■  ^*^' 

Telles  sont  les  conditions  que  doivent  remplir  les  fonctions 
a  et  ?  pour  que  (46)  soit  encore  une  solution,  lorsqu'on  y  con- 
sidère a  et  P  comme  des  fonctions  d'x  et  d'y.  On  en  déduit. 
(en  multipliant  la l'" par  —,  la  2'  par  ^  et  retranchant) 


ù9  fla         jiB  ùa.         „ 

rr^  —  jp75  =  0  ou 


t>xi>,/ 
ix  ùy 


(49) 


'après  la  théorie  des  déterminants  fonctionnels  exige 
lit  une  fonction  de  a  ;  on  posera  donc 

p  =  ^  (a)  (50) 

ine  fonctiou  arbitraire;  les  relations  (48)  se  réduiront 
une  seule 
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et  Tintégrale  résultera  de  rélimination  de  «  et  P  entre  (46),  (50) 
et  (55).  L'élimination  de  ?  peut  seule  être  effectuée  tant  que  ic 
reste  arbitraire,  et  pour  représenter  l'intégrale ,  il  faut  con- 
server le  système  des  deux  équations 

4'['^,y>^»«»'^(»)]  =  0  ) 

cette  intégrale  renfermant  une  fonction  arbitraire  a  reçu  le 
nom  i! Intégrale  générale  de  Féquation  (36). 

On  voit  qu'on  obtient  Vintégrale  générale  en  remplaçant 
dans  une  intégrale  complète^  l'une  des  deux  constantes  p  par 
une  fonction  arbitraire  -k  (a)  de  l'autre  «,  et  adjoignant  à  cette 
équation  sa  dérivée  par  rapport  à  «. 

554.  Conclusions  ;  Intégrale  singulière. 

Nous  venons  de  trouver  une  solution  de  (36)  renfermant 
une  fonction  arbitraire.  Mais  n'existe-t-il  pas  d'autres  solutions 
de  (34)  en  dehors  de  cette  intégrale  générale  ? 

[L'intégrale  complète  doûtnous  sommes  parti  n'est  pas  une 
solution  distincte  de  l'intégrale  générale  ;  elle  y  est  ren- 
fermée; elle  répond,  en  effet,  au  cas  où  Ton  considère  a  comme 
constant  et  où  Ton  prend  pour  la  fonction  arbitraire  ic  («)  une 

constante  P^  car  alors  ~  =  0  et  l'équation  (51)  qui  a  fourni 

la  2®  des  relations  (52)  disparait.] 

Pour  répondre  à  cette  question  nous  démontrerons  d'abord 
le  théorème  suivant  : 

Toute  solution  de  féquation  proposée  (36)  peut  se  déduire 
d'une  intégrale  complète  quelconque  en  y  remplaçant  les  deux 
constantes  par  des  fonctions  convenables  dx  et  dy. 

Puisqu'il  ne  s'agit  que  de  la  démonstration  dun  théorème^ 
nous  pouvons  supposer  que  l'équation  diflérentielle  proposée 


TTT 
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aussi  bien  que  sa  solution  soient  résolues  par  rapport  à  la 
fonction  inconnue  z. 
Soient  donc 

z  =  F(x,  y,  p,  f/)        réqualion  différentielle,  (Il 

z  =.  '\)(û(j,  y,  «,  P)         une  intégrale  complète.  2) 

-  =  e  (x,  y)  une  solution  quelconque.        (3  ) 

Puisque  (2')  et  (3')  satisfont  à  (l),  c'est  que  les  deux  relations 
'K'T,  y,  a,  p)  ^-  F  1^^,  y, ^^^ ,    ^y    — J    (V- 


(•* } 


sont  des  identités.  Dans  la  première  les  lettres  «  et  p  doivent 
donc  disparaître  d'elles  mêmes  ;  par  suite  cette  équation  res- 
tera encore  une  identité  si  Ton  y  remplace  dans  les  deux 
membres  a  et  P  par  des  expressions  quelconques  en  j:  et  y,  et 
en  particulier  par  les  valeurs  de  a  et  de  P  qu'on  tirerait  de 

e»;  {x,  y,  g,  p)  ^  ftfl  {x,  y) 

^X  '  KiC  i  ,„ 

^^  (a?,  y,  «,  p)  _  ^e(a;.  y)  L 

mais  alors  les  seconds  membres  des  relations  (4')  et  (3)  si»nî 
les  mêmes,  il  doit  donc  en  être  de  même  des  premières;  on  a 
donc  identiquement 

0  (07,  y)  =  i^  {x,  y,  ot,  p).  T  ) 

Ainsi  toute  solution  z  =  ^{x,  y)  peut  se  déduire  de  Tinlégralt 
complète  z  ^=^  (r,  y,  a,  ?)  en  y  remplaçant  les  constantes  let  3 
par  les  expressions  en  a:  et  y  tirées  du  système  (6'). 

Ce  théorème  va  nous  permettre  de  répondre  à  la  questica 
posée  ci-dessus. 
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En  effet,  en  calculant  —  ,  —  d'après  (6'),  on  a 


bec       îki'  "*"  Sa  f-î  "*"  j^  àï 
by       by        ùa  oy       ùp  ^  ' 
En  portant  dans  (6'),  on  met  cette  équation  (C)  soui 

fta  bx       êp  ùa: 

6*  ey       ê^  ùy  ' 


d'où  l'on  déduit,  en  éliminant  lour  à  tour  ^  et 


6p  ftp 
ca;  «y 

On  conclut  de  laque  l'on  doit  avoir,  soit 


ù«  ^ol 

i.^ 

ûx  ay 

^ 

ûPbj 

-ir  ù  1/ 

=  0 


3=» 


La  condition  (8')  donne  l'intégrale  générale,  coi 
l'avons  vu. 

Quant  aux  conditions  (9'),  elles  donneront  pi 
deux  expressions  déterminées  en  a.  et  y  qui,  portée 
donneront  une  solution 

sr  =  4-,  (x,  y) 

sans  constante  ni  fonction  arbitraire.  On  donne  à  cet 
le  nom  à'inlégrale  singulière. 
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Ainsi,  en  dehors  de  F  intégrale  générale^  l'éqwUion  proposée 
(l)  ou{l)  n  admet  qu'une  solution  singulière,  que  Ton  trouve 
d'aillears  en  éliminant  les  constantes  a  e/  p  entre  l'intégrale 
complète  et  les  deux  équations  qu^on  obtient  en  différerUiard 
cette  intégrale  complète  successivement  par  rapport  à  x  et  à  y, 

555*  Exemples  : 

1^  Soit  à  intégrer  l'équation 

P-?(?)  =  0.  (53) 

Le  système  (43)  est  ici 

dx dy fl[£ dp û[j 

Une  intégrale  suffit  ;  nous  prendrons  q  ^=  ol  d'où  />  =  ?  W, 
et  il  reste  à  intégrer  Téquation  aux  différentielles  totales 

dz  —  ç  («)  dx  —  fxdy  =  0 

ce  qui  donne  Fintégrale  complète 

^  =  a7<p  (a)  -H  ay  -h  p. 

L'intégrale  générale  s'ensuit  en  posant  ?=  +  («)  et  adjoi- 
gnant à  réquation  précédente  la  dérivée  par  rapport  à  «,  elle 
est  donc  constituée  par  le  système 

z  =r  a?©  (a)  -h  «y  -+-  4^  (')  •  (5^ 

0  =  a7cp'  (a)  -f.  y  H-  'i^'  (a).  (55) 

La  surface,  dont  l'équation  en  x^  y,  z^  résulterait  de  rélirai- 
nation  de  a  entre  (54)  et  (35)  est  Tenveloppe  du  plan  mobile 
représenté  par  l'équation  (54). 

2**  Soit  à  intégrer 

^  —  Kp(?  =  0  (56) 

où  K  est  une  constante  donnée. 
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Le  système  (45)  est  ici 

dx dy  dz    dp dq 

R^       Kp  ^^  2Kpq       p  "^  q 

Une  intégrale  suflit;  nous  prendrons  celle 

œ  —  a 

qui  résulte  de  la  comparaison  de  la  première  et  de  la  dernière 
fractions.  On  a  alors 


P  = 


œ  —  a 

et  par  suite 

T  zdx         X  —  a  I 

dz  =  -~^^-^d^^ 

L'intégration  de  cette  équation  aux  équations  difiérentielles 
totales  donne  Viniégrale  complète  (n^  550) 

K^=(a?-a)(y-P)  (57) 

OÙ  a  et  p  sont  les  deux  constantes  arbitraires. 

On  obtient  Viniégrale  générale  en  posant  p  ==  (p  (a)  et  en 
adjoignant  à  Téquation  précédente  sa  dérivée  par  rapport  à  a  ; 
cette  intégrale  générale  est  donc  constituée  par  le  système 

Kir  =  (a?  —  a)  f y  —  o  (a)] 
0  =  y  —  ?  (a)  -*-  (^  —  «)  ?'  («) 

L'intégrale  complète  représente  un  paraboloïde  hyperbolique 
ayant  pour  sommet  le  point  («,  p,  0),  et,  quant  à  l'intégrale  gé- 
nérale, elle  représente  Tenveloppe  des  paraboloïdes  en  suppo- 
sant que  leurs  sommets  décrivent  I&  courbe 

Il  y  a  une  solution  singulière  5  =  0  ;  on  l'obtient  en  élimi- 

Caiccl  iKpimiisiMAt  44 
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nant  a  et  p  entre  la  relation  (57)  et  ses  dérivées  par  rapport  à 

a  et  p.  '       '  • 


Remarques 


"  556.  Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  de  deux  variables 
indépendantes  ;  c'est  le  cas  le  plus  important 'au  point  de  vue 
des  applications  géométriques. 

Dès  que  le  nombre  des  vSiriables  indépendantes  surpasse 
dei^oc^  la  méthode  se  complique  beaucoup.  Toutefois,  la  mar- 
che que  nous  avons  suivie  (h**  553)  pour  passer  d'une  intégrale 
complète  à  l'intégrale  générale  subsiste  quelque  soit  le  nombre 
ji  des  variables  indépendantes. 

Soit 

F(9,,  q^ qny  z,  PpP„  i3„)  =  0  (58) 

une  équation  quelconque  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  ;  q^,  ^j, ...  ç'nSont  les  variables  indépendantes  z^  la  fonction 
et/3j,  Pj,  ...  p„  les  dérivées 

Soit,  en  outre,  •  •     - 

«  • 

f{q\,  ^2' 7n»  ^^  ^u  «i. an)  =  0  (n9) 

une  intégrale  complète  de  l'équation  (58).  On  regardera 
l'une  des  n  constantes  a,,  ff^,...  a„,  la  demière.fln  par  exemple, 
comme  une  fonction  des  n  —  1  autres;  en  d'autres  termes, on 
posera 

«11  =  ?  («1,  «2, ^n-i)- 

L'intégrale  générale  de  l'équation  proposée  (58)  résultera 
de  Télimination  de  oj,  a^,  ...  a„^^  entre  l'équation  (59)  et  les 
dérivées    de    cette    équation    par  rapport    aux    paramètres 

ûj,  a.^j  ...  Cln—i* 


J 
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557.  Dans  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre  et,  en  particulier,  dans  la  mé- 
thode de  Jacohi  que  nous  exposerons  tout  à  Theure,  il  est  sou- 
vent avantageux  et  parfois  nécessaire  de  remplacer  le  typé  gé- 
néral 

«  • 

F(â^i, <?«>^»Pi, Pn)  =  0  (60) 

par  le  suivant 

?(^l. qn,Pt />n)  =  0  (6i) 

où  ne  figure  plus  explicitement  la  fonction  inconnue  z*  On  y 
parvient  par  une  transformation  très  simple  mais  qui  introduit 
une  variable  indépendante  de  plus. 

En  effet,  représentons  sous  la  forme  implicite 

T(?i.  <?.. qn,z)  =  0  (62) 

rintégrale  z  de  l'équation  dliléi-entielle  (58) 

En diiïérentiant (61) successivementp^r rapportait,  g,,  ...^n, 
on  a 

fty,  +  w  ''♦       "• ôg,  ^  ôz  P"  —  "• 


• 


d'où  Ton  tire 

«—  —  ^'  n—  _J^ 

m 

Eu  portant^ceà  valeurs  dans  (38)-  on  obtient  Téquation 

f(?. ?».-.-4 -^i=« 


iijS 


qu'on  peut  écrire 


^{'J' <?-'^'§; £•&)=<*• 


1 


II 
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Soas  cette  forme  on  voit  que  cette  équation  (62)  qui  rem- 
place l'équation  différentielle  proposée  (58),  contient  les  n  + 1 
variables  indépendantes  ^,,  ...  g»,  x,  et  les  dérivées  du  premier 

ordre  ^»  •••  ^  *  vl  *  m^iis  où  t  ne  figure  plus  explicitement. 


Intégration  du  système  de  ni  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  d^one 
fonction  de  n  variables  indépendantes. 
(Méthode  de  Jaeobi). 


558«  Enoncé  du  problème  : 

Trouver   une  fonction  \   de  n   variables   indépendante 
q^,  q^,  ...  qn,  étant  données  m  équations  (m  <  n)  distinctes 


fà  (7if  ^i>  •••  9nf  Pif  Pt7  ..•  f>i.)  =  0    f 


(63) 


enlre  ces  variables  et  les  dérivées  partielles 

_  dV  _  *V   .         _  ftV 

La  fonction  V  n*entre  pas  explicitement  dans  les  équations 

(63). 

Ces  équations  (63)  donnent  m  des  quantités  p^,  ^,,  ...p.^û 
fonclion  des  (n  —  m)  autres  et  des  variables  q^,  q^,  ...g,.  H 
s'agit  donc  de  trouver,  entre  p^,  p„- ...  p„,  q^,  q^,...  qn.  (»— w) 
autres  relations  telles  que,  si  Ton  tire  de  ces  équations  jointes 
aux  premières  les  valeurs  depj,  p^,  ...  p„  et  que  Ton  substitue 
ces  valeurs  dans  Texpression 

dW^Pidqi  -i-Pidq^-^  ...  -h  Pndqn, 

le  second  membre  devienne  un^e  différentielle  exacte. 
L'inléi^ralion  de  cette  expression  donnera  alors  la  fonclion  Y. 
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550*  Conditions  d'intégrabilite.  Soient 

^  (^l»  9it  •••  Çnf  Pi,  Pgy  ...  Pn) 

deux*  fonctions  quelconques  des  quantités  g^  g,,  ^.  qn^Pi^p^^ 
...  p„.  On  nomme  crochets  de  ces  deux  fonctions  l'expression 


a  =  n 

«  =  1 


ôF 

d4> 

»îa' 

»?« 

6F 

ft* 

ft;;,' 

»Pa 

(64) 


et,  l'on  'désigae  habituellement  cette  somme  de  déterminants 
par  [F,  *]. 

Par  exemple,  si  l'on  a  . 

•     F  =  gî -h  îî -h  pî  +  pî    .et      *  =  op, g, -h  ôp, y„ 


on  a 


[F.  ♦]  = 


2?i,     api 

-h 

2  g,,     6p, 

2p^,    aq^ 

2p,.    «.j^. 

aaCîî-pî) 

+  2 

Hil-PÏ) 

Il  importe  de  remarquer  que  si  l'une  des  fonctions,  *  par 
exemple,  se  réduisait  à  une  constante,  le  crochet  serait  nul. 
Ainsi,  Ton  a 

[F,  con8t]  =  0        et         [F,  O]  =  0. 

560.  Ces  définitions  étant  établies,  voici  un  théorème  im- 
portant:. 
Pour  qu^un  système  de  n  équations  distinctes 


F,  =  0,    F,  =  0,    ...  F»  =  0 


(65) 


soit  tel  que  les  valeurs  de  pj,  p,,  ...  p«  qu'on  en   déduit  rende 
Fexpression 


Pi  dqi  -+-  Pt  dq^  -h  ...-+-  Pn  dq. 
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une  différefiitielle  exacte^  il  faut  et  il  suffit  que  les  cr<h 
chets  de  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  fonctions 
F^y  i^j,  ...  Fn  soient  nuls,  soit  identiquement ^  soit  en  vertu  des 
équations  (65). 

En  effet,  soient  F  et  *  deux  quelconques  deis  fonctions  F^, 
F,, ...  F„,  et/pour  Itbréger  les  écritures,  supposons  n  =  3.' 

En  dîfféreniiant  les  équations 

par  rapport  à  y,,  on  a  '  •  • 

•  d*où,  en  multipliant  la  première  par—  et  la  seconde  par  —  , 
et  retranchant, 

'  ôF  ô^ ^  ^ /^'^       ôF  ô*  \  dp, 


/ôF  5*    ,   £F  ^\  ôp. 


En  opérant  par  rapporta  q^,  puis|)ar  r^pf  ort  à  ^^  comme 
nous  venons  de  le  faire  pour  q^,  on  aurait 


dF  &* ^  ^ /^  ^       ^  ^\  32i 

^  '^  "~  ^Pi  ^a  ""  Wi  ^Pt        ^1  ^/  ^ 

ôF   b*  5F  ^ Y^  ^        ^  ^\  5£i 

^t  ^8  ""  ^  ^  ""  \ôPi  Î^Pa  "*"  ^Pa  ^1/  ^3 

/  ôF  ô*       ôF  5<l>  \  apg 

"*"  Wi  2>Pa  "^  î^Pa  î^t/  ^3 
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L^addition  «des  trois  équations  précédentes  donne   .  .  . 

„  àF  ô4>  ( 


H- 


ôF  ô* 
ôF  ô* 
ôF  ô*  ( 

ôF  5*  ( 

^Pz  ^Pi  ( 
bF  ô*  C 


Ô7, 

.  »P3 
89, 

6p, 

52} 

c'est-à-dire 


[F.*] 


■     ôF 

8pl 

ôF 

»P»      - 

.       6Pl 

.bF 


(66) 


•I 


Sous  cette  forme  du  crochet,  le'  théorème  est  évident. 

D*abord,  la  condition  est  nécessaire;  en  effet,  sipi^  p,,^,  ont , 
des  valeurs  telles'  que  jo,  âq^  4-  p^  dg^-^  Ps  dq^  soit  une  diflé- 
rentielle  exacte,  tous  les  éléments  de  la  première  horizontale 
sont  nuls  ;  done  le  crocket  e0t  nul. 

En  second  lieu^  la  condition  est  suffisante.  En  effet,  si  le 
déterpainant  précédent  et  ses  deux  analogues,  sont  nuls,  on 
aura  trois  équations  du  premier  degré  et  homogènes  entre  les 
trois  éléments  de  la  première  ligne  horizontale  ;  le  déterminant 


A  = 


»F, 

oF. 

6F, 

6pi 

ôp, 

ôp, 

ôF, 

ôF. 

bF, 

^>p^ 

ôft 

¥» 

?Fj 

î>F. 

ôF, 

ôpj 

»p, 

»?. 

(67) 


t 

sera  le  déterminant  formé  avec  les  coefficients  de  ces  trois 
éléments  iktns  les  trois  équations;  il  est  d'ailleurs  différent 
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de  zéro,  sans  quoi  d* après  un  théorème  connu  des  déter- 
minants fonctionnels,  les  fonctions  Fj,  -P,,  F,  ne  seraient  pas 
distinctes  ;  donc  il  faut  que  les  trois  éléments  considérés  qm 
jouent  les  rôles  des  inconnues  dans  les  trois  équations  homo- 
gènes soient  nuls. 

SOI.  11  importe  de  voir  à  quoi  se  réduit  le  développement 
du  crochet  [F,  *]  quand  F  et  *  ont  quelques  compositions  spé- 
ciales .    • 

1'^  Supposons  qu'on  ait 

F  =  F  (çt,  9,,  ...^«*Pf4  i»p,  +  s,  ...p«) 

*=Pi—  <p(î„  ^2.   —  9n,  Ps -{  if  Ps  +  i.     -  Pn) 

I  étant  inférieur  ou  égale  à  s.  On  voit  alors^  sur  Texpressiou 
générale  (63)  du  crochet,  que  tous  les  déterminants  relatifs  à 

a=  f,  2,  ...  t  —  f,      2-hf,     14-2,  ...« 

sont  nuls  ;  car,  pour  toutes  ces  valeurs  de  a,  la  deuxième  ho- 
rizontale a  ses  éléments  nuls;  de  plus,  pour  a.=  î  le  déter- 
minant se  réduit  à 


ôF 

bf 

«^.' 

^i 

0 

i 

ou  à 


dF 


On  a  donc,  pour  la  valeur  réduite  du  crochet, 


:p.*]  =  ^- 


ôF    ô(p 

ôF_ 

a  =  H 

1 

ôF  ^f 

(68) 


2^  Soient  i  et  k  deux  nombres  tels  que  Ton  ait 

t  <  A.        k<s 
et  considérons  les  formes  particulières 
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Oa  aura  dans  ce  cas 


'  Ji'*- 


m 


a  =  n 


[F,  *]  =  _  ^  -f--^^  +       2 

a  =  «  +  1 


1  »/■  ^ 

(69) 


562.  Propriété  des  crochets  et  TH^dRÈME  de  Poisson. 

Si  fy  <p,  ^  sont  des  fonctions  des  2n  variables  q^,  y^,  ...  j„, 
Pi»  Pj»  •••  Pn  considérées  comme  indépendantes ,  on  a  identi^ 
que  ment 


[A  [?.  w]  -+-  [?,  w,  n]  -+:  [*.  [A  ?!].=  0 


(70) 


En  effet,  si  on  développe  Texpres^ion  (70),  on  aperçoit  im- 
médiatement que  chacun  de  ses  termes  est  le  produit  de  trois 
facteurs,  qui  sont  une  dérivée  du  second  ordre  de  Tune  des 
fonctions  et  une  dérivée  du  premier  ordre  de  chacune  des  deux 
autres  fonctions. 

Considérons,  par  exemple,  les  termes  qui  contiennent  une 
dérivée  du  second  ordre  de  /";  tbut  revient  à  démontrer  queces 
termes  s^entredétruisent.  Or,  d'une  part  ces  termes  ont  Tune 
des  trois  formes 


;3i 


a  pouvant  être  égale  à  p  ;  d'autre  part,  les  termes  de  cette 
espèce  proviennent  tous  de 

[?,  ['^,  n]      et  de      [^,  [/•,  ?l] 

et  Ton  reconnait  avec  un  peu  d^attention  que,  à  chaque  terme 
de  cette  espèce  provenaiit  àe  la  première  de  ces  deux  expres- 
sions, répond  un  terme  égal  et  de  signe  contraire  provenant 
de  la  seconde. 

503.  De  ce  lemme  résulte  un  théorème  fondamental  dû  à 
Poisson  : 


i 


•J^ 


>;  .*'  •  «  ^r  ^  £f-i.r  *:-.:ti:n$  de  7  ,  7,,  ^. -y.,  p^, p„  ...patelles 
p  .  '  i  :  z.  :.==•;  f.i;.  ^-1  oat'^^  F  équation  liuécdre  aux  dé- 
^  :--^-  :'f,-r-^.*'?t  rf*  r'i'^i^r  ordre 

>■     /]=<'-  (71} 

f*  •  :-^  ./  *^  U  *:  .:;t:.a  inconnue.  Si  /,  «/  wwe  solution  de 

.'-;*.c:*.*  T!  .  f^rpresficH  '/^,  /.]  jey»  9mentmveil€  solution 

Là  r-f'  "  ■^A.ar**^  T  !  .-  â  cc«&-i:ûoB  toutefois  qee  cette  expressioQ 

^  réiècse  ni  à  léro,  m  à  iiiie  conëtante  ni  à  une 

* .  :i;  L:rs  on  n'aurait  pas  une  solution  nouvelle 
'^  ""• 

Ea  t:!!*:,  fxrnts  I«  kmme  précédent  (n*^  363),  on  a  l'identité 

;'■  >-  ^;  H-  ;.-  :i.  a:]  -^-  >,  i/;.  ?]] =0] 


•V  • 


WL  i-jirf  »:c^  #vùLe  iiTp->ck^se  [»,  i]  =  0,  [f ,  /,]  =  ft,  m 
>r*ii^:  a 

Il  j:if  l.-i  eirrjne  pr^:Î5^nient  que, dans  le  cas  où  |]'t'»/il  n'eslni 
•it  :li.  iz.-*  zi-*- :  z:illr  ni  c>:  asUote,  elle  est  une solulion  de  (TJ)(*). 

*  .VI:^  ir:a£ï  f^Ti  11  sircLe  cias&iqae  pour  la  démonstration  du 
'.it-rr^s*  5»  ^>jrïO^  0:1  p»>amit  t  parvenir  antrement  à  ^aide  d'un 
ii-frr:3e  i..fç-Lrt  é.  i  M.  fchJ.  théorème  d'ailleurs  équiTalent  â  celui 
i.*  ?:^s:2..  ::zizir  la  c::a4r»*  M.  Appel    comptes  rendus,  1901).  Voici 

• 


<;  »  .'s:  1-if  L'.*.^  -i^  v  .V  >>5:c-*!r,  i7  e^i:^e  if e>^  fonctions  \^  Xj,  ...  V*^^»^ 

e%  se  *  vtt  11^^,  0»<  fonctions  à.  des  yariables  jt/  sont  dovmées  par  les 
r  e-^uiiions  i:ix  dfrWes  partielles 
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564.  Problème  auxiliaire  : 

Etant  données  s  fonctions  {s  <.  n)  de-  la  fornte 


Pi  --?i  (S'i»  ^%y  •••  9inyp,^ij  f>*4-»»     ••  Pn)     \ 
P%  —  ?2(^1»  9%^  •••  9n,P$-\-xy  P#+8»   •••  Pn)     ( 

\ 


(A) 


e/  /e//^j  jwe  leurs  croches  deux  à  deux  soient  nuls,  trouver 
une  fonction  F  (^^ ,  g,,  ...  s^»,  p#  +  ^  ii,  +  ,,...  p„)  dont  les  crochets  ' 
avec  chacune  des  précédentes  soient  nuls. 

On  a,  pour  dcterminer  F,  les  équations  linéaires  et  du  pre- 
mier ordre  aux  dérivées  partielles  (n<>  561 ,  1®) 


a  ^  n 
a  =  n 


dt  =s  n 


ôF 

»7« 

ôPt 

ôF 

ôF 

■  ôF 

»7. 

ôF 
»P. 

ô<p, 
»P« 

(*') 


(2') 


M' 


La  fonction  cherchée  F  est  donc  une  solution  commune  aux 
s  équations  précédentes,  et  il  s'agit  de  trouver  une  solution 
commune  sr  particulière  qu'elle  soit,  en  profitant  de  la  forme 
spéciale  de  ces  équations. 

A  cet  effet,  on  cherchera  une  solution  particulière  de  l'une 
des  équations  précédentes,  par  exemple  de  la  première  (1')  ;  soit 
TDi  cette  solution  ;  en  substituant  »i  à  F  dans  une  autre  des 
équations  précédentes,  la  seconde  (2')  par  exemple,  le  résultat 
de  cette  substitution  sera 


w,  =  —  ,— ^  H- 


=  n 

2 


a  =  1  H-  1 


(72) 
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et,  s*ii  n'est  ni  constant,  ni  nul,  ni  une  fonction  de  is^  ce  sera 
une  nouvelle  solution  de  (T).  En  opérant  sur  m^  comme  on  Ta 
fait  sur  m^  ce  qui  revient  à  remplacer  dans  l'égalité  précédente 
r^^  par  w^y  OU  trouvera  une  nouvelle  solution  w^  de  (!'),  et  on 
continuera  de  la  sorte  jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  résultat  ^^^ 
qui  soit  ou  nul  ou  consianl  ou  /onction  des  résultats  précédeiiU 
^it  V3j.  •..  ^{1-1  et  des  quantités  q^^  q^,  ...  ^«qui  sont  considérée 
comme  des  constantes  dans  Téquation  intégrée  (l'j;  Tune  de 
ces  trois  circonstances  ne  saurait  manquer  de  se  présenter»  i:âr 
à  dt^faut  des  deux  premières  la  troisième  arrivera  forcément 
après  un  nombre  limité  d^opérations,  puisque  le  nombre  ie$ 
solutions  particulières  de  Téquation  (T)  est  limité. 

Examinons  ces  trois  cas  en  commençant  par  le  dernier  qui 
comprend  les  deux  autres. 

1**  Si  Ton  a  o=  /*  Wj,  w^,  ...  vs^^^  q^,  S'a»  •••  ?«)>  c'est  qu  alors 
une  fonction  quelconque 

X(to,,  bj,,  ...  Wj^_|,  Çj,  q^y  ...  fg) 

des  mêmes  quantités  est  une  solution  de  l'équation  (i')>  ^^on 
cherchera  à  déterminer  la  forme  de  cette  fonction  ^  de  façon  à 
ce  qu'elle  soit  aussi  une  solution  de  (2^),  c'est-à-dire  de  telle 
sorte  qu'on  ait 


a  =  n 


0  =  _î'- 


1 


dX 

*>?* 

«^. 

»?. 

6X 

ÙO, 

»p. 

îï>a 

Cette  équation  développée  donne 


0  = 


ô).         «>W 


Hz 


^] 


^yr 
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OU 


a  =  n 

■2 

«  =  «4-1 


ot  =s  n 


2 


«  =  »  +  1  •    r-- 


dm. 

fty, 

dm. 

ôX 


ônT..  _£ 


n 


^a-1 


^9i 


2 

«  =1  +   1 


5v 


v-i 


*ôm 


jt-1 


"P. 


on  enCn  à  cause  de  la  formule  (71)  et  de  ses  analogues 


0  =  — 


XSf. 


bnr, 


w. 


QTtj. 


ôX 


dnr 


fi-1 


(73) 


Cette  équation  est  linéaire  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre;  X  est  là  fonction  inconnue;  g»,  w„  ©„  ...  w^.^  sont  les 
variables  et  m^  est  une  fonction  connue  de  ces  variables. 

On  déterminera  une  intégrale  particulière  de  celte  équation 
c'est-à-dire  une  intégrale  du  système  correspondant 


dw. 


d'équations  diflérentielles  ordinaires  simultanées,  soit 

cette  solution  sera  une  solution  commune  aux  équations  (1') 

et  (2'). 

2^  si  Ton  a  w^  =  constante,   =  c^y   on   pourrait  opérer 
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co:iime   ci-d*.*5'^us,   mais  oa   voit  immédiatement  que  Tex- 

preséion  "^x-i  —  c^q^.  est  une  solatioa  commune  à{l') et  d(2  . 

EntiQ.  3*  si  l'on  a  «^u  =  ^>  on  est  dans  un  cas  particoliéi'  da 

précédent,  celui  où  c  est  nul  ;  donc  "o^—i  est  alors  une  solution 
commune  à  [l  )  et  à  (2). 

Nous  possédons  actuellement  une  solution  commune  à  (1', 
et  à  2  :  dés'gnons  là  par  O,,  il  s'agit  d'en  déduire  une  solution 
commune  à  (1  ),  [2  )  et  3  .  A  cet  effet,  nous  gtibstUuerons  ^.^ 
à  la  place  de  F  dans  l'équation  (3's  et  le  résultat  6,  de  la  sabsti- 
tulion,  s'il  n'çst  nul  constant  ou  fonction  de  0,  sera  une  nouvelle 
solution  commune  à  <  i'}  et  à  (2  ;.  En  substituant  de  nouveau 
ce  r»'^uUat  dans  3  )  et  ainsi  de  suite,  on  déterminera  une  série 
de  fonctions  6,,  6,,  ...  9^  qui  seront  des  solutions  communes  â 
(1  et  (2),  la  dernière  fonction  Op  étant  nulle,  constante,  ou 
fonction  de  9^,  W  ...  ^pj^  e\  des  quanliiés  q^^q^,  ...  q^  qui  sont 
considérées  comme  constantes  dans  les  équations  intégrées 
(i  et  (2  .  Si  fsz  est  nul,  6p_,  sera  une  solution  commune  à 
•  \i  (2  )  et  (3  î.  Si  %p  est  égal  à  une  constante  c^,  cm  aura  une 
sctlutton  commune  à  (1')  (2)  (3).  EnQn  si  ^p  est  une  fonction 
de  9j,  6„  ...  Sp.j  et  de  g,,  q^,  ...  g„  on  se  proprosera  de  satisfaire 
à  Téquation  (3  )  par  une  fonction 

Ç{6,,  e,,  ...  Op^j,  ^j,  q^^  ...  q,) 

w 

m 

et  Ton  verra  qu'il  sufGt  pour  cela  de  prendre  une  intégrale  de 
l'équation  linéaire 

ou  du  système  simultané  correspondant  ^ 

i   ^  e,  Op  *• 

Ayant  une  solution  commune  de  (V)  (2')  (3'),  on  opérera  de 
la  nn''me  manière  pour  en  déduire  une  solution  commune  â 
(I  ),  (2'),  (3),  (V);  êf  ainsi  de  suite.  En  "continuant  de  la 
sorte,  on  obtiendra  finalement  une  fonction 
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qui  sera  une  solution  commune  à  (!'),  {2!),  ...  (s'),  c'eat- 
qui  résoudra  le  problème  propos(5; 


565.  Voici  un  exemple  :  soit  le  système 


Pl  = 


p* 


9i 


Ici  on  a  n  =  4  et  j  =  3  ;  il  est  d'ailleurs  aisé  de  consl 
l'aide  de  la  formule  (68)  du  n*  361^  que  le»  crochets  i 
fonctiouB'deux  àdeuxsoat  nuls. 
-Les  équations  (!'),  (27,  (3')  son! 


avec 

*i 

— -Zlil 

P. 

avec 

T. 

=  2iJ& 

Pi 

«F        ftF 

»},^*!a)  =  o 

avec 

?a 

^!Ms 

ap,       «p.»?,/ 

5. 

ou,  en  effectuant; 

,  »F    ,      ■      »F 

""5?,+ '■'■if, 

,  SF               &F 

*9«              ^i 

=  0 

cF            »F 

bF 

=  0. 

''iS-«'^.^ 

"'*;' 

PrenoDs  une  intégral»  de  (76)  c'est'à-dire-  une  intégr 
système 

t/jj dq^ dpj _dF  _ 

î)  ~      çT  ~  /»(  ~  ''T  ' 

soit  m,'  =  ^.t' cette  intégrale. 

En  substituant  dans  (71)  et  dans  (75),  on  trouve  0 
Dono&  est  une  intégrale  commune  à  (74),  (73),  et  (76 

Nous  venons  d'opérer  de  la  manière  la  plus  simpl 
.  poiirrait,  pour  lavoir  une  application  plus  compléle  dei 
cipes  qui  précèdent,  procéder  comme  il  suit; 
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L'équation  (74)  répond  au  système  différentiel 


dq^  dq^  rfF 


on  déduit' de  là 


ïlîl  q  —  q  -r-  coast,         F  =  const 

d'où 

F  =  fonction  de  q,  *-  2L&i!? . 

On  a  donc  une  intégrale  de  (74)  en  prenaat 

Pi 
En  portant  dans  Téquation  (73)  on  trouve 

ni,  = *■ 

qui  n'est  pas  une  solution  nouvelle. 

Une  fonction  quelconque  X  de  q^^  g„  m^  sera  encore  une  so- 
lution de  (74);  déterminons  cette  fonction  X,  à  l'aide  de  Té- 
quation  (7.3),  qui  se  réduit  ici  a 

^        ôX  ôX 

le  système  correspondant  est 

dq^ dq^ d\ 

TT  r-^  —  0 

w 

qui  donne  la  solution  X=cjp^2  ;  on  constate  aisément  que  cette 
solution  qui  est  déjà  commune  à  (74)  et  à  (75)  satisfait  à  (76). 
Donc  enfin 

Pi 
est  une  intégrale  commune  aux  trois  équations  proposéi^s. 
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Problème  définitif 


506«  Nous  sommes  actuellement  en  mesure  de  résoudre  le 
problème  posé  au  a""  558  et  qui  est  le  but  final  de  cette  étude. 

On  commencera  par  résoudre  les  équations  données  (62)  par 
rapport  à  pi,  p,, ...  p^  c'est-à-dire  par  méttre'le  système  pro- 
posé sous  la  forme 

Pi  -^4'l  (îil  S'a»   •••  ^n, />»!  4- M  P»i  + jt  "*Pn)  =  0     j 
/^S  —  4'»  (S'i»  5^ï»   •••  înj/'m  +  i,  Pm  4-1,  ...  Pn)  =  0    / 

Pm  —  4'm(^i.3'a.  ...  Çny  Pm  +  pPin  +  jj  ...l>ii)  =  0      , 

P'après  ce  qui  a  été  dit  au  n^  560^  pour  que  le  système  (76) 
soit  infégrable,  c'est-à-dire  pour  que  les  équations  (76)  aient 
une  solution  commune,  il  faut  et  ilsufCtqu'on  puisse  leur  ad- 
joindre 72  —  m  relations  entre  ^,,  q^^  ...  çr„,  pm+  nPm-i-a»  -•.  Pn 
telles  que  les  crochets  deux  à  deux  des  premiers  membres  de 
ces  n  relations  soient  nuls,^âoit  identiquement^  soit  en  vertu 
de  ces  n  équations  elles  mômes. 

Donc  en  particulier  les  crochets  des  premiers  membres  des 
équations  (76)  pris  2  à  2  doivent  être  nuls  soit  identiquement, 
soit  en  vertu  des  n  —  m  relations  cherchées  ;  car,  ces  crochets 
ne  contenant  aucune  des  quantités  p,,  p,,  ...  p^,  il  n'y  aura  pas 
à  faire  intervenir  les  m  équations  proposées  (76)  pour  voir  s'ils 
s'annulent;  ils  doivent  s'annuler  soit  identiquementi  soit  en 
vertu  des  n  —  m  relations  nouvelles. 

Si  les  crochets  relatifs  aux  équations  (76)  s'annulent  iden- 
tiquement, le  système  (76)  sera  tont  préparé  pour  les  calculs 
ultérieurs  et  nous  expliquerons  tout  à  l'heure  ce  qu'on  en 
fera  (n^  567). 

Si  tous  les  crochets  relatifs  aux  équations  (76)  ne  sont  pas 
nulsidentiquement^  ces  crochets  effectués  donnent  des  expres- 
sions composées  avec 

^1»  S'î»  ••'  Çn*  Pm  +  l»  Pfn  4-  i>  .••  Pn 
Calcul  «nKiTésiMiL  45 
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A  lors,  si  dans  Tua  de  ces  crochets  les  quantités  p  a  entrentpas, 
c'est-à-dire  s'il  n*y  Ggure  que  les  variables  q^  le  problème  pro- 
posé sera  impossible  ;  car  l'annulation  de  ce  crochet  entraî- 
nerait une  relation  entre  les  variables  q^,  q^, ...  g„  qui  dès  lors 
ne  seraient  pas  indépendaotes  comme  on  }*a  supposé. 

Mais  si  Tun  de  ces  crochets  contient  une  ou  plusieurs  des 
quantités  p,  on  aura^  en  égalant  cette  expression  à  zéro,  ane 
équation 

■ 

qui  doit  être  vérifiée  en  vertu  de«  n  —  m  relations  cherchées. 
On  pourra  donc  prendre  cette  relation  comme  l'une  des  relations 
cherchées  que  Ton  adjoindra  au  système  (76)  après  ravoir 
résolue  par  rapport  à  l'une  des  quantités  pm^i^Pm^v  —P». 
par  exemple  par  rapport  kp^^^  dont  on  portera  la  valeur  dans 
les  équations  (76). 

On  aura  alors,  au  lieu  du  système  donné  (76)^  un  uouveaa 
svslème 

Pi  il   \lf  Qi3   •••  ?»»  P-i  4-  81  Pm  +  i»   •••  J'»)  =   0  \ 

Pi  Ti  ('^l,  9i'  •••  ^itt  P»4-t.  Pm  +  3,   •..  P»)  =  0  1 

.•     •     •  -^9 

P«  'r-t  Wl-  ?!•   •••  9n»  Pm^i.Pm^s*  '"  Pn)  =  0  l 

P'»  ^  I  —  ^-m  -K  ,  (îxi  ?2»  —  ^n,  Pm  -{-i^Pm-^-  3*   ...  PO  =  ^ 

m 

sur  lequel  on  recommencera  à  opérer  comme  on  vient  de  la 
fdlp.*  sur  le  système  (76). 

Ainsi,  on  formera  tous  les  crochets  deux  à  deux  du  svs- 
teîiie  {"\  ;  leur  expression  aura  Tune  des  trois  formes 

11,  •         •  •      .        '    , 

F  7i,  7^,  ...  9„), 

S'ils  sont  tous  de  la  première  forme,  c*est-à-dire  égaux  à 
zoro,  le  système  sera  préparé.  Si  Tun  deux  est  de  la  seconde 
forme,  il  y  a  impossibilité.  EnGn^  si  un  crochet  est  de  la  troi- 
sième   forme,    on  l'égalera  à  zéro  et  Ton  aura   ainsi  une 
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équation  aouvelle  qu'oa  adjoindra  aux  précédentes  (77)  après» 
l'avoir  résolue  par  rapport  à  ^  ^. ,.  et  avoir  substitué  sa  valsao 
dans  (77)  ;  on  obtiendra  de  la -sorte  un  nouveau  système 

Pi  —  4'i  (îi.  q%f  •••  7»>  Pm  +  s»  •••  p»)  =  0 

1>2  —  'l'fCS'l*  9W   •••  î'n»  Pm +  3»   —  Pn)  =0         . 
Pm  +  8  —  'î'ip  +  a  (î'i»  9j/---  î'ifPm+s»  !••  Pn)=^0 

On  opérera  sur  ce  système  comme  sur  les  précédents  et  l'on 
continuera  de  la  sorte  (à  moins  qu'on  ne  tombe  sur  un  crochet 
qui  soit  fonction  seulement  des  quantités  g,  ce  qui  dénoterait 
une  impossibilité)  jusqu'à  ce*  qu'on  trouve  un  système  cle  n 
équations.  Alors,  si  les  crochets  des  n  équations  sont  tout, 
nuls,  le  système  sera  préparé.  Mai?,  si  les  crochets  *ne  sont 
pas  tous  nuld,  il  y  aura  encore  impossibilité;  car,  en  com- 
binant avec  les  n  équations  l'un  de  leurs  crochets  non  nul  et 
éliminant  p^,  p^,  ...  p^  on  arriverait  à  une  relation  entre  les 
quantités  q^,  q^,  ...  q^  seules,  qui  par  suite  ne  seraient  pas  in- 
dépendantes. 

Donc,  en  dernière  analyse,  si  le  problème  est  possible,  on 
parviendra  à  un  système  tel  que  le  système  (A)  du  n^  564. 

567.  —  Cela  posé  si  5  =  «,  le  problème  sera  résolu;  on 
portera  leâ  valeurs  dep^,  />„  ...  p„  4|ins  l'expression 

qui  sera  une  différentielle  exacte  et  dont  l'intégration  don- 
nera z  avec  une  constante  arbitraire  ajoviée  a  z. 

Si  s  est  <  n,  (il  ne  saurait  être  plus  grand,  par  hypothèse) 
on  appliquera  au  système  (A)  la  solution  du  problème  auxi- 
liaire (n**  564),  ce  qui  fournira  une  fonction  •      -  •      •    - 

'F  (îi»  S'j»  •••  (?»»P»  +  t'  •••  P«) 

dont  le  crochet  avec  chacune  de  celles  du  système  (A)  sera 
nul.  On  adjoindra  donc  aux  équations  du  système  (A)  l'équa- 
tion nouvelle  ■      •     .     * 


708  CHAPITRE   XV 

OÙ  s,  désigne  one  constante  arbitraire  ;  après  Favoir  résolue 
par  rapport  à  />«^|,  on  portera  la  valeur  de  pt^t  dans  les 
équations  (A),  et  l'on  aura  un  système  nooveau 

Pi  —  *^i  (?l.  7l»  —  ?"•  P»  +  f»  —  Pn   =  ^  ] 

Pi  -^  «^1  (7i.  îi'  •••  9«'  Pt  + 1.  -.  Pm)  =  0  ( 

sur  lequel  on  recommencera  tout,  c^est-à-dire  sur  leqnel  on 
opérera  comme  sur  le  système  (76). 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  Bnalement  à  un  système 
de  71  équation:*,  d'où  Ton  tirera  les  valeurs  de/),,  p,,  ...  p^  avec 
des  constantes  arbitraires,  et  qui  seront  telles  qu^en  les  portant 
dans 

ih  =  p,  dq^  -H  Pj  dq^  -h  ...  4-  p.rfç» 

on  ait  une  différentielle  exacte.  En  Tintcgrant  on  aura  IJin- 
connue  z  à  laquelle  on  ajoutera  une  constante  arbitraire. 


568.  Exemple  : 
Soit  le  svstème  • 


PiP;  — ^1^3  =  0; 


on  le  met  sous  la  forme 


*  Pz  *  Pi 


dont  le  crochet  f n*>  (561)  ]  est 


'^Qi      ^j      W3ÔP3      ^Pz^iJ      Wi^^*      ^Pi^^*/ 


avec 


^"     P.  '~     P4      ' 
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ce  crochet  est  donc 

0  =  -  &  -  »-'  +  11'  — î'Ji  -o)  +  lo-  -t'ii  ti] 
Pt      P.       VP*      Pi  /      \  Pî      Pj 


0  =  ?!  _  îl  _  ?i<'^i  _^  îcitlij      , 

p.  P4  PiPÎ  PlP. 

0=P»PÎ?i  —  PÎPWs  —  îl?lî»P.  -I-  îlîtîlPa 
p.  Î.P!  —  (p!  Si  +  ?.  «.  ».)  Pi  +  »f  «I  «1  Pi  =  » 


p!?i  +  g.g.g.±lp!?. -gi?.g.). 


de  là  les  deux  valeurs 


f        2p,q'  q. 


On  a  donc  les  deux  systèmes, 


,  _  2i1j  =  0       p.  -  2^  = 


Prenons  le  premier  système.  Il  est  aisé  de  constater  que 
crochets  de  ses  équations  deux  à  deux  sont  nuls  ;  le  systè 
est  donc  préparé  et  il  faut  lui  appliquer  te  problème  auxilia 
(a"  364)  c'est  précisément  l'exemple  du  n"  565  ;  on  trouve  pi 
intégrale  commune  aux  trois  équations 
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OÙ  a,  désigne  une  constante  arbitraire  ;  après  l'avoir  résolue 
par  rapport  à  p«+|,  on  portera  la  valeur  de  p,^^  dans  les 
équations  (A),  6t  Ton  aura  un  système  nouveau 

Pi  —  ^i  (î'ii  ^1»  •••  ^«t»  P«+ 1»  •••  Pn)  =  0 

sur  lequel  on  recommencera. tout,  c'est-à-dire  sur  lequel  on 
opérera  comme  sur  le  système  (76). 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  finalement  à  un  système 
de  n  équations,  d'où  Ton  tirera  les  valeurs  dep„  p,, ...  p^  avec 
des  constantes  arbitraires,  et  qui  seront  telles  qu^en  les  portant 
dans 

dz=Pi  dq^  -+-  p^  dq^  -+-  ...  4-  Pndqn 

«      M 

on  ait  une  diiTérentielle  exacte.  En  l'inti^grant  on  aura  IJin- 
connue  z  à  laquelle  on  ajoutera  une  constante  arbitraire. 


568.  Exemple  : 
Soit  le  système  ■ 


PiPz  —  9i^i  =  ^ 


on  le  met  sous  la  forme 


p,-?«i*==0,       p^_2l2s_o 

^*         Pz  ^*         Pi 


dont  le  crochet  [n^  (361)]  est 


dq^        bq^        V^^a^Pa        ^3  ^s/         \^^^Pi        ^Pi.^J 


avec 


^""    P3  ^  P.     ' 
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ce«rocIiet  est  donc 

0  =  -  «J  -l'  +  (h  —1;Ja.-o)  +  fo  -  -  îj  1t  b) 
Pi       P>       VP4      Pï  /       V  Pî      pj 


0  _  ?i  _  ïi  _  îiii?*  _^  Viltî?  . , 

p.     Pi      p,p!       P.p. 
**  =PiP'?i  —  PÎPWi  —  î.îiîiP.  -t-  îiï.îiP. 
AîiPî  —  (pîît  -*■  gi?)y»)P3  +  gig.?tPt  =  o 

''         '  2p7î; 

Pi9. -l-g.?.?.±(p!?, -g,?.9.)  . 


de  là  les  deux  vsleurs 


'      2  p.  »■        », 


2p.r 
'■        2p.?.  P. 


On  a  donc  les  deux  System 


p.         ■       ^'       Pi  "       ?. 


''       P.  '■       ft  ■       P. 

Prenons  le  premier  système.  Il  est  aisé  de  constater  qu( 
crochets  de  ses  équations  deux  à  deux  sont  nuls  ;  le  systt 
est  donc  préparé  et  il  faut  lui  appliquer  le  problème  auxilii 
(a°  56i)  c'est  précisément  l'exemple  du  n°  565  ;  on  trouve  p 
intégrale  commune  aux  trois  équations 
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Nous  laisserons  aa  lectear  le  soin  de  reconstituer  le  raison- 
nement relatif  à  ce  cas;  mais  nous  croyons  ntile  de  traiter,  à 
Tappui  de  la  méthode,  une  série  d*exemples  qui  seront  plas 
instructifs  qae  de  longs  préceptes. 


Exemples  relaf  ITs  an  cas  iTiiiie  seule  équation 


590.  Soit  Téqaation 

On  en  déduit^  en  résolvant  par  rapport  à  p^, 

^'       Pt 

m 

Puis,  on  cherchera  une  intégrale  du  système  simultané 

'^      Pt 

Or,  en  considérant  les  deux  derniers  rapports,  on  a 

Çt         Pi 
et  par  suite,  en  intégrant, 

Cette  relation  permet  de  mettre  p^  sous  la  fornr.e 

et  l'on  a,  par  suite^ 

«g 


ÂQUATIONB   AUX    DERIVEES    PARTIELLES    DU    PREMIER    ORDRE       713 

d'où  résulte 

qui  est  une  intégrale  complète  de  l'équatioa  dinéreotielle  p 
posée. 

571.  Soit  l'équatloo 

Piîî— Pî=2«,- 

On  aura  d'abord 

^'  '/; 

puis  le  système  simuttaoé 

dq rf£j dpf 


ce  qui  permettra  de  mettre  p,  sous  la  forme 


et  enfin 
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m 

'59S.  Soit  réquatioh 

Pi  PrPt  ~  9i  9à  ïa- 

m 

On  aura  d*abord 

^*  PtPz 

Puis,  le  système  simultané 

1  îl^iiLa         ^i  ^2 ^3         ÇjÇz        2l& 

i>li>3  Pt/».?  •        PÎPs        PtPz 

donne,  -par  la  considépation  du  deuxième  et  du  quatrième 
rapports. 


P.        9i 


d'où' 


«sS'21 


et  par  suite 


Gela  posé,  on  considérera  l'autre  système  simultané 

û«Pi      «•/>• 
dont  les  deux  dermers  rapports  donnent 

on  aura  donc,  en  substituant  cette  valeur  de  p^  dans  rex« 
pression  précédente  de  j9,, 


Pi>  = 


«s^s  '  . 
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e\,  par  suite, 

Ujtt, 

On  obtient  ainsi^  pour  la   solution    complète  de  réqualion 
proposée 

2z^a^  =  ^  4-  a,^  4-  a, ql 

593*  —  Soil  Téquation 

Pi  9Î  -+- i>j  ^î  +  2p3,ç,  3^3  -t-  3p3  =  0. 
On  aura  d* abord 

m 

#i=  — p(9Îf>»-l-2^i?iPi-*-3/>,).  ^ 

Puis  le  système  «îmnHaDé 

a 

îfîi  —  «^?»  —  '  <^g»     ^  e^  _  _  ^ 

T  —  X  —  2  g.  y, -4- 3  —  ir  2£, 


îT  •  94 


donnera 

Pi.=  «j. 
et,  par  suite,  ^,  deviendra 


;>i'  =  —  «t  —  fi  (2?,  y,  +  3)- 
Gela  poséy  on  considérera  Tautre  système  simultané 

îî  ^  _  *  ^'        ^         ,  Ql 
dont  les  deux  derniers  rapports  donnent 

P.8i  =  «»- 


t*.^ 
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On  a  donc 


Pz  =  d*       Pi  =  ^if       Vi  = 
et,  par  suite, 


-«. --^(2?iî, +3), 


dz  =  (—  a,  —  t5i^  _  ^»j  dq^  -4-  a.rfg-,  -»"  Jj  «^a. 


OU 


dz  =  d(—  «j  ^f,)  +  rf  -î  -t- 


Oa  déduit  de  là 


-r  -+-  a^  = 


pour  rintégrale  complète  de  Téquation  proposée. 


CHAPITRE  XVI 

ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELL 
DU  SECOND  ORDRE 


Obiet  de  ce  CbapKre 


57-i.  Il  n'existe  pas  de  méthode  générale  pour  inté| 
équations  aux  dérivées  partielles  dont  l'ordre  est  sopéi 
premier. 

Cependant  on  est  parvenu  à  traiter  avec  succès  q 
types  particuliers  que  nous  allons  faire  connaître  et  <\ 
susceptibles  de  nombreuses  applications. 

Équation  «le  la  corde  vibrante 
llltitbode  de  Dalembert 


575.  L'équation 


est  célèbre  dans  l'histoire  des  Mathématiques  ;  on  la  re 
à  propos  des  cordes  vibrantes,  des  tuyaux  sonores  et 
Théorie  de  la  Chaleur.  «  C'est  Dalembert  qui,  le  pre 
(  considéré  celte  équation  et  en  a  donné  l'intégrale  c< 
•  avec  deux  fonctions  arbitraires  ;  il  a  fait  voir  de  plu 
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c  ment  les  foociioDS  arbitraires  se  déterminent  au  moyen  des 
«  conditions  relatives  aux  points  extrêmes  de  la  corde  ainsi 
•«  qu'à  l*élat  initial,  et  comment  une  discussion  détaillée  des 
€  formules  conduit  ensuite  à  reconnaître  le  caractère  pério- 
«  dique  et  toutes  les  circonstances  du  phénomène  physique 
«  auquel  Féquation  répond.  Pkr  cette  application  capitale, 
c  Dalembert  a  montré  toute  retendue  et  toute  Timportance 
c<  du  Calcul  aux  dérivée^  partielles  alors  à  sa  naissance  et  à 
c  peine  connu  et  défini  ^  O- 
Dalembert  écrit  d*abord  l'équation  (I)  sous  la  forme 

ô    -  0  — 

qui  exprime  la  condition  pour  qoa  l'expression 

soit  la  diiférentielle  exacte  d'une  fonction  de  :r  et  de  y. 

Posant  alors 

-^  dû?  -+-  a»  ^    c?6  =  dUy. 
et  remarquant  que  Ton  ^  déjà 

-ft  rfO  -i-  -  dx  =  dz. 


le  célèbre  géomètre  obtient 


(sf  "^  "^  Sï)  ^(^  "^  ^^^  =  d{u  H-  aj), 


d*où  il  conclut  que 

^z     '     ^z 

ôï  -^  *»  ôi     ^'    «  +  *''• 

C)  LiouviLLE,  note  VII  de  la  5*  édition  de  l'Ouvrage  de  Mongk  inti* 
tulé  :  Application  de  l'Analyse  à  la  Géomélric. 
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sont  des  fonctions  dex  -¥-  aO. 
Gomme  on  â  pareillement  - 


( 


sf-«S)^(^-^®)  =  ^(^"-^^)' 


on  voit  que 


bz  àz  . 

-T  —  a  --         et        u  —  az. 


sont  des  fonctions  de  x  —  aO. 
On  a  donc  à  la  fois 

w  -t-  a^  =  «Pi  (a?  -t-*a6),        u  —  az  =  ^^[oc  —  a6), 

et,  par  suite,  en  retranchant  et  divisant  par  2  a, 

4r  =  <p  (a?  4-'  aô)  -t- 1]^  (a?  —  «6).  (2) 

\.  Il  restQ,  à  déterminer  les  deux  fonctions  arbitraii^es 


?  et  't. 

A  cet  effets  commençons  par  indiquer'  la  signification  de 
chacune  des  lettres  qui  entrent  dans  Kéquation  (i). 

A  et  B  étant  leÀ  extrémités  de  la  corde  vibrante,  désignons 
par  AX,  AY,  AZ,  trois  axes  de  coordoi^nées  rectangulaires 
ayant  le  point  A  pour  origine  ;  A5Ç.  est  d*ailleurs  dirigé  i^uivant 
AB.  . 

La  corde  vibrante  est  supposée  se  déplacer  dans  le  plan 
ZÀX^  et  z  désigne  l'ordonnée^  à  Tinstànt  6,  du  point  M  dîe  la 
courbe  dont  Tabscisse  est  x. 

Cela  posé,  la  fopctioa  cherchée  z  doit  non  seulement  satis*- 
faire  à  Téqliation  (2),  mais  encore  remplir  des  conditions  de* 
deux  sortes  :  1**  les  conditions  initiales^  qui  expriment  que 
Ton  connaiti  à  Torigine  du  temps  (ft  =  jO);  pour  chaque  valeur 

de  or,  les  valeurs  de  ^  et  de  -g^,  c'est-à-dire  la  position  initiale  ^ 

de  la  cofde  et  les  vitesses  initiales  de  ses  divers  points.  —  2^ les 
conditions  aux  limites  qui  expriment  que  :^  est  nul,  quel  que 
soit  6,  aux  points  A  et  B. 
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S7Y.  Considérons  d'abord  les  conditions  initiales. 

>Oll 


z=f  r,        l^  =  /;(j5},  (3) 

poar  4  =  0.  En  introduisant  ces  conditions  dans  Téquation  i2) 
et  dans  la  dérivée 


'-  =  a^'  (c  -T  ah  —  aV {x  —  a^j 


par  rapport  à  ^^  on  obtient 

?  (r,.  +  ^  (x)  =  A  (a?),  (4) 

?'  ic^^  -  y  (ce)  =  \  /-<..).  (3, 

Mais,  en  intégrant  cette  dernière  par  rapport  à  or  et  posant 


-    I  f,{x)dx  = 


F(x),    ■  (6, 


on  a  '  • 

?  I^)  —  4^  {^)  =  F  (a?)  -h  C.^  (7) 

D  es  lors,  cm  déduit  de  (4)  et  de  (7) 

-  .  .     *  • 

o{x)  =  \lr{a:)-^¥{x)-^C'\  (8) 

M^)  =  2[/(^)-F(^)-C].       ^  (8'; 

Par  suite,  en  remplaçant  x  par  x  -h  aB  dans  (8)  et  par  ar  -*-  ûô 
dans  (8%  puis  faisant  la  somme,  on  aura,  d'après  (2), 

z  =  ^  [/{a:  -t-  ûO)  -h  / (a?  —  a6)  -i-  F  (a?  -h  aO)'—  F  (x  —  aO;],  ' 
où  la  coftstante  C  n'entre  plus. 
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Il  importe  d'observer  que  les  fonctions  tp  (x)  et  ^  (x)  déter- 
minées par  les  relations  (8)  et  (8')  ne  sont  eonnues,  comme 
d'ailleurs  f{x)  et  F  (j:),  que  pour  des  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et  /.  Pour  déterminer  <p  (x)  et  ^  (x)  au  delà  de  cet  in- 
tervalle, nous  allons  faire  intervenir  les  conditions  au  limites. 

• 
578«  Au  point  A,  z  doit  être  nul  quelque  soit  6  ;  on  doit 

donc  avoir  à  tout  instant 

?  (ae)  -+■  <K—  a6)  =  0 
è'est-à-dire 

?(w)-*-'K-u)  =  0  .  (9) 

en  posant  a6  =  u. 

Au  point  B,  on  doit  avoir  à  tout  instant 

?  (^  -*-  w)  4-  +  (Z  —  u)  =  0.  (10) 

D'ailleurs  (p(f^)  et  ^  (u)  sont  connues  {n9  577)  pour  toutes  les- 
valeurs  de  u  appartenant  à  Tlntei-valle  {o^  /). 

Mais  /  —  ti  se  trouve  comprise  aussi  entre  o  et  l;  donc 
^  (/  —  u)  est  connue  dans  Tintervalle  {o,  t)  ;  et,  comme  on  a, 
d'après  (10), 

tp  (^ -H  w)  =  —  ^/ (;  —  u), 

l'expression  «p  (/  H-  a)  est  connue  pour  les  mêmes  valeurs  de 
M.  Donc,  si  l'on  pose  /  H-  m  =  r,  <p  (u)  sera  connue  pour  les 
valeurs  de  t;  appartenant  à  l'intervalle  (/,  2  /)  ;  mais,  cette 
Ibnôtion  f  (v),  étant  déjà  connue  dans  l'intervalle  (o,  /),  le  sera 
entre  a  et  2  /. 
Cela  posé,  en  remplaçant  dans  (10)  u  par  /  +  >/>  on  a 

«  (2  ^ -h  «)  4- i/ (— w)  =  0, 

et  comme  ç  (w)  -t-  't  ( —  u)  =  0,  on  aura, 

tp  (2  /  -t-  u)  =  ©  (w), 

Calcul  iRFiKiTisiifAL  46 
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■ 

On  conclut  de  là  que  la  fonction  9  {u)  esi  périodique  ^i  que  sa 
période  est  2  /.  Cette  fonction  sera  donc  connue  poor  tovtes 
les  valeurs,  positives  oa  négatives  de  x,  puisqu'elle  Test  daas 
Tintervalle  (0,  2  /).• 

Considérons  maintenant  la  fonction  ^.  On  a 

•  ■ 

,   4^  (— w)  ==  —  ?.  (tt), 
et,  par  suite, 

4;  (—  2 /  —  w)  -h  Q  (2  ;  -f.  w)  =  0. 
Mais 

donc 

•    ^^  (—  w)  =  6  (—  2  /  —  w)^ 

Dès  lors  si  Ton  pose 

—  2  ^  —  u  =  w, 

•on  aura 

^  (2 1 -^  10)  = '^  (w). 

.La  fonction  '^  est  donc  périodique  et  sa  période  est  2/. 
La  discussion  précédente  inqntre  que,  lorsque  a^  augmente 
d'une  quantité  égale  à  2/  c'est-à-dire  lorsque  0  croit  dune 

quantité  -égale  à  —,  l'ordonnée  z  et  la  vitesse  ^  reprennent 

les  mômes  valeurs.  Donc,  la  corde  exécute  une  suite  de  vibra- 
tions qui  sont  égales  entre  elles  et  isochrones  et  dont  la  dur^e 

a 

m 

57p.  Quelques  années  après  la  publication  du  Mémoire  de 
Dalembert,  Euler  donna,  poqr  intégrer  Féquation  (1),  une  mé- 
thode fort  élégante  fondée  sur  un  changéïnent  très  simple  des 
variables  indépendantes. 

En  posant 

u  =  X  -^  a^,  V  =  X  —  aO, 
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on  a  successivement 


et  (le  même 


—  =  fl'  /^'-^  _  ,  iî^fi  ^  ''^■'\ 


La  sQbstitution  de  ce»  valeurs  de  ^  et  de  ~  dans  I 
(1)  donne 


c'est-à-dire 


T^  =0. 


ce  qui  prouve  que  -■-  ne  dépend  pas  de  u  mais  dépei 
ment  de  t-,  La  fonctions  est  donc  de  la  forme 

?  (w)  +  ^'  (v) 
et  l'on  a  Onalement 

c'est  le  résuUat  déjà  trouvé  au  (n°  573). 

Rfiuntion  de  Lnpiace 
580.  Ou  nomme  ainsi  l'équation 
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18  laquelle  «,  p,  y.  ^'  ^OQt  des  fonctions  des  deux  variables 
épendantes  x  et  t/. 
n  l'on  pose 

^  +  «=^,  (12) 


luation(H)  devient 

»i  +  K  +  A-  =  .-  ("; 

Cela  posé,  considérons  le  cas  où  A  =  0. 
L'équation  précédente  se  réduit  alors  à 

g +  ?*,  ==:  (»n 

si  l'on  y  considère  y  comme  constante,  c'est  une  équatioa 
férenlielle  linéaire  et  du  premier  ordre  entre  s,  etj-jon 
ra  donc  en  l'intégrant 


r  r.f^.fe++(.v)i    (15) 


^(y)  désigne  une  fonction  arbitraire  de  y. 
On  a  de  même,  en  intégrant  (12)  par  rapport  à  y, 

,  =  e-Z'^y         /  e""'  z,dy+f  (x)  (16) 

a(^)  représente  une  fonction  arbitraire  de  x. 
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En  substituant  dans  cette  expression  (16)  l'expression  (15) 
de  Zi^  on  obtiendra  pour  Tintégrale  z  l'expression 


4  ^^.^M• 

-.('■■  ; 


•r  =  e 


—  F 


9  {ùd)  -h  e 


P-Q 


^(J/) 


e^idxi        (17) 


OÙ  P  et  Q  désignent  respectivement    /  oidy  et    /  pdx  et  qui 

renferme  une  fonction  arbitraire  de  x  et  une  fonction  arbi- 
traire  de  y. 

Supposons  maintenant  A  différent  de  zéro.  L'équation  (14) 
s'écrit 


•i*' 


__  1  /ô^ 


P^i  -  0  ; 


et,  en  formant —,  puis  portant  z  et  —  dans  (12),  on  obtient, 
pour  déterminer  Zi  l'équation 


ôy 


(18) 


où  «),  p,,  Yi.  «!>  ont  les  valeurs  suivantes 


P. 
ïj 


a 
A 


J[ôA 
Aôy 


=  A--5---i--f^-hctp 


5& 


ê  ^ 

A  i^y 


«e 


(19) 


L'équation  (18)  est  de  même  forme  que  la  proposée  (11)  ;  on 

la  traitera  de  la  même  manière. 
Des  considérations  qui  précèdent  résulte  cette  proposition  : 
Suivant  que  A  est  nul  ou  est  différent  de  zérOy  V équation 

{\V)  s^intègre  ou  se  ramène  à  une  autre  de  même  type. 
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En  permutant,  dans  Téquation  (11  >,  j-  et  s  avec  y  et  ^,  pais 
posant 

on  peut  dire  encore  :  suivant  que  B  est  nul  ou  différeixi  de 
zéro,  r équation  (if)  SAnt^gre  ou  se  ramène  à  une  autre  du 
m'orne  type. 

Depuis  Laplace,  IVquation  (11)  a  été  l'objet  de  remarquables 
travaux  parmi  lesquels  il  faut  citer  principalement  ceux  de 
Moutard  (Journal  de  fEcole  Polytechnique)  et  ceux  de 
M.  Darboux  (Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces).  Mais 
l'exposition  de  ces  recherches,  importantes  surtout  au  point 
de  vue  théorique,  nous  entrainerait  trop  loin. 

581.  Soit  réquation 

Ar  -T-  2B5  -+-  C/  -î-  D/)  -^  E^  -+-  Ff  -h  G  =  0 

où  A,  B,  C,  D,  E,  ¥y  G  sont  des  fonctions  quelconques  des  deux 
variables  indépendantes  x  et  y,  Euler  avait  prouvé  qu'on  pou- 
vait^ par  un  changement  de  variables,  lorsque  B* —  AC  était 
différent  de  zéro,  amener  l'équation  précédente  &  la  forme 

-^-  «  ;r,  -*-  P  r.  -H  T^  =  e. 


i>wor  i!U       '^  ^v 


n  sufiit,  en  effet,  de  prendre,  pour  nouvelles  variables  u  et  i% 
deux  fonctions  de  j^  et  de  y  satisfaisant  respectivement  aux 
deux  relations 

h  m,  —  =  0,  H  I»,  —  =  0, 


dans  lesquelles  //ii  et  m^  désignent  les  racines  de  Téquation 

Am*  — 2B»iH-C  =  0. 

■ 

On  voit  de  la  sorte  comment  LAplace  a  été  coaduit  i  consi- 
dérer  réquation(ll). 


à 
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Equallon  de  Liouvillc    . 

582.  Dans  ses  éludes  sur  la  théorie  des  surraccs,  Lio 
a  rencontré  l'équaliou  reoiarquable 


dont  l'intégrale  générale  est 


( 


ç'(m)  et  4'(i))  désignant  respectivement  les  dtîcïvées  des 
fonctions  arbitraires  ç{w)  et  ^{v). 

Ce  grand  géomètre  n'a  pas  indiqué  les  considération 

.  l'avaient    amené  à  trouver  celle  intégrale.    Comme 

recherche  eslun  peu  compliqui^e  (voir  Jordan,  Cours  et. 

lyse],  nous  nous  bornerons  comme  Liouville  à  vérifier  le 

En  prenant  les  logarithmes  dans  la  relation  (20),  on  ob 

log  X  =  log  (4  a*)  +  log  ç'  (w)  +  log  -V  {v) 

-»-?(«)  +  +('•)— 2log[l'  + «?<"'  +  +  '"'], 


_2fl?(«')+';-Wy'(»),{,'{t,l 


et  enfin,  à  caufc  de  i 


583.  Le  Irpe  g*^r 
du  second  ordre  à  d 

/■(-■.  y.  ->  /*.  7.  '.  *.  ■;  —  "  \*'; 

oïl  l'un  d-'si.i:ne.  suivant  l'usage,  respectivement  par 

:.p,q,r,t,l 

la  fonction  ioconnao  et  ses  dérivées  partielles 

L-       ::£      •'!'       ^      ^'* 

584.  On  nomme  mle'grole  intermédiaire  de  l'équation  pro- 
posée 2lj  toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre 

=  (Ay.3,p.?)  =  0,  (22) 

dont  la  proposée  est  une  conséquence.  D'une  telle  intégrale 
ÎDlermédiaire  f'22  ,  si  elle  existe,  on  déduit  ensuite  l'intégrale 
gvaérale  de  (21)  par  les  méihodes  exposées  dans  le  chapitre 
précédenl.  Tout  revient  donc  à  la  recherche  des  intégrales 
inlormédiaires. 

(•   Si  loD  pose 
l'êquaticD  <le  Lîonville  prend  la  forme 


et  soD  ioléçrale  s'écril 
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585.  L'équation  considérée  par  MoDge  est 

Rr  +  S»  -i-  T(  =  V,  (23) 

où  R,  S,  T,  V,  désignent  des  fonctions  de  x,  y,  2,  p,  q. 
En  substituant  dans  cette  équalion  les  valeurs 

, dp  —  idij  dq  —  idx 

dx       '  dy  ■     ' 

tirée»  des  relations 

dp  ^  rdx  -(-  ady,        dq  =  jrfaj  -j-  tdy,  (^23') 

on  obtient 

Rdpdy  +  Idqdx  —  \dxdtj  =  s  [Rrfj/'  —  Sdxdy  -+-  Trfx'].    (24) 

Posons  séparément,  avec  Monge, 

Rdy^  —  Sdœdy  -\-  Tdw*  =  0    '  "  (25) 

Rdpdy  +  Tdqdx  ■+■  Xdxdy  =  0.  (26) 

Il  est  clair  que  si  ces  deux  équations  sont  satisfaites  idenliqu 
ment,  l'équation  (23)  sera  aussi  satisfaite. 

En  résolvant  l'équatîon  (25)  par  rapport  à  dy,  on  en  à 
duira  deux  autres  .  . 

dy  =  m'dx,        dy  ^  m'dx, 

m'  et  m'  étant  les  racines  de  l'équation 

Bm'  —  Sm  +  T  =  0  ;  (25") 

et,  si  l'on  porte  successivement  chacune  des  valeurs  de  i 
dans  l'équation  ^26),  on  aura  les  deux  systèmes 


dy  =  m'dx  1 

Rm'dp  -H  Idq  —  Vm'dx  =  0  )  ^'"■ 

dy  =  m'dx  )  . 

Rm-dp  4-  Idq  —  Vm'dw  =  0  V  '"'* 

à  chacun  desquels  on  doit  joindre  la  relation 

dx  =  pdx  -\-  qdy.  (29] 
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o86«  Cela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suÎTanl  : 
Si 

ft  t-r-  y,  2j  p,  q)  =  a,         tt  {^.  y,  -,  p,q)  =  h      (30) 
sont  deux  intégrales  satisfaisant  au  système  (27),  l'équation 

m 

où  ^  d^siynp  une  fonction  arbitraire^  est  une  int^rale  inier- 
m^diaire  de  f  équation  proposée  (23). 

La  (liiTérentiation  des  équations  (30)  donne 

iV  i>y     -^        c»;r  dp     ^       ^q     ^ 

En  y  remplaçant  rfy,  rfy  et  rfj  par  leurs  valeurs  tirées  des  rela- 
tions (27)  et  (29),  on  obtient  deux  équations  qui,  devant  être 
vériGées  quels  que  soient  dx^ei  dp^  fourniront  les  relations 


-^  -h  m'  -^  -h 


ra2 


.y,       Rm'  o/-,  _  ( 

et  les  deux  analogues  en  /*,. 
Mais  la  différentiation  de  l'équation  (31)  donne 

En  y  remplaçant 

dz,       '^.       'I^,       "ù,       !!6.        ■ 

par  leurs  valeurs  tirées  des  relations  (29),  (32)  et  des  deux 
analogues  de  (32),  on  est  conduit  à  l'équation 

Rm'dp  4-  Tdq  —  Xm'dx  =  M  (dy  —  m'dx)(i3), 


y         •  •   ^-m 
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dam  laquelle  on  désigne  par  M  l'i-xpression 


Si  l'on  remplace  dans  l'équation  {33}  les  quautiU 
par  leufs  valeurs  tirées  des  l'elalîons  (23')  ;  et,  si  1' 
zéro  les  coefficients  de  dgs  et  de  dy,  on  obtient  le  sy 

Rwi'r  +  Tj  —  Vm'  +  M»i'  =  0 
Rm's  -H  Tl  —  M  =  0  ; 

rélimination  de  r  et  /  entre  ces  deux  équations  et  1 
(23)  fait  disparaître  M,  etil  reste 

s  (Rm''  —  SW  -^  T)  ='0 

qui  est  une  identité,  puisque  m'  est  une  racine  de 
(25'). 

On  verrait,  par  le  même  raisonnement,  que  si 

A  (■*'■  y.  -*■-  p.  î)  =  "'.      f<.  {^'  y.  ^'  Pj  î)  = 

jon^  -deux  intégrales  satisfaisant  au  système  -(28), 

o(V  -+  désigne  une  fonction  arbitraire,  est  une  intég 
médiaire  de  Véqitation  proposée  (23). 

587.  La  méthode  de  Monge  ne  réussit  que  raren 
qu'elle  est  subordoDO^e  à  la  possibilité  d'intégrer  le 
(27)  et  (28)  ou  au  moins  l'un  d'eux. 

Supposons  qu'on  ait  déterminé  deux  int^ralet 
diaires  (31)  et  (35).  Pour  obtenir  l'intégrale  géi 
résoudra  ces  deux  équations  par  rapport  k  p  e\  k  t 
avoir  porté  ces  valeurs  dans  (29)  on  intégrera  cett 
qui  sera  une  différentielle  exacte. 


Voici  des  eut 
1"  Soit  l'êqoî 

Ar  -»-  B»  +  C(  =  0  m, 

il  A,  B,  C  sont  des  constantes;  c'est  one  généralisation  de 
équation  des  cordes  vibraoles. 

Les  racines  de  l'éqaatîon  (25')  sont  ici  des  nombres  m,  et  m,. 

La  première  m,  donne  les  intégrales 

>/  —  nii.v  ^=  «,,      Aniip  -\-Cq  ^  a,. 

l,  par  snile,  l'intégrale  intermédiaire 

A>/i,p  -(-  Cç  ^  ç,  {y  —  tn,x^.  {37.i 

On  obtient  pareillement,  an  moyen  de  la  seconde  racine ir„ 
ne  autre  intégrale  inlermédiaire 

Am,p  -+•  Cf  =  a,  [y  —  m,x  .  (38 

Des  intégrales  inlermédiaires  (37)  et  (38)  on  déduit 

p  =  m,  •}.  (y  —  m^'x)  —  ^[t/  —  m,  i») 


)  posant 


f,  (y  —  OT.j 
Am,  (m,  —  m,) 

A'm,[m,-m,) 


=^^(y~m^x) 


La  substitution  de  ces  valeurs  de  p  elàe  q  dans  réquatiou 
'Si)  donne 

Î3  =  (rfy  —  m,  rfij  o  (y  —  m,  x)  —  {dy  -^  m,dx)  -^  [y  —  m,  j). 

es  [ors,  en  intégrant  et  rcprésentanl  par  *,  et  *,  les  fonctions 
ji  ont  respectivement  pour  dérivées  les  fonctions  arbitraires 
et  —  ^,  on  aura,  pour  l'intégrale  générale  de  la  proposée  (3^) 

-  =  *i  (y  —  "t,  a;]  -H  *,  (y  —  m^x)  (39) 
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2<»  Soit  l'équation      • 

pqr  —  5  (t  -+-  p*)  =  0  (40) 

qui  est  relative  aux  surfaces  qui  odI  les  lignes  de  Tune  des 
courbures  situées  dans  des  plans  parallèles  à  zQx. 
On  a  ici  les  deux  systèmes 

dy  =  ^,        pqdp  —  {i  ■+ p^)  dy  =  0  (41) 

dy  =  —  L±^  dx,        dp  =  0,  (42) 

Le  premier  système  donne  une  première  intégrale  intermé- 
diaire 


g  =  \^i-hp'V(y)'  (43) 

Le  second  système  (42)  en  donnerait  une  autre,  mais  la  précé- 
dente suffira,  si  on  applique  la  méthode  de  Jacobi  pour  l*inté- 
gratioji  des  équations  différentielles  aux  dérivées  partielles  du 
premier  membre.  Dans  cette  méthode,  on  est  conduit  à  consi- 
dérer le  système  d'équations  aux  différentielles  ordinaires 

dy dx       dp  . 

Oq  en  déduit  successivement 


p  =  a,        q  =  t/i  -4-  a}  ^  (y), 
dz  =  adx  -h  l/l  -ha*  '^'  {y)  dy, 

et  enfin 


•    ^  n-  «p  (a)  =  aa?  -h  /l  4-  B*  tj/  (y)..  (44) 

L^intégrale  générale  résultera  de  Télimination  de  a  entre  la 
relation  (44)  et  la  suivante 

,;  +  ^'(a).4--fiâL  =  0.  (44') 

/i  4-  a* 


3-  Soit  encore  l'^quat 

q-ii  est  relative  aax  sori 
peclili-'n''s. 
L«s  (■■jualions  (23)  et  i 

'  'y  —  y<i^ 
elles  ont  pour  iati'^'rales 

.y=M-,        ;)+ay  =  p, 
d'où  l'un  d>^JuiL  l'intégrale  ialermédiaire 
px-4rqy  =  X^  (|). 

-CVst  un?  équation  linéaire  et  da  premier  erdre  qui  s'intèfre 
Èins  di  leillé.  On  considère,  à  cet  effet,  les  équations  simni- 

dx dy dz 

tu  -  '  ■  - 

i-'-j  —  >j-i^  =  0,       dz  =  dS-o  OtY 
On  on  déiJuil 

et-  il  fufiit  alors  de  remplacer  p'  par  '^  (i')  et  a'  par  ^,  pour  ob- 
tenir i'int-'^rale  i;.-nérale  de  l'équation  proposée  (43)  ;  ç  et  ■>  sont 
deux  fonctions  arbitraires. 
\   Soit  ré.|uation 

R»-  -tî  Sï  -^  Ti  =  0 
R,  S,  T  ota.it  do<  foDctions  de  p  elç  seulement. 
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La  transformation  de  Legendre  (tome  1,  x\P  113)  donne 
pour  r,  s,  i  des  valeurs  qui,  substituées  dans  l'équation  précé- 
dente lui  font  prendre  la  forme 

dq^  àpdq  dq^ 

Cette  équation  est  plus  simple  que  la  proposée  ;  on  lui  appli- 
quera aisément  la  méthode  de  Monge. 


Equalion  cF Ampère 


588.  L'illustre  Ampère  a  cpnsaeré  deux  beaux  Mémoires 
{Journal  de  l'Ecole  Polytechnique^  /7«  et  18^  cahiers)  à  Finté- 
gration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Ti  a  considéré  en  particulier  l'éjquation 

Hr*  -H  2K5  -4-  L«  -H  M, -4-  N  (W  —  s»)  =  0  (46) 

^ans  laquelle  les  coeflicients  H^  K,  L,  M,  N  sont  des  fonctions 
connues  de  x^  y  y  z,p,  q  et  qui,  pour  N  =  0^  se  réduit  à  Téqua- 
tion  de  Monge  (23)r  • 

Le  travail  d*Ampère  est  difQcile  à  lire  à  cause  delà  compli- 
cation des  notations  employées.  Nous  suivrons  ici  une  marche 
plus  simple,  indiquée  par  Boole  et  qui  conduit  aux  mêmes 
résultats  concernant  l'équation  (i6).  Cette  méthode  n'est 
d'ailleurs  qu*une  généralisation  de  celle  qui  a  été  exposée 
(n°  585)  jpour  Téquation  de  Moj>ge,. 

Mais,  avant  d'entrer  véritablement  en  matière,  il  est  inté- 
ressant d'indiquer  l'origine  de  l'équation  (46). 

Soient  m  et  v  deux  fonctions  données  de  œ,  y,  ;;,  /?,  q.  Con- 
sidérons l'équation  du  premier  ordre 

où  <p  désigne  une  fonction  arbitraire.  En  difTurentiant  succès- 


ivemeat  par  rapp( 
ioos 

>atre   lesquelles  U  suffit  d'élimiaer  le  rapport  des   dérivées 
-  ,  ''f-  pour  tomber  sur  une  équation  de  la  forme  (i6). 

5S9.  Cela  posé,  considérons  l'équation  (46)  et  opéroos 
l'abord  comme  au  0°  o85,  c'est-à-dire  substituons  dans  (iiij 
les  valeurs  de  r  et  de  <  déduites  des  relations  [23').  Xoas  ob- 
tiendrons ainsi  une  équation  de  la  forme  l  —  fis  =  0  que  nous 
remplacerons,  comme  au  n"  585,  par  le  système 

ad/  —  2 Krfx rfy  -f-  \jdx*  -H N  {dq dy+dpdjr)  =  0    (*') 
Bdp  dy  +  Ldj  rfy  +  Udx  dy  +  \dp  dq  =  0.  (48j 

Actuellement,  cherchons  à  décomposer  ce  système  en  d'au- 
très  qui  soient  HnéaircS.  A  cet  elTet,  ajoutons  à  l'équation  {W 
mulliplii^e  par  N  l'équation  (47)  multipliée  par  un  facteur 
indéterminé  m.  On  aura 

IIh.  rfy'  -t-  (MN  —  2Km)dxdy-hLmdj^ 
4-  Nm  (</r  dp  -+-  dy  dq)  -t-  LN  rf-c  dq  +  NH  dp  dy  +  N'rfp  dq  =  0. 

qui,  si  l'on  détermine  m  par  l'équation 

.«'  +  2Km-i^HL  — MN,'  '  "    (49) 

devient 

{\\(hj  ■+-  mdx  -h  Hdq)  (jnrfy  +  Lx  +  tidp)  =  0.     (50) 

L'équation  (49)  a  deux  racines,  qu'on  peut  écrire 

jn  =  — K  +  V'G,  (51) 
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si  ToQ  pose 

G='K2  — HL-hMN;  (52) 

on  aura  donc,  au  lieu  de  (50),  Téquation 


[VLdy  —  (k  =p  v^G)  dx  -t-  Ndq] 

» 

[idx  —  (k  =p  /g)  c?y  -h  Ndp]  =?  0 


(53) 


c'est-à-dire  quatre  systèmes  linéaires  auxquels  se  trouve 
ramenée  l'intégration  de  l'équation  proposée  (46).  Ces  quatre 
systèmes  sont 


Udtf—  (K  —  ^q)  dx  -{--Ndg  =  0 

lldy  —  (k  +  /g)  dx-hNdq=0 
Lrfo?  — (k  —  /g)  dy  -h  Nrfp  =  0 
hdx-^  (k  -h  v/g) rfi/  -h  mp  =  0 
Hdy  —  (k  —  v/g)  dx  -f-  Ndq  =  0 
hdx  —  (k  -+-  y/ g)  dy  -^'^dp  =  0 
lldy  -^  (k  -1-  /g)  dx  -h  Nrf^  =  0 
Lrfx  —  (k  —  s/g)  dy'-h  Ndfp  =  0 


(54) 


(55) 


(•)6) 


(57) 


Les  systèmes  (54)  et  (55).  doivent  être  cejelés  ;  ils  ne  sau- 
raient satisfaire  à  Péquation  proposée  (46)^  car  ils  conduiraient 
respectivement  aux  relations  •  . 

(H  4-  NO  (^^  -  «')  =  0,        (L  -h  Nr)  {rt  -  s^). 

9 

Il  ne  reste  donc  que  les  systèmes  (56)  et  (57)  à  chacun  des- 
quels il  faut  joindre 

dz  =  pdx^qdy 

il  est  aisé  de  voir  qu'ils  satisfont  à  l'équation  proposée,  car 
en  éliminant  dp,  dq^  dx,  dy  entre  la  relation  (23')  et  les  équa- 
tions (56)  ou  (57),  on  tombe  sur  (46). 

Les  équations  (56)  et  (57)  sont  celles  qu'Ampère  avait 
trouvées. 

Calcul  ii(fiiiit<suul  47 
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590.  Exemple 
Soit  Téquation 


rt  —  s*  -+-  a*  =  0 


que  Ton  rencontre  dans  la  théorie  mécanique  de  là  chaleur. 

On  a  ici 

•  •  • 

el  l'équation  ^51)  donne  m  =  ±a;  donc  les  deux  systèmes 
(56  et  57)  deviennent 

■  • 

■  •  ■ 

dp  -+-  ady  =  0   ^         dp  —  ady  =  0  j 
dq  —  adx  =  0   }         dq  -\-  adx  =  0  ) 

On  déduit,  de  là  les  deux  intégrales  intermédiaires 

■ 

g  —  ffj?  =  tp  (p  -i*  ay),         q  -^  €ix=^^  {p  —  ay) 

qui  renferment  chacune  une  fonction  arbitraire. 
On  passera  ensuite  comme  il  suit  à  l'intégrale  générale.     ' 
•Des  relations 

p-hay  =  ti  ^  p  ~-.ay=^ 

q  —  ax  =  t>{oL)        q  -\-  ax  =  ^  (p) 


•on  tire 


P—      2.  .'         ^—         •  2 


grâce  à  ces  valeurs  Téquation 


dz  =  pdx  -h  qdy 
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devient  ■        -  ■  -       ■ 

j- ^  ?M +  <.'(#) -(■  +  P)?'Wj, 

et  l'on.aura,  en  intégrant,    '     ■ 

-iâ     *"''  ^'^  '^^  -*"  2â  /  P*'  ^^>  ''^- . 

On  fait  disparaître  tes  signes  de  quadrature  en  remplai^â. 
w(a)  et  i}(p)  par  des  dérivées,  .eç  sorte  que  l'intégrale  généra 
sera  exprimée  par -le  système 


.  ('  +-  ^)  f^'  (P)  -  f'  f')1  -^  2-^  (')  -  ^'^  (^) 


L'équation  des  télégraphistes 


•591.  On  rencontre  dans  la  Théorie  de  la  Télégraphie  sa 
fil  l'équation 


où  A,  B,  C  désignent  des  constantes  et  qui  a  été  intégrée  f 
M>  Poincaré.  Qn  peut  l'écrire,  en  choisissant  les  unités, 
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et,  si  Ton  pose 
elle  devient 


U. 


Les  conditions  initiales  sont  les  suivantes  :  pour  /  =  0,  U  et  - 

sont  des  fonctions  données  de  x  ;  nous  les  écrirons,  en  les  met- 
tant immédiatement  sdus  la  forme  d'intégrales, 


"=/ 


e  {q)  &^'  dq 

30 


C'—.oo 


ce 

Oj  (q)  e'V  dq. 


L'intégrale  de  Téquation  proposée  est  alors,  comme  on  le  vé- 
riCe  aisément, 

•u  =    /        e"i'    e  (,j)  C08 1  \/^  7  -1-  e,  iq)  «'"  ;  JX  ~  '  liy 


00 


oo 


c/_90 


a  et  p  ayant  pour  valeurs 

Nous  n'étudierons  pas  plus  à  fond  cette  intégrale  ;  les  ingé- 
nieurs que  le  problème  intéresse  trouveront  cette  étude  com- 
plète dans  le  Traité  des  Oscillations  électriques  de  M.  Poincaré. 
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Les  équations  aux  dérivées  partielles 
et  les  approximations  successives 

» 

502.  Ce  sujet  fort  intéressant  a  été  Tobjet  des  belles 
recherches  de  M.  Emile  Picard,  qui  a  bien  voulu  rédiger  pour 
notre  livre  la  fin  de  ce  chapitre  dont  nos  lecteurs  sauront 
certainement  apprécier  toute  l'importance. 

Dans  un  grand  nombre  d'applications,  tant  en  géométrie 
qu'en  physique  mathématique^  il  importe  d'obtenir  les  inté« 
grales*  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  satisfaisant  à 
certaines  conditions  aux  limites.  Ces  conditions  peuvent  ôtre 
de  nature  très  variée,  et  on  ne  peut  à  cet  égard  donner  d'indi* 
calions  entièrement  générales.  Dans  des  cas  assez  étendus 
toutefois,  l'emploi  d'une  méthode  très  usitée  en  mathéma^ 
tiques,  celle  des  approximations  successives,  est  susceptible 
de  conduire  heureusement  à  l'intégration  de  l'équation/  en 
permettant  d'établir  l'existence  de  l'intégrale  et  de  la  calculer 
avec  telle  approximation  que  l'on  voudra.  Nous  nous  propo- 
sons d'en  donner  ici  quelques  exemples  simples,  en  énonçant 
seulement  les  résultats  dont  la  démonstration  nous  entraînerait 
trop  loin. 

503*  Considérons  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  de  la  forme 

Asi  +  2B  — 4  C-,  =  F(u,-.  -,^,y);    (58) 

A,  B,  C  dépendent  seulement  des  deux  variables  indépen- 
dantes X  et  y.  On  peut,  pour  intégrer  cette  équation  avec  des 
conditions  aux  limites  déterminées,  procéder  de  la  manière 
suivante  par  approximations  successives.  Nous  mettons  dans 
le  second  membre  une  fonction  quelconque  Ui  de  x  et  y^  et 
nous  formons  l'équation 
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1  *f  ^        \ 

(en  posant,  pourïibréger,  Au  =  A  ^^  -h  2  B  ^  -f-  C  ^^  j.  Con- 

cevons  qu'on  intègre  cette  équation  en  »,,  en  se  doomant  cer- 
taines conditions  aux  limites  qui,  nous  le  supposons,  déter- 
minent complètement  une  intégrale  que  nous  désignerons 
par  1/4.  On  formera  ensuite  Téquâtion 

et  Ton  intégrera  cette  équation  en  u^^  en  saiisraisani  aux 
mémos  conditions  aux  limites  que  plus  haut,  et  nous  coatt- 
niions  ainsi  indénnimenjb.  Si  Finiégréde  Um,temt  vers  wie'Umiêe 
détermànée  u,  quand  n  grandit  ind'éfinimefii,  oa  obliendia. 
ainsi  l'intégrale  u  de  l'équation  (i)  satiriaisaiit  aux  conditions 
données. 

.  Ces  généralités  n  ont  d'intérêt  qu'autant  qn'oii  précise  ks 
conditions  aux  limites,  et  qu'on  se  place  dans  des  conditioas 
où  l'on  puisse  établir  rtgocureusemeni  la  coayergence  ie  y» 
Tevs  une  limite  ».  Nous  allon»  esMentîelleitent  aii^pofi«f 
que^  dans  la  région  du  plan  où  reste- le  point  {^r!f),  lu  déter- 
minant B^  —  AG  garde  un  signe  invariable.  Uast  alots  aisé  de 
voir  .que  notre  équation  (1)  pent  alors  être  réduite  aox  deos 
types  suivants 


pour  lesquels  les  problèmes  à  poser  sonit  entièrement  diffé- 

venls. 

•  504.  Arrêtons  nous  df'abord!  sur  les  équations  du  tyjie  (A) 
et  envisageons  d'abord  le  cas  le  pluô  simple  de  l'équation 
linéaire 

où«,  6,  c  sont  dans  une  certaine  région  du  plan  des  fonctions 
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coDtiDOes  de,x-et  y.  La  méthode  des  approximations  succes- 
sives donne,  au  point  de  vue  de  l'existence  et  du  caicul'des 
intégrales,  la  réponse  aux  principales  questions  qu'on  peut  "" 
poser  sur  cette  équation.  Ainsi,  st  on  s6  donne  sur  un  segment! 
de  l'axe  des  x  et  sur  un  segment  OB  de  l'axe  des  y,  les  vdlei 
d'une  intégrale  z,  celle-ci  est  complètement  déSnie  dans  le  r 
tangle  construit  sur  OA  et  OB,  Un  second  problème  coosi 
à  prendre  un  arc  de  courbe  MP  rencontré  au  pins  une  fois  | 
toute  parallèle  &  l'axe  .des  x  ou  à  l'axe  des  y,  et  à  se  donner 

valeurs  de  z  et  —  spr  cet  arc  de  courbe  ;  une  intégrale 
l'équation  aux  dérivées  partielles  sera  complètement  défi 
par  ces  données  dans  le  rectangle  MM'PP',  elle  y  sera  contin 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  d.u  premier  ordre. 


Il  est  facile  de  voir  que  dans  les  deux  problèmes  précédei 
«a  pourra  utiliser  les  indications  générales  données  au  n"  l 
On  aura  ici  à  former  l'intégrale  z  d'une  équation  de  la  fori 


M»y 


-n^.y) 


(60 


où/est  une  fonction  donnée  de  x  et  y,  satisfaisant  aux  con 
tioDs  de  l'un  ou  l'autre  des  deux  problèmes  proposés. 
'  Pour  le  premier  problème  les  choses  seront  particulièremi 
simples.  Supposons  que  pour  y  =  0,  on  ait  z  =  P(x),  et  c 
pour  X  =  0,  2  ^=  o(j/)  ;  on  a,  bien  entendu,  f{0)  =  '^(0).  L'in 
grale-cherc'hée  de  l'équation  (60)  sera 


n-v,  y)d<cdy  +  ?(«)  +  it(y)  -  ?(0). 


•?« 
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Pour  le  second  problème,  supposons,  ce  qui,  au  fond,  ne 

diminue  pas  la  généralité,  que  les  valeurs  données  de  z  et  ^, 

sur  Tare  MP  soient  nulles;  l'intégrale  cherchée  de  l'équation  (60 , 
peut  se  représenter  de  la  manière  suivante.  Soit  A  un  point 
de  coordonnées  x  et  y.  Menons  par  ce  point  des  parallèles 
aux  axes  rencontrant  la  courbe  en  C  et  B  ;  l'intégrale  sera 
représentée  par  l'intégrale  double 


iWÇrfïi 


étendue  au  triangle  curviligne  ABC. 

On  pourra  donc  procéder^  dans  les  deux  problèmes  indiqués, 
par  approximations  successives,  et  il  ne  reste  plus  qu'à  dé- 
montrer que  ces  approximations  convergent  vers  la  solution 
cherchée,  ce  qui  demande  une  analyse  assez  longue  mais  ne 
présentant  pas  de  réelles  difficultés. 

505*  Les  problèmes  précédents,  notamment  le  second, 
appellent  quelques  remarques  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt. 
Il  n'est  pas  inutile  d'insister  sur  la  nécessité  de  l'hypothèse 
faite  que  Tare  MP  n'est  rencontré  qu'en  tm  seul  point  par  une 
parallèle  aux  axes  de  coordonnées.  Considérons,  en  efifet,  pour 
prendre  un  exemple  très  simple,  un  arc  MP  dont  les  extré- 
mités soient  sur  Ox  de  part  et  d'autre  de  l'origine,  et  supposons 
que  le  point  S  de  cet  arc  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox 
soit  sur  Taxe  des  y. 


?      X 


Si  Ton  se  donne  sur  l'arc  MSP  une  succession  continue  de 
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valeurs  pour  z  et^,,  ou  encore,  ce  qui  revient  au  mômi 
pour  —  et  '—  en  se  donnant  en  plus  la  valeur  de  z  eu  S, 
n'existera  pas  en  général  d'intégrale  de  l'équalion(ô^),coniini 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  de  premier  ordre  dans  le  segme; 
AIOPS,  et  répondant  à  ces  données.  On  aura,  en  effet,  ui 
intégrale  déterminée  dans  la  partie  OSP,  une  aulre  intégra 
déterminée  dans  la  partie  OSM  ;  ces  deux  intégrales  ne  se  ra 
cordent  pas  en  général  le  long  de  OS, 

SOO.  Considérons  un  segment  AB  de  droite  parallèle  à  0. 
On  ne  peut  pas,  sur  ce  segment  se  donner,  pour  une  intégra 

::,  la  valeur  de  s  et  celle  de  '—,  car  les  valeurs  de  '-  sur  A 
sont  déterminées*,  à  une  constante  prés,  en  fonction  des  v. 
leurs  de  s  ;  c'est  ce  qui  résulte  de  l'équation 


qui  montre  que  sur  AB  les  valeurs  de  -  sont  déterminées  p 
une  équation  linéaire  du  premier  ordre.  Si  donc,  pour  ui 
intégrale,  ^  est  donnée  le  long  de  AB,  et  si  !v  est  donnée  i 

point  A,  les  valeurs  de  '—  seront  connues  tout  le  long  de  Al 
Cette  remarque  peut  être  utile  pour  décider  dans  certains  c 
du  raccordement  de  deux  intégrales.  Ainsi,  soient  un  segme 
BB'  de  l'axe  des  y  comprenant  l'origine  0,  et  le  segment  0 
de  l'axe  des  x;  si  l'on  se  donne  une  intégrale  par  ses  valeu 
le  long  de  BB'  et  de  OA,  elle  sera  déterminée  dans  le  rectang 
de  base  BB'  et  de  hauteur  OA.  On  a,  en  eiïet,  deux  intégral 
défmies,  l'une  dans  le  rectangle  construit  sur  OA  et  01 
l'autre  dans  le  rectangle  construit  sur  OA  et  OB'  ;  la  remarqi 
précédente  montre  queces  deux  intégralesse  raccordent (c'ei 
à-dire  ont  mêmes  dérivées  premières)  le  long  de  OA  et  p 
suite  n'en  font  qu'une. 
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Z>97.  Lrs  résultats  pr»k*rdenl>  s'étendent,  avec  quelques 
m*:  LriiàliMO^  seulement,  aux  équations  linéaires 


V 


:  ::,   —,    —,  J-,  y) 


Un  cas  particulièrement  simple  est  celui  où  F(:^,  w,  c,  x,  y) 
serait  déterminée  et  continue  pour  toute  valeur  réelle  de  ^,  u 
et  r  le  point  i-r,  y  étant  dans  une  certaine  région  du  plan], 
et  ou  cette  f«jncli«jn  aurait  des  dérivées  premières 


.F    .<F     ¥ 


• 


u    .e 


restant,  en  valeur  absolue,  moindres  qu'an  Rombre  fixe;  dans 
ce  cas.  la  convergence  des  approximations  successives  a  lieu 
dan<  les  mêmes  conditions  que  pour  les  équations  linéaires. 

Soit,  par  exemple,  Téquatioa 


=  sinx 


intéressante  dans  la  théorie  des  surfaces  à  courbure  constante. 
II  existe  une  intégrale  de  cette  équation  prenant  des  valeurs 

données  sur  un  segment  OA  de  l'axe  des  x,  et  sur  un  segment 
OB  de  l'axe  des  y  ;  elle  est  complètement  déterminée  dans  le 
rectangle  construit  sur  OA  et  OB. 

o08.  Occupons  nous  maintenant  des  éqomtions  du  t3rpe 
(B).  Les  problèmes  principaux  qui  se  présentent  alors,  au 
point  de  vue  de  la  détermination  des  intégrales  par  des  condi- 
tions aux  limites,  sont  dune  tonte  antre  nature.  Le  cas  de 

Téquation 

7-^  -*-  r^  =  0.  (61) 

a  fait  Tobjet  d'un  très  grand  nombre  de  travaux,  et  un  pro- 
blème célèbre  consiste  dans  la  détermination  de  l'intégrale  de 
cette  équation,  continue  à  r.intérieur  d'une  aire  et  prenani 
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sitr  le  pcrimèlre  àr  celle  aire  une  succession  de  valeurs  Je 
nées,  l'iic  question  analogue  peut  dans  beaucoup  de  cas 
poser  pour  l'équation  (B),  .  .  ■ 

Consid<Tons  d'abord  le  cas  de  l'équation  linéaire  : 


,^,,■' 


(62 


où  a,  b,  c  sont  dos  fonctions  continae»  de  x  et  y'.  On  étal 
d'abord  que,  si  l'on  prend  un  contour  lermé  C  enfeloppi 
une  aire  suflisamnient  petite,  il  ne  peut  exister  qu'une  se 
intégrale  de  ré^iwrtioa,  ronthiue  à  l'inlécieur  de  l'aire  limt 
par  C,  et  prenant  des  valeurs  données  sur  le  aontour. 

500-  Si  maiatenaat,  on  veut  établir  l'existence  de  c< 

'  solution,  on  pourra   recourir  à  l'emploi  des  approxlmalii 

successives.  D'après  les  indications  que  nous  avons  donn 

au  début,  on  pourra  le  faire  si  on  sait  rfeoudre  le  problè 

«ikvaût.  &CH«nt  l'équBlion 


-5^  =/-(-.») 


OÙ  /(x,  tj)  est  une  Banction'  donnée  de  r  et  y,  e*  un  cont 
fermé  G  :  trouver  l'intégrale  u  de  celte  équation,  contii 
'  dans  l'aire  A  limitée  par  C,  et  s'aonulant  sur  ce  contour, 
la  solution  de  ce  problème  esi  donnée  par  la  formule 

«Ky)  =-  ^  //  *^*^'  "^  '  ^'-^^  ^^^'  ''^  ''^*^''' 

l'intégrale  précïÇdente  étant  étendue  à  l'aire  A.  Dans  celte 
mole  G  (E,  <t;  x,  t/)  diîsigne  une  fonction  classique  d 
l'étude  dç  Féqnalîon  (6t),  connue  sous  le  nom  de  foncUot 
Green.  Regardée  comme  fonction  de  £  et  '',,  efle  satisfa 
IVqualion 
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elle  s*annule  sur  le  contour  C,  est  contiaue  à  Finterieur  de 
Taire  A  sauf  au  point  (x,  y)  où  elle  devient  înGnie  comme 

log  -  y  en  désignant  par  r  la  distance  du  point  variable  (3,  t) 

au  point  (.r,  y). 

Ce  résultat  étant  connu,  on  peut  appliquer  à  Téquation  (62) 
la  méthode  des  approximations  successives,  et  établir  que  les 
approximations  convergeront  vers  l'intégrale  cherchée  (dont 
l'existence  se  trouve  en  môme  temps  établie),  si  raire  A  est 
suffisamment  petite. 

000*  Quelques-uns  des  résultats  précédents  peuvent  ùtre 
étendus  aux  équations  non  linéaires,  quoique  on  ne  puisse  le 
plus  souvent  être  assuré  que  l'intégrale  soit  unique.  Il  est 
cependant  des  cas  où  il  en  est  ainsi  ;  telle  est  l'équation 

si  on  suppose  que,  le  point  [x^  y)  étant  dans  la  région  envi- 
sagée du  plan,  on  ait  pour  toute  valeur  de  m,  v,  w 

Une  équation  particulière  donne  lieu  à  une  remarque  très 
curieuse  ;  c'est  Téquation 


.2-r-   ^2  =  F(m,  07,  y), 


OÙ  F  est  une  fonction  poisitive,  croissant  avec  w.  Quand  on 
effectuera  les  approximations  successives,  elles  seront  diver- 
gentes^ si  le  contour  n'est  pas sufCsamment  petit;  mais  quel 
que  soit  ce  contour,  les  u  d'indices  pairs  convergeront  uni- 
formément vers  une  limite  U,  et  les  u  d'indices  impairs  vers 
une  limite  Y  ;  les  deux  limites  trouvées  U  et  V  satisfont  aux 
deux  équations 


—  _i_  

(\r^         ^y 


7i  -r-  .:;7:âr  =  F(U,  a?,  y) 
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et  prennent,  l'une  et  Tautre,  la  succession  des  valeurs  données 
sur  le  contour.  On  peut  montrer  qu'il  y  a  dans  ce  cas,  quel 
que  soit  le  contour,  une  unique  intégrale  prenant  les  valeurs 
données  sur  le  contour  et  continue  à  Tintérieur  ;  les  approxi- 
mations successives  ne  la  donnent  pas,  mais  donnent  deux 
fonctions  U  et  V  que  Ton  ne  s'attendait  pa$  à  trouver.  Bien 
entendu^  si  le  contour  est  sufiisamment  petit^  on  a  U  =  V. 

601*  La  circonstance  curieuse  que  nous  venons  de  men- 
tionner se  rencontre  d  ailleurs  dans  des  problèmes  plus  sim- 
ples relatifs  aux  équations  différentielles  ordinaires.  Considé- 
rons Téquation  différentielle 

où  /est  une  fonction  .positive,  croissante  avec  y.  Il  existe  une 
intégrale  et  une  seule  de  celte  équation  prenant- pour •J!r  =  a 
et  :r  =  6  des  valeurs  données,  que  nous  pouvons  supposer 
être  nulles.  On  peut  d'autre  part  essayer  d'obtenir  cette  inté- 
grale en  procédant  par  approximations  successives  suivant  la 
méthode  générale,  indiquée  au  début;  or,  si  l'intervalle  {a,  b) 
est  suffisamment  grand,  les  approximations  conduisent  à 
deux  fonctions  u  et  v  s'annulant  pour  x  =  a  et  x  =  6,  et 
satisfaisant  aux  équations 

m 

on  peut  de  plus  établir  que  l'on  a  pour  toute  valeur  de  x  entre 
açXh 

m 

L'équation  très  simple 

dx*  —  «'         - 
oiTre  un  exemple  de  la  circonstance  précédente. 
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•OC.  Une  conséqoeBce  nfléressante  tle  l'emploi  de  la  mé- 
thode des  approximatioivs  sBCceBStves.est  relatr^e  à  la  naivre 
des  solutions  des  équations  lioéaires  4\i  second  erdre.  Soit 
l'équation 

te 

A  —2  -h  2B h  C  --T,  -H  i>  -  4-  K  --  -+-  Fti-h  G  =  0 

dx^  i^xi^y  i^y-  ox  i>i/ 

où  les  coefficients  A,  B,  C,...,  G  sont  des  fonctions  analyli- 
ques  de  a:  et  y  dans-une  certaine  partie  du  plan  (c'est-à-dir-; 
susceptibles' d'ôtre  développées  en -séries  de  Taylor  autour  Je 
chaque  point).  On  peut  établir  que,  dans  toute. régiQn  où 

R2  —  AC  <  0,  . 
•  •         • 

^  toute  intégrale  bien  déterminée  et  continue  ainsi  que  ses  déri- 
vées partielles  des  deux  premiers  ordres  est  aussi  une  fonction 
analtjtique.  Il  n'en  est  pas  nécessairement  ainsi  dans  nae 
région  du  plan  où  B*  —  AC  est  positif.    • 

■ 

60A«  <^omm6  nous  Tavons  tu,  les  approximations  succes- 
sives ne  coHnduisent  pour  les  équations  du  type  B  à  lasolotion 
cherchée  que  dans  une  aire  suffisamment  petite.  Dans  les  cas 
où  le  problème  prpposé  admet  des  solutions  pour  une  aire 
quelconque,  il  faut  combiner  les  approximatioins  sacces&ives 
avec  d'autres  méthodes  pour  arriver  au  résultat.  On  peut  «où- 
vent  y  parvenir  au  moyen  de  méthodes  d'exhauslion,  qui  per- 
mettent de  passer  d'une  aire  à  une  air^^  plus  grande  ;ce5 
méthodes  sont  encore  en  réalité  des  métnodes  d'approxima- 
tions successives, -mais  nous  ne  pouvons  ici  entrer  dans  aucun 
détail  à  ce  sujet.  Indiquons  seulement  un  cas  où  elles  peuvent 

être  appliquées.  Soit  l'équation 

,  •  •  • 

où  les  coefficients  rf,  e,  /  sont  des  fonctions  continues  de/  et 
y.  Si  un  contour  fermé  C  est  contenu  danè  une  région  du  plan 
ou 

/■<o, 
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il  existe  une  intégrale  et  une  seule  de  l'équation  précèdes 
continue  dans  l'aire  limitée  par  G  et  prenant  des  valeurs.dc 
nées  sur  le  contour  G.  L'existence  d'une  intégrale  s'établit  \ 
les  procédés  auxquels  je  viens  de  faire  allusion  ;  quant  au  f 
qu'il  n^y  a  qu'tme  intégrale  satisfaisant  aux  conditions  ini 
quées,  on- le  prouve  immédiatement  de  la  manière  Suivan 
tjne  intégrale  de  l'équation  précédente  ne  peut  en  effet  av< 
'  un  maximum  positif  à  l'intérieur  d'une  région  oii  elle  est  ce 
tinue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  premiers  et  secondt 
car  soit  (xg,  ^o)  nn  point  répondant  à  un  tel  maximum, 
aura  nécessairement  en  ce  point 

•  „>o,"i'  =  o,'ïï  =  o,'5j<o,^«o,     • 

.  et  ces  inégalités  sont  rncom'patil)leK  ave(5  l'équation  (t>3).  Po 
des  raisons  analogues,  on  ne  peut  avoir  dé  minimum  négal 
Ceci  posé,  si  le -problème  posé  avait  deux  solutionsj  l'équati 
(63)  aurait  une  solution,  non  identiquement  nulle,  continui 
l'intérieur  de  G  et  s'annulant  sur  G  ;  cette  solution  devr 
avoir  dans  Taire  soit  un  maximum  positif;  soit  un  minimi 
négatif. 

604. l'indiquerai  un  dernier  exemple,  où  une  intégrale 
trouve  déterminée  par  des  conditions  un  peu  différentes,  m 
où  les  méthodes  d'approximations  successives  permetlt 
encore  de  trouver  la  solution.  Envisageons  l'éi^uation 


,->'«. 


(64 


qui  se  pr^ente  dans  plusieqrs  questions  d'analyse  et  de  gt 
métrie.  Une  intégrale  de  cette  équation  est  complètemt 
déterminée,  par  la  condition  d'avoir  n  points  singulii 
0,,  0,,...,  On  à  distance  finie,  ol  d'avoir  aussi  comme  po 
singulier  le  point  à  l'infmt  dii  plan,  sous  Vliypothèse  qu'c 
se  comportera  de  la  manière  suivante  aux  divers  peints  s 
guliers.  Au  point  0,  l'intégrale  devient  infinie  comme  p,-log 
en  désignant  par  ^t  une  constante  supérieure  à  -r-  2,  et  { 
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Ti  la  distance  du  point  [x,  y)  au  point  0.  ;  j'entends  par  là  que 
dans  le  voisinage  de  Ot,  l'intégrale  est  de  la  forme 

•  # 

v/  étant  continue  à  l'infinr,  l'intégrale  devient  infinie  comme 

—  a  log  r  /r  =  \^:c^  -+-  i/^\ 

oL  désignant  une  constante  supérieure  à  2.  On  a  de  plus  Tiné- 
gai  i  té 

«  4-  ?i  -f-  P,  H-...-H  Pn  <  0. 

Une  intégrale  de  l'équation  (64)  est  complètement  déterminée 
par  les  conditions  précédentes.  On  a  un  exemple  de  condi- 
tions aux  limites,  qui  est  de  nature  différente  de  ceux  que 
nous  avons  donnés  plus  haut  r  les  conditions  aux  limites  sont 
ici  le  mode  de  discontinuité  de  l'intégrale  eh  certains  points 
singuliers^  ei  cette  intégrale  est  déterminée  dans  tout  le  plan. 

695.  Nous  pourrions  multiplier  beaucoup  les  exemples, 
où  l'emploi  d'approximations  successives,  convenablement 
dirigées  permet  d'élablir. l'existence  et  d'effectuer  la  recherche 
de  certaines  intégrales,  Nous  nous  sommes  borné  à  des  équa- 
tions à  deux  variables  indépendantes;  le  cas  de  plus  de 
deux  Variables  iourniraii  d'autres  applications.  Bien  ancien 
est  d'ailleurs,  en  analyse,  l'usage  des  approximations  succes- 
sives, surtout  dans  les  applications  ;  mais  souvent,  pour  des 
raisons  diverses,  la  question  de  la  convergence  des  approxi- 
mations n'est  pas  complètement  élucidée.  Au  contraire,  dans 
les  problèmes  que  nous  venons  de  nous  poser,  les  solutions 
se  présentent  avec  toute  la  rigueur  qu'exigent  les  mathéma- 
tiques pures.  On  aurait  pu  prendre  encore  des  exemples  ailleurs 
que  dans  la  théorie  des  équations  différentielles  :  certaines 
équations  fonctionnelles,  notamment,  peuvent  être  étudiées  en 
procédant  par  approximations  successives  ;  les  questions,  dont 
la  solution  vient  d'être  esquissée,  montrent  assez  la  souplesse 
de  la  méthode. 
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CALCUL  DES  VARIATIONS 


KoHons  préUiuInaires  ;  définitions 

OOO.  Le  calcul  des  variations  a  été  imaginé  par  Euler  et  La- 
grange  pour  résoudre  des  problèmes  tels  que  celui-ci  :  Trouver 
uae  courbe  plane  qui  passe  par  deux  points  A  et  B  et  dont  l'arc 
compris  entre  ces  deux  points  engendre  une  aire  minimum  en 
tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan.  Ainsi,  tandis  que, 
dans  la  recherche  ordinaire  des  maxima  ou  des  minima,  on  a 
à  rechercher  pour  quelles  valeurs  de  la  ou  des  variables  une 
fonction  connue  de  ces  variables  devient  maximum,  dans  le 
calcul  des  variations  ta  forme  même  de  la  fonction  est  inconnue. 
De  plus  ta  fonction  inconnue  figure  sous  des  signes  d'iitégra- 

tiOD. 

Alinde  simplifier  le  langage,  nous  adopterons,  pour  désigner 
l'un  quelconque  des  deux  mots  maximum  ou  minimum  le 
mot  unique  extremum  adopté  par  le  D''  Kneser  dans  un 
ouvrage  qu'il  vient  de  publier  sur  le  sujet  qui  va  nous  occu- 
per. Nous  nous  bornerons  au  cas  de  deux  ou  de  trois  variables 
à  cause  des  facilités  que  présente,  pour  l'exposition,  le  tangage 
géométrique  ;  l'extension  au  cas  d'un  plus  grand  nombre  de 
variables  se  fait  sans  difTiculté. 

ËnSn  nous  ne  rechercherons  que  des  conditions  nécessairea 
à  l'existence  de  l'extremum,  ce  qui  suffit  la  plupart  du  temps 
dans  la  pratique.  C'est  ainsi  que  dans  la  théorie  élémentaire 
du  maximum  d'une  fonction  d'une  variable  on  n'a  besoin,  la 
plupart  du  temps,  que  d'annuler  la  dérivée  première  :  on  voit 
C*Lcin.  uiDantoiiut  48 
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ensuit»*,  sin^  Jifficullé  et  saos  calculer  la  dérivée  seconde,  siU 
foa:ti:n  fiasse  par  un  maximum,  par  on  mioinium  ou  si  elle 
est  sim;'*.emvnl  croissante  ou  décroissante. 

>':us  supposerons  que  les  fonctions  sur  lesquelles  nous 
aurons  à  raisonner  sont  ce  que  Jacobi  appelait  des  fonctiucs 
raisonnables,  c'est-à-dire  quelles  seront  continues,  pourvues 
de  d-rriv^es,  développables  en  séries  de  Taylor,  etc. 

007«  La  d  Jérentieile  d'une  fonction  d'une  variable  est  h 
parti*-  prin-ipale  de  la  dillérence  entre  les  valeurs  de  la  lonc- 
ti.n  four  dvux  valeurs  voisines  de  la  variable. 

La  i^ri*2tloi  d'une  fonction  est  la  fonction  qu'il  faut  l'ai 
a;:uter  pour  obtenir  une  autre  fonction,  la  fonction  ajouta' 
étant  par  dvilaiîlon  arbitrairement  petite.  Par  exemple  on 
pjurra  as^urtr  cette  petitesse  par  la  présence  d'un  facteur 


numérique  £.  5s)it 


y  =  f,x)  ;!} 


la  fonction  donnée;  si  Ton  désigne  par  ^x  la  variation,  et 
par  F  ,x  I  la  nouvelle  fonction  à  obtenir  on  aura 

lx  =  ¥{x)r-f{x).  .2) 

Géométn  juement  on  peut  dire  que  les  deux  courbes  qui  ont 
pour  équations  respectivement 

et 

Y=  F(x) 

restent,  pour  chaque  valeur  de  jr,  très  voisines  Tune  de  l'autre. 
11  ne  faut  pas  d'ailleurs  s*arrèter  à  cette  idée  que  les  points  des 
deux  courbées  se  correspondent  nécessairement  pour  une  niéai6 
valeur  de  x.  Pour  éviter  la  difGculté  qui  pourrait  résulter  de 
celle  idt^  dans  certains  cas,  nous  supposerons  toujours  les 
deux  coordonnées  x  et  y  de  la  courbe  (G)  exprimées  ea 
fonction  d'un  paramètre  ^  ;  le  passage  à  la  courbe 
voisine  vC    que  nous  appellerons  la  courbe  variée  s'eflectuera 


i 
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en  ajoutant  à  jr  et  ^  des  fonctions  de  ^  que  nous  désignerons 
par  4a  notation  ox  et  8^,  et  qui  peuvent  rester  indéterminées 
pour  le  moment.  Ces  fonctions  oo?,  o^,  par  hypothèse  très  petites , 
s'appelleront  les  variations  de  .r'et  de  y. 

O08.  Pour  n'y  pas  revenir,  nous  conviendrons  toujours  * 
d'appeler  (A)  un  arc  limité  de  la  courbe  (G),  (A')  l'arc  corres- 
pondant de  la  courbe'(G').  Voici  comment  s'établira  la  corres- 
pondance :  \  sera  la  valeur  duparamètre  qui  déQnit  l'origine 
Mo  (^0*  Vo)^^  l'arc,  Xj  la  valeur  qui  définit  Textrémité  Mj  (a?,,  yj 
de  l'arc  (A)j  5^7^,  8^^  seront  des  expressions  en  Xj  8a7i,  8yi,en  X^  ; 
le  point  M'o,  origine  de  l'itrc  (A'),  aura  pour  coordonnées 
«0  -^  ^«^0»  Vu  -+-  ^o>  l^xtrémité  i/L\  du  même  arc  aura  pour 
coordonnées  oj^  +  8jr,,  y^  -+-  o^/i,  de  sorte  que,  pour  Tare  (A') 
comme  pour  Tare  (A),  les  coordonnées  des  extrémités  seront 
supposées  exprimées  en  fonction  d'une  même  valeur  du  para- 
luëtrCy  X^  ou  Xj. 

Nous  supposerons  que  Tare  (A)  ne  présente  aucun  point 
.  singulier,  c'est-à-dire  que  les  dérivées  par  rapport  à  X,  a;'x ,  y\  ne 
s'y  annulent  pas  eu  même  temps.  Il  en  sera  de  même  sur  (A^ 
si  les  variations  sont  convenablement  choisie. 

600.  Toute  fonction  F  {x,  y)  des  coordonnées  x  ^\.y  subira 
parla  substitution  de  a?  -+■  o^,  y  h-  8y  à  a:^  y  une  altération 

F  (j: -h  8iP,  3/ -H  ay)  —  .F  («v  3/).      . 

et  il  en  sera  de  même  de  toute  fonction  plus  compliquée  con- 
tenant iion  seulement  les  coordonnées,  mais  leurs  dérivées 
-d'un  ordre  quelconque  par  rapport  à  X,  Fl[a?,  y,  oc/,  y',  â/,  y' ...). 
On  aura,  pour  l'accroissement,  une  expression 

■ 

que  nous  supposerons)  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  déve- 

loppable  en  série  de  Taylor.  Dans  ce  développement,  les  termes 

du  premier  ordre'par  rapport  aux  variations  8a?,  8y,  8a?',  8^,  lof ,.. 

constitueront  \di  variation  première  ou  simplement  la  variation 

SFdeF 

•    SF  =  F,  Ico  -4-  Fv  8y  +  F,.  Sa/  -t-  F',.  Sy'  +  F'„  Sa?"  -h  . ..   (4) 
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Ainsi,  en  partant  du  point  M  d'une  courbe^  on  peat  soit  se 
déplacer  sur  la  courbe  ce  qui  se  fera  en  donnant  au  paramètre  l 
un  accroissement  dk,  d'où  résulteront  pour  les  coordonnées, 
pour  leurs  dérivées  et  pour  toute  fonction  des  quantités  pré- 
cédentes des  accroissements  dont  les  parties  principales  seront 
les  diilérentielles  des  quantités  correspondantes.  On  peut  aussi 
laisser  X  invariable  et  donner  aux  coordonnées  des  accroisse- 
ments 8^,  By  fonctions  de  X^  d'où  résulteront  les  variations 
qui  viennent  d'être  déGnies. 

610.  Pour  bien  faire  ressortir  la  différence  qui  existe  entre 
la  différentielle  et  la  variation,  considérons  par  exemple 
l'intégrale 


J=   j     f{l)dk;  (5) 

a 


1 


c'est  une  fonction  de  a  et  de  &  dont  la  différentielle  s'obtiendra 
en  donnant  k  a  eXk  b  des  accroissements  très  petits 

dJ  =  f{h)  dh  —  f{a)  da.  (6) 

Au  contraire,  la  variation  de  J  s'obtiendra  en  donnant  à/;)} 
un  accroissement  arbitraire,  mais  petit,  ^  (X)  et  Ton  aura 


=   /      ^(?)dk.  (7) 


Le  calcul  des  Variations  a  pour  objet  précis  la  variation  des 
intégrales  définies  ;  nous  commencerons  par  étudier  les 
intégrales  simples  dans  lesquelles  ne  Ggurent  sous  le  signe  / 
que  des  fonctions  des  variables  x^y^  :r ...  et  de  leurs  dérivées  du 
premier  ordre  par  rapport  à  la  variable  indépendante,  qui  sera 
distincte  de  Xy  y  y  z,  sauf  avis  contraire,  et  que  nous  désigne- 
rons par  la  lettre  X.  Nous  nous  bornerons  à  écrire  deux 
lettres  x  et  y,  l'extension  à  un  plus  grand  nombre  de  lettres 
ne  présentant  aucune  difficulté.  Il  nous  sera  permis  alors  de 
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parler  d'intégrales  prises  le  long  de  la  courbe  (C)  ;  elles  seront 
de  la  forme 


(8) 


où  X,  y  sont  des  fonctions  de  X. 


Premières  foruinles  du  calcul  des  variations 


611.  La  courbe  (C)  sera  définie  par  les  équations 
Le  point  M'  de  la  courbe  variée  sera  donné  par 

a;  +  Sx  =  fO)  -+-  •}-  (X) 


(9) 


y  4-  8y  =  ç  (X)  -t-  t^ 


%  \ 


1®  Variation  des  dérivées. 

Les  dérivées  des  coordonnées  de  M'  seront 

les  variations  Sa?',  hj  des  dérivées  x'^  y'  par  rapport  à  X  auront 
donc  pour  expression 

n  ,        d  ,  5  V       dx       dix  \ 

ce  qu'on  peut  écrire 

^dx  _d (5a7)  ^dy  _d (5j/)  ,.^. 


«  <  • 
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OU,  plus  simplement,  puisqu'il  n'y  a  qu'une  rariable  indépen- 
dante 

Srfo?  =  dùXf        Idy  =  dly,  (13) 

% 

D'où  ce  théorème  :  on  peut  intertertir  F  ordre  des  opéraiiotis 
exprimées  par  les  caractéristiques  d  et^. 
Corollaire.  On  a,  quels  que  soient  les  entiers  m  et  n 

■ 

d"^  8«  w  =  8'»  d^  u.  (14) 

2'  Vabiatioii  du  dcux  vonctions 

3/ 


t/         du         ^ 3f 


Oaa 


d'où 


8p^?'^y'-y'K 


oa,  à  cause  de  (12), .  ■ 


î         1  dSu      J3  dèx 


(15) 


De  même 


dvdlx  —  dxdhy  (|6' 


rfy 


La  première  de  ces  deux  formules  est  valable  tarit  que  a/  n'est 
pas  nulle,  la  seconde,  si  y'  ne  l'est  pas. 

3»  Soit  encore  F  (x,  y,  a;',  t/)  une  fonction  ré^ière  en  tou* 
les  points  de  l'arc  (A)  ;  on  aura  immédiatement 


■      CALCITU  DBS  VARIATIONS  '59 

4°  Considérons  enfin  la,  variation  d'une  intégrale  définie 

Jo.=    /       F{x,y,a/,i/)d\.  (18) 


F  {iv.  y, 


On  aura 


xf)d\ 
X 


[F  a?  4-  «a:, y  +  Sy,  a?'  h-  8a/,  2/  H- 8y')  —  F  (a?,  y,  a/,  y')]c?X. 


D'où  en6n 


=/ 


SJ,,=    /       SFrfX,  (19) 


ce  qu'on  peut  écrire. 


8    /   Fdl=    I   8(FJX). 


(20J 


On  voit  donc  qu'on  peut  intervertir  Fordre  des  opérations  f 
et^. 


Formules  ne  contenant  plus  les  variations 

des  dérivées 


61».  La  formule  (19)  s'écrit 

Sa?  -h  V'y  ôy  -+-  F':,.  8a/  -h  P^  «vO  ^- 


/Xi 
(F'x 


CBAPfTBE   STII 


lolégrons  par  parties  les  lermes  qai  contîeanent  5x'.  'V après 
oir  remplacé  cc3  variations  par  (12)  -^'  -4^  ;  on  aura  par 
emple 

Si  doDC  OD  pose 

'■  =  f--f='-        0  =  F',-f|i.  (22) 

formule  (I9j,  qui  donoe  la  variation  cj^|  deviendra 


oj„  =  [fv  î.-^  +  FV  ïy]^' H-    /    (Po^  +  Q; 


'Îy'/A    (23) 


P  et  Q  contiennent  les  dérivées  secondes,  x' ,  y  ;  nous  sop- 
serons  ces  dérivées  continues  commet,  y,  œ',  y'. 

613.  La  lorninle  (23)  peut  être  simplîlîée  dans  le  cas,  ires 
squent,  où  Jo,  est  indépendante  du  choix  de  la  variable  d'in- 
çration  et  ne  dépend  que  de  l'arc  et  de  la  nature  de  la  fonction 
Légrée.  On  doit  en  effet  avoir,  dans  ce  cas,  en  désignant 
r  H  une  autre  variable 


'  ùï  '  bkj 


--?lx. 


''%-%y^' 


qui  entraîne,  en  remarquant  que 


hx È.r  aX    t'y hy  flX      ,    rfji 

ûH  ~  ,U  bit'  ù^~  bk  b^'  ^  ~  dl^ 


ientité 


F  .^.. 
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OU,  en  posant 

La  fonction  à  intégrer,  qu'on  peut  appeler  dans  le  cas  actuel 
fonction  d'arc^  est  donc  homogène  du  premier  degré  en  a/  et  y'. 
Cette  fonction^  étant  homogène,  satisfait  à  l'identité  d'Ëuler 

F  {x,y,  œ\y')  =  xT'^  +  y'F'^. 

Dérivons  les  deux  membres  de  cette  dernière  identité  par 
rapport  à  i,  on  obtient 

mais  l'on  a  directement 
d'où,  en  retranchant, 

c'est-à-dire 

Po/  4-  Qy  =  0  (24) 

61 4.  Tirons  de  cette  dernière  égalité,  soit  P,  soit  Q,  pour 
porter  dans  l'égalité  (23)  ;  nous  obtiendrons,  pour  la  variation 
de  l'intégrale,  une  des  deux  expressions 

«Jo,  =  [fV  Sa?  +  FV  8y]  *  -4-    /      Qd\  {hj  -  pox)    (25) 
8J,,  =  [fV  ox  4-  F',.  Sy]  '  -+-   /      Pd\  (Sa?  -  qZy)  ;  (26) 

Xo 

rappelons  que,  dans  ces  formules,  p  désigne  ^  et  y  la  quan- 
dx 
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* 

615.  Ces  formules  s'étendent  sans  difficulté  au  cas  d'iin 
nombre  quelconque  de  variables  dépendant  d'un  paramètre  X. 
Nous  nous  bornerons  à  les  transcrire 

-PrfX 

>  J 

=  [fVSo?  ^...-h  FVBu?]  '  +    1       (PSaJ-+-...-t-Satr)  cDi    (27) 


où  Ton  a  posé 


A0     • 


"Et/  ôf    W 

r  fy,  — »-  — 

OA 


Premières  conditions  nécessaires  à  Pexistenee 
d'un  extrèmum.  Applications. 

616.  Il  s'agit  de  rendre  extremum,  c'est-à-dire  maximnn^ 
ou  minimum,  l'intégrale 

'Mi 
.     Joi=  /      F(^,y,Vy)rfX, 

■.^^       • 

les  variables  et  les  dérivées  étant  ou  non  soumises  à  des  con- 
ditions, soit  dans  leur  ensemble,  soit  seulement  aux  limites. 
L'accroissement  de  cette  intégrale,  devra  conserver  un  sîgne^ 
constant  lorsqu'on  remplacera  la  courbe  C  par  une  courbe 
quelconque  infiniment  voisine.  Désignons  par     . 

» 

une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
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de  u,  V,  10 ...  et  dont  les  termes  d'ordre  moindre  seront  du 
degré  p.  Nous  pourrons  écrire,  pour  raccroissement  de  Joi, 
lorsqu'on  remplace  Je  point  décrivant,  ce,  y  par  1q  point- 

m 

« 

Coiksidérons  encore  la  courbe  décrite  par  le  point  x  -+-  e$ar, 
y  -^  t^y  où  e  désigne  une  constante  aussi  petite  que  nous  vou- 
drons ;  l'intégrale  deviendra  J^^^  4-Ae  J^j,  et  Ton  aura 

A,J,^  =  «8J„-H[e],.  (28> 

Dans  celte  égalité^  le  premier  terme  du  second  membre 
est  prépondérant  et  lui  donne  son  signe  ;  comme  il  change  de 
signe  avec  c,  il  doit  être  nul  si  Taccroissement  dé  l'intégrale 
doit  garder  un  signe  constant.  Oïl  doit  donc  avoir 

c'est-à-dire 

[FV8Jî  +  FV8y]J^-h.  /      (P8x -h  Q8y)€R  =  0.     (») 


61 V.  Nous  supposerons  d'abord  que  les  variations  soient 
absolument  arbitraires.  Partageons  alors  l'arc.  A  en  parties 
sur  chacune  desquelles  P  ou  Q  conserve  un  signe  constant; 
soit  par  exemple  un  arc  A,,,  correspondant  aux  valeurs  %a  et  Xs 
du  paramètre,  sur  lequel  Q  reste  positif.  Nous  choisirons  les 
variations  de  la  manière  suivante  :  partout,  sur  l'arc  A,  sauf 
sur  l.a  portion-A,,,  Sa?  et  $y  seront  nulles  ;  de  plus  sur  Tare  A,^ 
on  aura 

Sa?  =  0     sy  =;  (X  ^  X,)  (X3  -  X),     X3  >  X,. 


La  variation  de  l'iatéi 


Mais,  dans  cette  dernière. intégrale,  tous  les  éléments  sont 
positifs  ;  elle  ne  peut  donc  ùtre  nulle  que  si  l'on  a  identi- 
quement 


Le  raisonnement  se  répétera  d'ailleurs  pour  chaque  portion 
de  l'arc  correspondant  à  un  exlremum,  et  l'on  verra  de  même 
qu'on  doit  avoir 

P  =  0.  (31) 

Nous  appellerons  courbes  exirémales  celles  le  long  desquelles 
les  conditions  (30)  et  (31)  sont  vérifiées,  c'est-à-dire  qui  corres- 
pondent à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  l'intégrale  J,,,. 
ïl  résulte  d'ailleurs  de  l'idenlité  (24)  qu'une  des  équations  (30) 
ou  (31)  entraine  l'autre,  lorsque  a/  ou  y  ne  sont  pas  nulles. 

618.  Premier  Exemple.  —  Trouver  le  plus  court  chemin 
entre  deux  points. 
L'intégrale  qu'il  s'agit  de  rendre  minimum  est 


^dX. 


L'équation  (29)  est  ici,  en  tenant  compte  de  (22), 


-/■ 


.  (32) 
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Les  extrémités  du  chemin  cherché  étant  fixes,  on  a  pour  X^ 
et  pour  Xj 

8^0  =  Syo  =  5a?i  =  8yi  =  0, 

et  les  conditions  (30)  et  (31)  deviennent 

dp,    _  d         a/        ^^       d  y'        ^^ 


d'où 


et,  en  divisant  membre  à  membre, 

ï!  =  ^  = 
X       dx 

y  z=z  CUV  ~h  b.  (33) 

Ainsi  les  courbes  extrémales  sont  des  lignes  droites.  Les 
constantes  arbitraires  a  et  6  se  déterminent  en  exprimant  que 
la  droite  passe  par  les  deux  points  donnés. 

610.  Nous  avons  implicitement  supposé  la  ligne  inconnue 
plane.  Mais  le  calcul  reste  le  même  si  Ton  introduit  trois 
coordonnées  au  lieu  de  deux. 

L'équation  (32)  est  remplacée  par  la  suivante 

0 = l-===M==  8»  -+-       y*.    ==  sm 

Lv^a;'''  ■-+■  y"  +  z"  H*  +  »"-+-  -»'»    * 


-^"t-f'''[ 


/a^«  +  y"  +  z'*     Jxo        /  L     rf^  v/a^»  +  y*  +  z'* 

8  £        y"        -4-  8^  iL        g'        1 
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es  co0diUoD9 

■''' 

y' 

-^■+.'  '• 

V'^'-+y'  +  3-" 

coDclusion  reste  la  même. 

[>.  Il  est  csMcnlicl  d'observer  que  les  formules  utilisées 
à  présent  supposent  expressément  que  la  variable  indé- 
nte  en  fonction  de  laquelle  sont  exprimées  les  différentes 

œ,  y  ...  ne  figure  que  par  sa  différentielle .  Comme,  le 
3uveat,  les  variables  sont  exprimées  en  touclion  de  l'nDe 
e  elles  qui  figure  aussi  sous  le  signe  /  paf  sa  différen- 

nons  allons  voir  comment  il  convient  de  modifier  les 
les  dans  ce  cas. 

>t  effet,  soit  x  la  variable  indépendante  ;  nous  désigne- 
laF  /{x,  y,  p)  nue  fonction  définie  parridenlité 

m  qui  s'introduit  naturellement  si  l'on  réfléchit  que, 
,  x',  y')  étant  homogène  et  du  premier  degré  en  x'  et  y, 

lion  f{x,'y,p)  n'est  donc  autre  que  la  fonction 


f(x,,..,^). 


!/=A«»-t-r,5ï.+A«)>,  1 

^x  ôx'         hy  ûy'     V  (34) 

■        =4^-^).  •        (3») 
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La  formule  (25)  devient  ainsi 


«         •  « 


Par  analogie,  on  pourrait  introduire  -une  fonctipn 

■ 

•7/  \  y  dx 

fi^fV^^)         ou        ^  =  dj}' 


d'où 


et  mettre  la  variation  de  Tintégrale  (26)  sous  la  forme 

Cette  dernière  formule  pouprait  être  utilisée *dans4e  cas  où, 
par  suite  de  Févànouissement  de  x',  la  précédente  deviendrait 
illusoire. 


• 


621  «Avec  les  nouvelles  notations,  la  condition  d'extremum 
de  rintégrale  Joi  s'écrit,  spit 


.     A-^  =  0.    .  -.    (37} 


soit 


^•-^=»'      .    •     <38) 


eftZ.  L'équation 


I  CHAFITBK   ] 

relûppve,  s'écrit 


■Y     .        '-Y        ?/ 


(30, 


\\.  Darboux  a  fait  remarquer  que,  réciproquement,  toute 
jatiqn  ditl^renlitlle  du  second  ordre  peut  être  considérée 
nme  di^tmi^saiit  une  inlîait^  de  fonctions  f[x,  y,  f/)  telles 
e  llnlèjrale. 


/ 


/  (^.  y.  y')  dx 


ae  entre  deux  points  quelconquea  de  l'une  des  courbes  in- 
rales  de  l'équation  considérée  soit  un  extremum. 
Pour  le  voir,  soit 

y-  =  o(x,y,y')  (W) 

juation  difTérentielIe  du  2'  ordre  donnée;  si  ses  intégrales 
it  les  extrémales  d*un  problème  de  variation,  elle  devra  être 
ntique  à  l'équation  (39),  c'est-à-dire  que  la  valeur  de  y*  tirée 
(40)  devra  vérifier  l'équation  (3'J)  quelles  que  soient  x,  y' 
/.  ]f  sera  donc  une  solution  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
lles 

i'i/  ^      (>y^y  iwiy      aj 

isidérée  comme  contenant  les  trois  variables  indépendantes 
y,  y.  Le  problème  comporte,  on  le  sait,  une  infinité  de  so- 
ions. 

)33.  Cherchons,  par  exemple,  les  problèmes  d'extremnm 
i  conduisent  à  l'équation 

y'  =  0. 


\  s'agit  d'intégrer  l'équation 


=  0.  (39  bis) 
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A  cet  eiïet,  nous  commencerons  par  dériver  par  rapport  à 
j/  ce  qui  donne 


Posons 


JV  y  +  JÎL^o. 


(41) 


Péquation  précédente  s'écrit 


—  V  -h  —  =  0  ; 

elle  est  linéaire  et  homogène.  Pour  Tintégrer^  on  sait  qu'il 
faut  considérer  le  système  d'équations  diiïérentiellès  ordinaires 


dx 


du' 


ax ay oy 


dont  l'intégration  est  immédiate.  On  a 


d'où  les  deux  intégrales 


y  — ow7=  p 

P  =  .y  —  ^i/ 


et 


M=F(y',y-a?y) 


F  étant  une  fonction  arbitraire. 
On  a  ensuite  (41) 

■ 

Intégrons  et,  pour  éviter  des  confusions^  changeons  le  nom 
de  la  variable  sur  laquelle  porte  l'intégration  ;  il  vient 


F  (î.  y  —  be)  d\  +  F,  {x,  y) 


/  («.  .V.  y)  =  /  '^y'  /      F  (5,  y  -  M  kÇ  +  y  Fi  {X,  y)  +  F,  {x,  y), 


Calcul  iiTFiiiiTtoiiiÀL 


49 


»  . 


•M 


à 


■m 


3- 
A^     

V 


-i? 


••j»iy 


-:.ftj 
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ou^  en  intégrant  par  parties, 

►y' 


=  /  .w- 


F(  et  Fg  désignant  des  fonctions  arbitraires.  Mais,  comme 
nous  ayons  commencé  par  différencier,  cette  solution  est  trop 
générale.  Il  faut  exprimer  qu'elle  convient  à  Téquation  (39bi$), 
ce  qui  dC)nne  la  condition 

qui  permet  de  considérer  F,  et  Fj  comme  les  dérivées  par- 
tielles d*une  m(^me  fonction  arbitraire  0.  On  a  ainsi  pour  sola- 
tibn  définitive  du  prbblèioe 


«/ft 


0 

m 

et  les  extrémales  de  l'intégrale. 


0 


sont  les  droites 

y  =  OJT  4-  Ô, 

m 

solutions  de  Téquation 

•  /  =  e.  ... 

624«  Deuxième  bxemplv.  —  Trouver  la  courbe  plane  passant 
par  deux  points  et  qui,  en  tournant  mitour  dune  droite  de 
son  plany-engendre  une  surface  de  révolutionnaire  minimum. 

Si  Ton  prend  l'axe  de  la  surfabe  comme  axe  des  x  et  une 
perpendiculaire  comme  axe  des  y,  l'élément  de  l'àire  de  la  sur- 
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face  de  révolution  sera£iry</«y^  étant  rélémentd*arc  de  courbe.  * 
L'intégrale  à  rendre  minimum  est  donc 


*  k^=J  y^'=J  ^>^ 


i^dos 


Parmi  les  différentes  formes  que  l'on  peut  donner  à  la  con-^ 
dilion  cherchée^  nous  choisirons,  parce  que  x  ne  fijgfure  pa» 
explicitement  sous  le  signe  f,  la  suivante 

qui  donne^ 

du,  à  cause  de  (34)  '  . 

c'est-à-dire 


y  »^»  +  P-*  —  Tî^—î  =  «• 


On  en  tire 


Nous  avons  déjà  rencontré,  (n^  449)  cette  équation  différen- 
tielle ;  elle  a  pour  intégrale 


G^est  U  méridienne-  de  la  caténoïde  déjà  rencontrée  (tome 
!«n*528). 

Les  courbes  extrémales,  dans  ce  problème,  sont  donc  des 
chaînettes.  On  déterminera  les  deux  constantes  arbitraires 
introduites  par  Tintégration  en  exprimant  que*  la  chaînette 
pasie  pàr-Ies  deux  points  donnés. 
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625.  Remarque.  —  On  ne  trouve  pas  toujours  des  valeurs 
réelles  pour  les  constantes  arbitraires.  Supposons,  par  exemple, 
que  les  deux  points  donnés  A  et  B  soient  symétriques  par 
rapport  à  ox^  et  ai^nt  pour  coordonnées  x^^  y^  et  —  jTo,  y©.  On 
voit  aisément  que,  dans  ce  cas,  b  est  nulle  et  que  a  est  donnée 
par  l'équation  transcendante 


2yc 


en  discutant  cette  équ^ition,  on  trouve  que  l'angle  AoB  doit 
être  inférieur  à  l'angle,  33**  32%  des  deux  tangentes  à  la  chai- 
nette  issues  du  point  o. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  ce  résultat  paradoxal  que  le 
problème  posé  ne  peut  pas  admettre  .de  solutions.  Cela  tient  à 
ce  que  nous  avons  exclu,  dès  le  début  de  notre  analyse,  les  so- 
lutions discontinues,  par  exemple  les  courbes  qui  présentent 
des  points  anguleux.  Sans  entrer  Sans  la  recherche  de  cette 
•catégorie  de  solutions,  recherche  qui  exigerait  de  longs  déve- 
loppements théoriques,  nous  dirons.quMci  la  courbe  extrémale, 
lorsqu'elle  n'est  pas  une  chaînette,  se  compose  de  deux  per- 
pendiculaires  AA\  BB'  abaissées  de  A  et  B  sur  ox  et  de  la 
portion  de  Taxe  ox  comprise  entre  ces. perpendiculaires.  Celte 
solution,  évidente  géométriquement,  peut  être  aussi  vérifiée 
par  le  calcul  :  elle  s'obtient,  en  supposant  nulle  la  constante 
a  que  le  calcul  précédent  supposait  essentiellement  différente 
de  zéro.  Il  en  résulte  immédiatement 

de  plus  nous  avons  implicitement  supposé  x'  différent  de  zéro. 
Il  faut  donc  ajouter  les  portions  de  courbes  correspondant  à 
Phypothèse  x  =«  constante,  ce  qui  donne  les  deux  droites 
AA'  et  BB'. 

636.  Dans.  les  deux  exemples  que  nous  venons  de  traiter, 
les  variables  et  les  dérivées  se  trouvent  séparées  soij^s  le  signe 
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« 

/.  Ce  cas  se  rencontre  fréquemment  dans  les  applications  et 
nous  devons  y  insister  un  peu.  Soit  donc  Hntégrale 


J  =    /      «  (JT,  y. 

•A.  - 


zy  dSf 


avec 


ds  =  ^af^  -+-  y'*  -+-  ^'*  dl  =  RrfX  ; 
oa  a  ici 

F  (x,  y,  X,  sd )  ==  Rf  {ce,  y,  z). 

Les  équations  des  extrémales  (30)  seront  donc  ici 


"â~3x(?55')  =  * 


et  deux  autres  pareilles  ;  par  suite,  ôomme 

dR  a?' a/dX dx 


on  aura 


''('â)-S*=») 

Ces  équations  qui  ne  contiennent  que  des  éléments  géomé- 
triques et  qui,  d'ailleurs,  se  réduisent  à  deux»  sont  susceptibles 
d'une  interprétation  intéressante  que  nous  signalerons  en 
passant. 

Les  extrémales  sont  les  figures  d'équilibre  d'un  fil  sollicité 
par  une  force  dérivant  de  la  /onction  des  forces  —  ^  {x,  y,  z), 
la  tension  du  fil  étant  assujettie  à  avoir  la  valeur  <p  {x,  y,  z) 
(Môbius,  Statique,  2»«  Partie,  Chap.  VII). 

627.  Troisième  exemple.  —  On  appelle  brachistochrone  la 
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eourbe  que  doit  suivre  un  poiat  matériel  peMût»  abandoimé  à 
luit-mème  sans  vttesse  iaîtialè,  pbar  aÛer  da  point  A  an 
point  B  dans  Je  temps  le  plas  court.  C*est  cette  courbe  dont 
nous  nous  proposons  d'obtenir  Téquation.. 

3QÎent  car  et  oy  les  deux  axes  de  coordonnées,  le  premier 
horizontal  passant  par  A,  le  second  vertical  passant  par  B, 
Nou»  admettons  comme  évident  que  le  point  mobile  ne  sartîra 
pas  du  plan  vertical  qui  contient  les  deux  points  A  et  B.  Cela 
posé,  on  sait  que  la  vitesse  v  du  mobile  a  pour  valeur,  à 
chaque  Instant,  la  hauteur  dont  est  tombé  le  point  matériel 

multipliée  par  v/2^,  ^•dàsîgnatit  Tâccélération  due  à  la  pesan- 
teur. On  aura  donc,  en  désignant  par  s  la  longueur  de  Tare 
parcouru  (Comptée  à  partir  du  point  A,  par  /  le  temps  et  par  A 
l'ordonnée  du  point  A, 

d'où  •  ,  ■    • 


ds 


0 

L'intégrale  à  rendre  minimum  est  donc 


1  ^'-y 


0 

j:  étant  la  variable.  Elle  s'écrit 

et  l'on  peut  toujours  appliquer  la  même  règle  pour  -obteHÎr  fe 
minimum,  c'est-à-dire  écrire  la  cohditios 
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OU 


en  désignant  par  c  une  constante  arbitraire • 
On  déduit  de  là 

c  * 

1  -H  «2  =  ^p 

dy  _     .fc  —  à^y 
dx~'      y      h  —  y    ' 

en  choisissant  le  signe  moins  parce  que  les  axes  ont  été  fixés 
de  manière  que  y  décroisse  lorsque*  x  croit.  Posons 

^  —  2^  =  c  sin*  a  =  2  (1  —  ces  2  a) 
d'où 

—  cly  =  +  2c  sin  a  ODS  a  <f  «  ; 
réquation  différentielle  devient 

2c  sin  a  cosjx  dii  =  ±  —. —  da 

sin  a 

dco  =  ±2c  sin'  a  efa  ±=  db  c  (t  --  cos  2a)  d^  ' 

m 

et  en  intégrant 

â?  —  ô  =r  db  c  («—  2  sîû  2flt)  =r  =fc  £  (2«  —  sin  la!). 

Si  d  désigne  Tabcisse  da  point  B  qui  correspond  à  y  =  0 
(a  =  0),  on  aura  finalement  pour  équations  de  la  brachisto- 
chrone 

07  s=7  ^  (2a  —  sin  2s)  +  6 

y  =  A  —  s  (!  —  ces  2a). 

'  On  reconnaît  les  équations  d*une  cycloïde  dont  le  cercle  géné- 
rateur a  pour  diamètre  c. 
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Remarque.  —  On  peut  généraliser  le  problème  précédent  eo 
supposant  d  nne  part  qpe  le  point  est  lancé  avec  une  vitesse 
initiale  r^,  d'autre  part  que  la  force  agissante»  au  lieu  d*ëtre 
la  pesanteur,  dérive  d'une  fonction  de  forces  U  {x^  y,  z).  Si 
I  on  suppose  constante  la  quantité  h  déQnie  par  l'égalité 


h  =  ^  —  U  (a?.,  y^,  jr.), 


le  théorème  des  forces  vives  fournit  l'équation 


mv* 


et  l'intégrale  à  rendre  minimum  est 


=  V^m    / 


.  ds 


/2  (U  +  h) 
Elle  rentre  dans  le  type  étudié  au  numéro  précédent. 

• 

628*  QuATRiÈMB  EXEMPLE.  —  EquaUoYi  différentielle  des 
lignes  géodésiques.  Nous  avons  déjà  parlé  (Tome  premier, 
n<^517)  de  ces  lignes;  la  propriété  caractéristique,  dont  elles 
jouissent,  d'être  le  plus  court  cbemin  entre  deux  de  leurs 
points  pourvu  que  ces  points  soient  suffisamment  rapprochés 
permet  de  former  immédiatement  leur  équation  différentielle. 
Soient  u^  v  les  coordonnées  curvilignes  d'un  point  de  la  surface 
dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  x^  y,  z\  nous  savons 
que  l'élément  de  courbe  peut  se  mettre  sous  la  forme  (tome 
premier,  n^  477). 

ds  =  \/e du^  -]- 2F du dv -h  Gdv* 

=  y/^ETTFîTT'Uv^du. 
U  s'agit  de  rendre  minimum  l'intégrale 
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On  a  ici 


/•=V^E-*-2Ft/-+-Gt;'« 

5E      ^  .ôF        ,.  ôG 

ô/ ôr ôi?  î^r 

^  ~  2  v/E-h2Ft?'-+-Gt;'« 
b/'  ^  F  -f-  Gt/ 

^^      /e -+- 2  Ft/ -+- Gt/* 

2>F  /  ôG  ri    » 

v«r         ^  -^  ^  r-  -+-  G^ 
èy    __  ^w ou 

M/ôw  ""  /e  -H  2F«'  -i-  Cw'« 

/(E  -h  2  Ft?'  -h  Gw'«)» 
Il  8ufGt  de  porter  ces  valeurs  dans  l'équation  (37) 

5»         du 

pour  avoir  Téquation  cherchée  tjue  nous  ne  transcrirons  pas, 
l'ayant  déjà  donnée  dans  le  Tome  premier  (page  534)  sans 
particulariser  la  variable  indépendante. 

Il  résulte  de  cette  équation  qu*en  un  point  d'une  surface  il 
ne  passe  qu'une  ligne  géodésique  y  admettant  une  tangente  ; 
car  si  pour  u  =  Wo^  on  donne  t?  =  i?o  et  v'  =  v'o,  l'équation 
fera  connaître  t?'o,  et  par  suite  v"^....  Nous  avons  fait  observer 
(1,  520)  qu*au  contraire  par  deux  points  donnés»  quelque 
voisins  qu'ils  fussent,  il  pouvait  arriver  qui!  passât  une  infi- 
nité de  lignes  géodésiques.  Le  fait  sur  lequel  nous  appelons 
l'attention  du  lecteur  a  une  portée  plus  générale  que  celle 
d'une  simple  interprétalion  géométrique  ;  il  suffit,  pour  s'en 
rendre  compte,  de  considérer  la  généralité  de  l'intégrale  J  sur 
laquelle  nous  venons  de  raisonner.  Il  faut  donc  concevoir 
que  deux  points  ne  déterminent  pas  toujours  une  extrémale 
de  rintégrale 


F  (poy  y,  ^f  y')  d\ 
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tandis  qa*une  extrémale  est  parfaitemeiit  détenpinée  par  im 
point  et  la  tangente  en  ce  point. 

Si  'd'ailleurs  nous  avions  adopté  pônr  le  d^  la  forme  donnée 
dans  le  tome  premier  à  la  fin  du  n""  526»  savoir 

■ 

dans  laquelle  u  représente  la  longueur  d'un  are  de  géodési<{ne, 
tandis  que  les  courbes  u  =  constante  sont  les  trajectoires 
orthogonales  des  géodésiques,  la  propriété-  de  minimam 
dont  nous  nous  occupons  ici  eût  été  immédiateaient  démon- 
trée. En  eiTet  soit  M  un  point  de  coordonnées  u^^  r,,  situé 
dans  la  portion  de'  surface  que  peut  balayer  ôntièreoient  sans 
7  passer  deux  fois,  Un  arc  géodésique  de  longueur  u^  soffi- 
samment'petit  tournant  autour  de  son  origine  0.  De  0  à  M.ira 
une  seule  ligne  géodésique  de  longueur  eco  >  toni  autre  arc 
allant  de  0  à  M  aura  une  longueur 


Gdv' 


évidemment  supérieure 


du  =  U| 


620.  Le  problème  des  géodésiques  peut  donc  encore 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  :  mettre  le  cb^  sous  la  forme 
^Os^(r*dôf,  c*esi-à-dire  trouver  trois  fonctions  6,  e^.et  a  de  net 
de  V  telles  qu'on  ait  identiquement 

Edu^  H-  2Fc?urfu  -h  (jdv^  =  cW«  -h.  d'rfBf, 

ou  encore  telles  que  efa*  —  d^^  SQit  carré  parhit« 

Si  Ton  pose 


^  o'-<.t*^(t^' . 


^^ EG  -  F« 
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«on  trouve  saas  peine  la  condition 

Ae  =  1,  (43) 

qui  est  aussi  suffisante  ;  car  on  aura  alors 

ds^  =  rfO*  -+-  (m  du  -+-  n  cto)', 
ou,  en  choisissant  convenablement  le  facteur  intégrant  (n^  399).| 

'  Cela  posé.  Ton  peut  énoncer  le  théorème  suivant  :  Si  ton 
a  une  solution  contenant  une  constante  arbitraire  sl,  V équation 
générale  des  lignes  géodésiques  sera 

•     ■■  -  -       •     •       ?  =  '*'•        • 

Dans  cet  énoncé,  il  faut  çntendre  que  a  figure  au  moins  dans 
une  des  dérivées  g^  ou  ~ ,  et  n'est  pas  seulement  introduite 
par  l'intégration  de  d^.  L'identité 

différentiée  en  faisant'  varier  seulement   a  donnera,  parce 
que  ds^  est  indépendant  de  a, 

11  en  résulte  que  la  fonction  linéaire  cfO^  de  du,  dVf  divise  M 
ou  <f  (g-)  ;  mais  ce  ne  peut-être  <i6,  sans  quoi  ds^  serait:  un 

carré' parfait.  Donc  6^  est  fonction  de  —  et  l'on  peut  poser,  si 
l'on  veut, 
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Or  les  géodésiques  oui  pour  équation,  avec  la  forme  choisie 
du  d#*, 

6j  =  constante  ; 
leur  équation  sera  donc 

Celte  équation  renferme  les  deux  constantes  arbitraires  a 
a'  ;  c'est  l'équation  générale  des  géodésiques. 

630.  Jusqu'à  présent,  les  extrémités  de  la  courbe  cherdiée 
étant  fixes,  et  la  courbe  variée  pouvant  être  prise  arbitraire- 
ment, nous  avons  pu  négliger  la  partie  toute  intégrée  de 
l'équation  (29).  On  peut  souvent,  par  un  choix  convenable  des 
variables,  ramener  au  cas  précédent  des  problèmes  qui,  à 
première  vue,  n'y  paraissent  pas  renfermés. 

Cinquième  exemple.  Déterminer  la  courbe  de  longueur 
donnée  1  qui  issue  d'un  point  et  limitée  à  une  droite  donnée, 
menée  par  le  point,  enferme  avec  la  droite  une  aire  maxima. 

Prenons  le  point  0  comme  origine  des  coordonnées,  la  droite 
donnée  comme  axe  des  x,  et  une  perpendiculaire  à  Ox  comme 
axe  des  y.  Il  s'agit  de  rendre  maximum  l'intégrale 


ydx 


sachant  que 

/\ 
sldx^  -i-  dy"  =  l. 

Le  problème  étant  posé  dans  ces  termes,  nous  ne  sommes  pas 
encore  en  mesure  de  le  résoudre.  Mais  prenons  pour  variable 


CALCUÉ  DES   VARIATIONS  781 

indépendante  Tare  de  courbe  compté   à  partir  de  Torigine 
(X  =  5)  ;  nous  sommes  ramenés  à  rendre  maximum  Tintégrale 


=  /    ydx. 


dans  laquelle  x  et^y  sont  considérées  comme  des  fonctions 
de  s.  On  a,  entre  les  variables,  la  relation 


dx"  -f-  dy^  =  d**, 


d'où  Ton  tire 


et  J  devient 


La  quantité  à  iatégrer  ne  contenant  pas  s  explicitement,  nous 
appliquerons  encore,  comme  dans  le  problème  précédent,  la 
formule   • 

m 

en  désignant  ici  par  p  le  rapport  ^.  Les  ôxtrémales  ont  dotic 
pour  équation  différentielle 


>  \/<  -  &ï-  m 


■  \/^-m 


=«. 


ou 


a»-*       \di)  ' 

/a*  -  y* 

.    s  H-  ô 
y  =  a  sin  • 


^i  -*n 
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On  a  ensuite 


(t)' = '  -  m = >' 


sin* ^ 

a 


dx       _,     *    s  -h  b  *  -t-  ô 

as  '^        ,  a  a 

m 

L'élimination  de  s  donne  enfin  pour  équation  des  extrémales 

m 

y* -H  ("^ -f-^c)*  =  a*. 

La  courbe  chercbée  est  donc  un  demi-oercle  :  on  achève  le 
problème  en  déterminant  les  constantes  arbitraires.  On  doit 
avoir,  pour  5  =  0,  x  =  y  =  Ocç  qui  permet  de  prendre  6  =  0, 
c'=  a.  Pour  $=s  l,  il  faut  encore  avoir  y  =  0,  d'où  l  =  aT.ei 

r 

u  =  -  •  .  .  • 

•  •  • 

63  !•  Sixième  exemple,  r—  Trouver  la  sur  face  de  révolution 
qui^  sous^une  aire  donnée  w,-  renferme  le  volume  masàmum, 
étant  entendu  que  cette  surface  rencontre  son  (zxe  en  deux 
points  et  en  deux  points  seulement^. 

Nous  prendrons  l'axe  de  la  surface  pour  axe  des  Xj  un  som* 
met  de  la  surface  comme  origine  des  coordonnées^  et,  comme 
coordonnées,  la  perpendiculaire  y  abaissée  d*un  point  de  la 
méridienne  sur  ort  atxe  et  TabscbM  da  même  poiot.  L%fé- 
grale  à  rendre  maximum  est 

■ 

i=    I     y^dxr 

yds 

a  une  valeur  constante  ^.  Sous  cette  forme^  nous  ne  savons 
pas  encoVe    résoudre  le  problème  ;  .mais  prenons   comme 


sachant  que 


•     . 
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deuxièitae  variable,  aa  lieu  de  x,  la  portion  u  d'aire  comprise 
eâlre  le  sommet  et  uq  parallèle  quelconque  ou  plutôt  cette 
aire  divisée  par  Sn  ;  l'intégrale  &  rïudre  maximum  sera 


il  s'agit  seulement  do  l'eiprimer  à  l'Kide  des  variables  y  et  «~  . 
Or  on  a  ■    ■ 


du  ==yda  =  y^dx*  ■+■  dy*, 
on  ."  .    '  .  .    ■ 

.  Donc.  -  .  ' 

-   Comme  u  ne'fignro  pas  sons  le  signe  /,  c'est  «ncore  l'égalité- 

-    ■    ■    ■   r-pfp'=* 

que  nous  allons  appliquer.  L'éqUation  différentielle  de  l'eitré- 
male  est  donc  : 
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L'intégration  s'effectue  sans  peine  et  Ton  troave 

y  -  ("-i-T = «••     ■ 

Comme  ueiy  doivent  s'annuler  en  même  temps,  il  faudra 

« 

poser 

6  =  ±  a*; 

ce  qui  donne,  pour  l'équation  de  l'extréûiale, 

Pour  y  =  0,  on  doit  avoir  m  =  0  et  m  =  w  ;  nous  suppose- 
rons de  plus,  que  u  croisse  avjec  y,  ce  qui  donne  Gnalement 
r  équation 

avec  l'égalité 

tu  =  2àK 

On  a,  d'autre  part, 

* = f  v/'  -  *'  {iîî  ■  ■ 

—  •  » 

donc  Téquation  en  coordonnées  cartésiennes*  de  l'extrémale 
est 

(x  —  c)'  -i-  y'  =  a* 
c'est  une  circonférence. 

m 

m 

É 

"iVouvelles  conditions  nécessaires  dans  le  cas  où  les 
points  extrêmes  des  courbes  cherchées  ne  sont 
plus  flxes. 

632.  Jusqu'à  présent  nous  avons  toujours  supposé  fixes  les 
extrémités  des  courbes  cherchées,  et  le  chemin  de  l'intégration 


i^^^!^ 
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entièrement  arbitraire.  Supposons  maintenant  que  les  extré- 
mités du  chemin  d'intégration  ne  soient  plus  fixes,  mais  seule- 
ment soumises  à  certaines  conditions.  Par  exemple  si  2:0,^0  sont 
les  valeurs  des  coordonnées  x,  y  qui  correspondent  à  X  ==  X^, 
x^j  j/i  celles  qui  correspondent  à*  X  =  X^,  supposons  qu*on  ait 
entre  ces  quatre  quantités  des  relations  telles  que 


ffi  («^0»  Vo»  ^1»  yi)  =  0  '    (»  <  ^)- 


(44) 


Il  est  clair  qu'avant  tout  les  courbes  cherchées  devront  être  des 
extrémales  ;  un  exemple  simple  le. fera  comprendre.  Le  plus 
court  chemin  entre  deux  points  inconnus  et  soumis  à  certaines 
conditions  sera  toujours  une  ligne  droite  ;  les  conditions  acces- 
soires serviront  seulement  à  fixer  la  position  de  la  droite.  De 
même,  en  général,  si  la  courbe  f(xy  y)  =  0  est  une  solution  du 
problème,  entre  les  points  extrêmes  de  Tare  de  cette  courbe 
cet  arc  devra -être  extrémal  ;  sans  quoi,  on  pourrait  entre  ces 
deux  points  le  remplacer  par  un  arc  d'oxtrémale. 

Nous  ne  sommes  plus  ici  absolument  maîtres  des  variations 
pa'rce  que,  aux  extrémités  du  champ  d'intégration,  11  faudra 
satisfaire  aux  conditions  nécessaires  qui  résultent  de  (44)  c*est- 
à-dire  aux  équations  (44)  et  à 

gi  (^0  -+-  ^^0.  î/o  ■^-  hif  ^1  -+-  ^^i>  Vi  -+-  hi)  =  0  ;     (45) 

les  équations  (45)  peuvent  s'écrire,  en  se  limitant  aux  varia- 
tions premières. 


«.I 


•V 


gi = B  ^^^ 


o^^o>,  +  ^^a..,-H^^8y,=0.     (46) 


«>^o       "        '^I/q    ""    ^    '^i       *    '    '^^1 


Nous  choisirons  les  valeurs  suivantes,  x,  et  X3  étant  deux  va- 
leurs de'x  comprises  entre  les  valeurs  extrêmes  X^^  et  X,. 
Entre  X^,  et  Xj,  nous  prendrons 


00? 


X-X,\» 


=-.(è^y.  ^^-^^-Q^} 


qui  conservent  un  signe  constant  sur  Tare  A  et  qui  de  plus  se 
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J^ 


■ 


p. 


k» 


I 


s»- 


L- 


* 


y- 
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réduisent  à  Sa-^,  8t/^  pour  X  =  >^;  entre  >,  et  X3,  npus  suppose- 
rons 

Sj;  =  8^  =  0 
.  •  •  • 

et  enfin  entre  >,  et  Xi  nous  poserons 


h  I^^I^^Q^SJ,  8y=^8y,^^_^J.      • 


de  sorte  que  la  courbe  van»  sera  très  voisine  de  l'arc  A  et 
'  de  plus  satisfera,  aux  conditions  aux  limites  :  elle  est  de  celles 
vis-à-vis  desquelles  Tare  A  doit  Journir  un  extrenHim.  La  va- 
riation de  rintégrale  est  toujours  donnée  par  l'identité  (23) 

(Paa;.4-  Q8y)  dX. 


^0 


L'arc  A  devant  ôtreune  portion  d'extrémale,  on  devra  toujours 
avoir,  comme  d'ailleurs  çn  lé  voit  en  adoptant  les  valeurs  ci- 
dessus*  données  pour  jes  variatiops  (*)»  • 

P  =  0..   .  Q  =  0.- 
Mais  il  faudra  de  plus^  pour  que  81^^  soit  nylle^  que  lion  ait 

[F\,]    Sa,  H-  [F y.]^  ^y,  -  [F^]^  8^^  -  [F'y\  8y,  =  0.  (47) 

Dans  l'équation  précédente  les  indices  indiquent  qu'il  faut 
remplacer,  dans  les  dérivées  Fy>  F  y,  les  variables  a?,  y,  x',  y\ 
par  ojp  t/i,  a?\,  ?/i,  pour  celles  qui  ont  Vii^dice  1  et  par 
Xq,  ?/o,  cV^,  y'^  pour  celles  qui  ont  l'indice  zéro.  Dés  équations 


(*}  On  pourrait  se  demander  s'il  ne  serait  pas  possible  d^annuler  8J,„ 
en  compensant  la  partie  intégrée  parPautre  ;  mais  le  signe  de  la  partie 
non  intégrée  étant  arbitraire j  cette  partie  ne  pourra  être' dans  tous  les 
cas  égale  et  de  signe  contraire  à  l'autre.  Elle  devra  donc  être  nulle 
séparément. 


•    1 
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fi6),  on  tirera  i  des  variations  ^x^y  îy^,  5a?j,  y  j  pour  les -porter  ^ 

dans  X47)  et  Ton  annulera  les  coerGciehts  des  variations  qui 

auront  subsisté.  On  aura  ainsi  de  nouvelles  conditions  néces-* 

saires.  ,  .  .  - 

Supposons  par  exemple  qu*il  y  ait  deux  relations  de  la 
formé  (44)  "  .  •  ' 


9i  K>  yo)  ='0 
•  9%  (^i»  2/0  =  ^ 


(48) 


■ 
Les  relations  (46)  s'écriront 


(49) 


en  portant  dans  (47)  les  valeurs  de  Ix^,  Ix^  tiré'es  des  égalités' 
précédentes,  et  égalant  à  zéro  les  coefQcients  de  ly^  et  de  ly^^ 

•        *  *  * 

-on  obtient  les  proportions     . 


Ces  équations  jointes  aux  équations  (48)  détermineront  les 
points  a?o,  Voi  ^lï.î/i  ^^  aboutiront'  les  extrémales.  On  peut 
encore,  si  Ton  veut,  -remplacer  les  équations  (50)  pjir  les  sui- 

•  * 

vantes 

-auxquelles  il  faut  alors  adjoindre  les  équations  (49). 

m 

033,  Reprenons  quelquesruns  des  exemples  déjà  traités. 
Nous  avons  vu  au  n^  Gi8  que  les  plus  courts  chemins  entré 
<ieux  points  étaient  des  droites.  Si  les  points  extrêmes  doivent 
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sur  deux  courbes  données,  ou  aura  en  chacun  de  ce» 

ils 

,-à-ilire,  à  cause  des  valeurs  de  Fi',  FVi 


°st  la  condition  d 'orthogonalité  connue;  ainsi  le  plus^ 
t  chemin  entre  deux  courbes  se  compte  sur  une  normale 
nune.  De  même  si  l'un  des  points  x„  y^  est  Gxe,  la  plus 
,e  dislance  de  ce  point  à  une  courbe  se  compte  sur  une 
lale  à  la  courbe  issue  de  ce  point.  Remarquons,  en  pas- 
que  nous  avons  seulement  exprimé  que  la  distance  des 
points  était  exlremum  :  l'on  sait,  en  elTet,  que  les  nor- 
i  issues  d'un  point  à  une  courbe  peuvent  être  des  chemins 
[num  ou  minimum. 

deuxième  exemple  donnerait  Heu  à  des  remarques  ana- 
s;  la  chainette,  qui  est  l'extrémale  cherchée,  doit  ëlre 
normale  aux  courbes  qui  la  limitent. 

634.  Théorème  sur  les  liâmes  céodésiques.  —  Sott  l'arc  de 
tji'odèsique 


,=/Ve^ 


ition,  si  les  extrémités  M,  et  M,  décrivent  deux  <5l'>- 
le  courbes  quelconques  WoN,,  et  M,N,,  aura  pour  ex- 
1  (23) 

L       i'l'V-i-2F»'»+ai"       J».. 
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Or,  si  Ton  coosidère  les  deux  droites 

X  —  x       Y  —  V       Z  —  ;r 

dx  dy  dz 

le  cosinus  de  leur  angle  aura  pour  expression 

dx^x  -+■  dyly  H-  dzlz 
dlSs 

ou;  en  remplaçant  dx  par 

àX     f  ^X    j 

—  du  -^ ai?, 

<le  même  dy,  dz,  ^x,  Sy,  ^z  par  des  développements  analogues, 

008  ^^as,  05;  _  ^^^^ 

La  variation  de  Tare  de  géodésique  peut  donc  s'écrire 

•^J  =  [os  C08  {ds,  ^s)\^  =  MqN^  cos  (rfso,  8«q)  -h  MjNi  cos  (ds^,  ^s^)» 

C'est  la  généralisation  d'une  formule  connue  (I,  n^  449).  A 
l'aide  de  l'expression  de  8J  en  $u,  8v ,  on  vérifierait  aisément 
4]ue  J  est  une  solution  de  Téquation  (43)  {ù?  629). 

635.  Formule  de  Tait  et  Thomsom.  —  Les  mêmes  consi- 
dérations permettent  d'interpréter  la  variation  d'une  des  inté- 
grales définies  au  n^'  626,  ou  plus  exactement  la  partie  princi- 
pale de  l'accroissement  de  cette  intégrale  lorsqu'on  remplace 
la  courbe  extrémale  par  une  courbe  infiniment  voisine.  A  cet 
«ffet  reprenons  la  formule  (23)  étendue  à  trois  variables  ; 
comme  la  courbe  (C)  d'où  Ton  part  estj  par  hypothèse^  une 
«xtrémale,  l'intégrale  est  nulle  et  l'on  a 


8J  =  [FV  Sa?  -+-  FV  Sy  -H  F,'  8^]^* 

V    dx  ^  dy  ^  dz  ^^11^^ 
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Désignons  par  <p  (Mo),  ?  (Mj)  Içs  valeurs  de  o  (x,  y,  z)  aux  li- 
mites et  soient  N©,  Ni  les  extrémités  de  la  courbe  (r]  infini- 
ment voisine  de  (G)  ;  soient  enfin  Mo  To  et  Mj  T,  les  tangente^ 
à  Textrémale  (C)  en  M©  et  M^.  On  aura 


[ 
[ 


dx  ^  dy  ^ 

■rfT  °^  -^  d^  «y 

dx  >^     ,     0?M  ^ 


p' 


1  = 


M,No  cos  ToM.No 


rfs      J 


X, 


=  M,N,coaT,M,N\ 
=  —  MjN,  cos  T;SCn7 


^n 


FiQ.  50 


et  enfin 


SJ  =  —  MoNo  cp  (Mo)  cos  ToMqNo  —  M,N,  «>  (M,)  cos  T^M.N, 

Telle  est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir. 

Dans  le  cas  particulier  où  <p  ==  i,  on  retrouve  la  formule  du 
n°  449  tome  l*%si  la  courbe  (C)  est  une  ligne*  droite,  et  celle  du 
numéro  précédent,  si  la  courbe  (C)  est  une  géodésique  tracée 
sur  une  surface. 

636.  Les  applications  de  la  formule  précédente  sont  nom- 
breuses. Chercbons  par  exemple  les  extrémales,  définies  par 
les  formules  (42),  qui  vont  d'une  surface  donnée  à  une  autre 
surface  dpnjiée.  Soit  encore  Mo  et  Mi  les  extrémités  de  Tex- 
trémale  cherchée;  fai'sons  varier  seulement  le  point  M,.  On  aura 

.     .        8J  = -r  M,Nj  cos  T^IMT, 
et,  puisque  o J  doit  être  nulle. 


cos  TaM^Nj  =«  0. 
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Ainsi  rextrémale  inconnue  doit  être  normale  à  la  deuxième 
surface  ;  on  verrait  de  même  qu'elle  doit  être  normale  à  la 
première. 

Par  exemple  les  brachistochrones,  correspondant  à  une 
fonction  de  forces  donnée  U  (n®  627,  remarque)  et  à  une  va- 
leur donnée  de  la  constante  A«  qui  vont  d'une  surface  à  une 
autre  sont  normales  aux  deux  surfaces. 

637.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  {présent  que  la  quan- 
tité F,  qui  figure,  soûs  le^  signe  /,  est  indépendante  des  limites 
et  qu'il  est  toujours  possible  de  trouver  un  paramètre  qui 
prenne  les  menées  valeurs  aux  limites  sur  toutes  les  courbes 
variées.  U  n'en  est  pas  toujours  ainsi  ;  par  exemple  dans  le 
^problème  de  la  brachistochrone  (n^  6^7)^  si  les  extrémités  lié 
sont  plus  données,  mais  seulement  assujetties  à  se  trouver  sur 
des  courbes  données,  la  vitesse  sera  donnée  en  un  point  quel- 
conque par  la  formub 

*         *  •  ... 

« 

•  l'axe  des  y  est  toujours  une  verticale  (dirigée  cette  fois  vers 
le  bas),  et  la  quantité  F  contiendra  j/q  et,  en  outre,  v^  qui  peut 
être  supposée  une  fonction  donnée  de  Xq  et  de  i/q. 

Avant  de  voir  ce  ^u'il  convient  de  faire  dans  ce  cïis,  mon- 
trons qu'où  peut  toujours  supposer  les  limites  de  l'intégrale 
fixes.  Si  l'on  a  en  effet 


il  suffira  de  po^er 

pour  transformer  cette  intégrale  dans.la  suivante 


J 

0 


*\-> 


nr 


• ..  ».?»«i-< 


792  CHAPITRK  XVll  . 

et  ici  les  variables  doivent  être  considérées  comme  dépendant 
de  t  et  des  constantes  \^^  \. 

Plaçons-nous  donc  dans  cette  hypothèse  et  soit 


-  I      F  rfX  ==    I      F  (a?,  3/,  a/,  y\  x^,  y^,  x^^  yj, 


l'intégrale  à  rendre  extremUm.  On  aura 

J -h  A  J  =   /      F(a7  H-8a?,y-h5y,a:' H- Sa?', ...  3/1  H-oy4){/X, 


Choisissons  d'abord  un  système  de  variations  qui  laissent  fixes 
les  extrémités  de  la  courbe  C  ;  ilfauttraiter  œ^,  y^,  x,,  y,  comme 
des  constantes.  L'équation  des  extrémales  (F  =  0,  Q  =  0)  donne 
alors,  en  se  reportant  à  la  formule  (23),  l'identité 

X\ 
(F-;  Icc  +  F'y  ly  ^  FV  Sx' + Fy.  Sy»)  À = [F^  8a;-h  Fy  Sy]!^; 

il  en  résulte  pour  la  partie  principale  de  AJ,  si  Ton  choisit  les 
variations  Sa?,  8y  comnie  au  n^  632, 

F'^,rfX-4-,..  +  8y.    /      F'yrfÀ; 

..„       .  .  «^x« 

« 

c'est  cette  variation  qui  devra  être  nulle  en  vertu  des  égalités 
(46).  D'où  l'équation 

-  • 

.     638.  Appliquons  ces  considérations  à  la  brachistochrone- 
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Soit  d'abord  r^  =  0.  On  aura 

t>*  =  2^  (2/  —  yo) 

d'où 

ds 


dt  = 


^^9  (y  -  2/0) 


Nous  avons  donc  à  rendre  extremum  l'intégrale 


D*abord  la  courbe  cherchée,  devant  être  une  extrémale,  sera 
une  cycloïde  ;  les  formules  (49)  et  (53)  nous  apprendront  seu- 
lement comment  la  brachistochrone  aboutit  aux  courbes  qui 
la  limitent.  On  doit  avoir  simultanément 


s/d^T7^  v/y-2/o      V^x'»  4-  y»  \/y  —  yg  J^, 


<>yo 


(54) 


Choisissons  d'abord  un  système  de  variations  tel  que 

8a?o  =  8y^  =  0  ; 
l'équation  (54)  devient 

x\  Ix^  -h  y,  8^,  =  0,  (5$) 

c*est- à-dire  que  la  brachistochrone  aboutit  normalement  à  la 
courbe  d'arrivée  (condition  nécessaire). 
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Si  mam tenant  les  variations  Sx^,  Sy^  ne  sont  pas  nulles,  nous 
allons  transformer  l'équation  (54).  Remarquons  que  Tune  des 
équations  de  Textrémale 


donne 


et  aussi 


De  même 


P  =  F'    —  ^  F''/  =  0 


.F'^c;x  =  dF'^.. 


F'ycA  =  ^F'y. 


En  portant  cette  dernière  expression  sons  le  signe  /  dans  (34)« 
cette  équation  devient,  en  intégrant  et  tenant  compte  de  (56} , 


OU 


{^^,  -  5.r  j  H-  'é  (^yi  -  ^i^o)  =  0 


Xj 


OU  enfin^  à  cause  de  la  condition  déjà  écrite  (55), 

a;\  8a?o -+- y^i  8yo  =  0. 

Ali  point  de  départ  sur  la  courbe  g^  {x,  y)  =  0  la  tangente  à 
cette  courbe  est  donc  perpendiculaire  sur  l^i  tangente  à  la 
brachistochrone  au  point  d'arrivée.  * 

630.  On  aurait  pu  encore  ne  pas  supposer  la  Vitesse  initiale 
nulle,  mais  supposer  par  exemple^ 

Dans  ce  cas,  Textrémale  est  normale  aux  deux  courbes  qui  la 
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o 


limitent  ;  on  retombe  en  eiïet  sur  le  cas  où  l'expression  à 
intégrer  est  indépendante  des  limites,  cas  que  nous,  avons 
étudié  géométriquement  (n°  635). 


Cas  où  une  intégrale  conserve  une  valeur  donnée 
le  long  du  chemin  qui  doit  rendre  une  autre  Inté- 
grale extreuium. 


640.  Le  problème  nouveau  à  traiter  est  le  suivant.   Il 
s!agit  de  rendre  extremum  l'intégrale 


=     /    •  F  {x\  y,  a/,  y')  dk 


sous  la  condition,  que  Tintégrale 


G  [00,  y,  ^';  y') 


dX  (57) 


ait  une  valeur  constante.  Le  type  de  ces  problëjnesi  qu'on 
peut  appeler  problèmes  isopérimélriques,  est  celui  qui  consiste 
à  enfermer  sous  une  ligne  convexe  fermée  une  aire  maximum  ; 
il  faut  dans  ce  cas  rendre  maximum  l'intégrale 


J=    /       y*co8(N,  j/), 


sachant  que  la  ligne  courbe  a  une  longueur  donnée 
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Nous  supposerons  expressément  que  rextremum  absolu 
de  J  ne  peut  pas  être  atteint,  sans  quoi  le  problème  ne  se 
poserait  pas. 

On  peut  calculer  la  variation  de  K  comme  on  a  calculé  celle 
de  J  ;  introduisons  alors  des  quantités  analogues  à  P  et  à  Q 
(22),  savoir 

S  =  G'    ^—^  T-G'    -^',  (58) 

•  m 

la  variation  première  de  K  s'écrira 

(3307-+- QSs/)  d\.     (59) 

.. 

Cela  posé  considérons  toujours  un  arc  A  partagé  en  trois 
sections  correspondantes  aux  valeurs  de  X,  \<i\<Z^^<i  X,  ; 
supposons  que  Ton  ait  entre  X^  et  X, 

,lx  =  6  (X  —  \f  (Xj  —  X)^  =  6  A, 

entre  X,  et  Xg 

et  entre  Xg  et  X, 

Ix  =  £'  (X,  —  X)'  (X  —  \Y  =  t' A', 

On  aura,  en  supposant  fixes  les  extrémités  du  chemin  d'in- 
tégration, 


jnt^l  A^2  /-»Xi  ^Xi 

=  8   /      PAdX-f-7j    /      QArfX+E'    /      PA(fX-HV   /      QA^ 
t/\^  J\^  J\.  J\. 


Les  quantités  A,  M  restant  positives,  on  peut  appliquer  le 
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théorème  de  la  moyenne,  et,  en  désignant  par  Pm,  Qm,  Pji*  'Ojx 
des  valeurs  moyennes  dans  les  intervalles  correspondants,  ' 
écrire 


On  aura  de  même 


aK=eS,,,   /      ArfX+TjT^   /      Adi-hi'S,^  I      A'«A4-ti 


Les  quatre  intégrales  qui  Ggurent  dans  ces  deux  variations 
étant  essentiellement  positives,  8K  et  oJ  ne  peuvent  s'annuler 
pour  des  valeurs  simultanées  des  arbitraires  c,  t^,  e\  V  que  si 
Fon  a  •       , 

PO         P    *    0 

,      ô—  =  ff-  =  -55-  =  7f  ~  •  \^^} 

^m        *m         ^iJi        *li      . 

Supposons  maintenant  que  à,  tende  vers  \  et  X3  Vers  l^,  on 
aura 

Hm  P^  =  Pc,     lîm  Oto  =  Qq,     lim  S„  ==  Sq,     lira  T,„  =  T^ 
lira  P^  =  P^,    Hm  0,^  =  Qi,    lim  S^  ==  S,,    lim  T^  =  T^. 

m 

et  les  égalités.  (60)  se  transforment  dans  les  suivantes 

*  0  Vo  *  1  vi  /oa\ 

s;-t;-s;-t:-  («•) 

Introduisons  maintenant  la  nouvelle  hypothèse  que  la  courbe 
(C)  ne  soit  extrémale  séparément  ni  pour  l'intégrale  J^  ni  pour 
l'intégrale  K.  Alors  on  n*aurapas  en  tous  les  points  de  Tare  (A) 

P  =  0.    Q  =  0,    S  =  0,  •T  =  0^ 

supposons,  par  exemple,  qu'au  point  'k^  une  des  quaatitt's  P  et  Q 
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soit  différente  de  zéro,  Q,  par  exemple.  Nons  pourrons  tirer 
des  égalités  (61)  S^  et  T©  et  écrire 

m 


'0 


d  ailleurs  T^  ne  peut  être  nulle,'  sans  quoi  S(>  et  T,  seraient 
nulles  et  l'arc  A  sera  extrémal  pour  K,  ce  qui  est  contraire  à 
rhvpothcse.  Il  existe  dope  une*  constante  s. 

0. 

indépendante  du  point  initial  \f  différente  de  zéro,  et  telle  que 
Ton  ait  identiquement 


'  Le  point  initial  pouvant  être  pris  arbitrairement  sur  Tare  A 
considéré,  la  courbe  dont  cet  arc  fait  partie*  doit  donc  satis- 
faire aux  équations  différentielles 


«      • 


Posons 

H=^F-HaG; 

les  équations*précédentes  s'écrivent 

."'--5X»-=*'"V-ax»V  =  «-  (63) 

- 

Nous  pouvons  alors  énoncer  le  théorème  suivant  :  ies 
courbes  qui  rendent  exlremum  F  intégrale  J  sous  la  condition 
que  rintégraleK  conserve un^  valeiCr  constante  sont  les  exfré^ 
inaleS  de  Vintégrale  J  -«h  «K,  a  étant  une  constante  qui  nest  m 
nulle  ni  infinie. 

La  symétrie  de#  formules  montre  que  les  mêmes  équations 


1 
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feraient  connaître  l'eitremum  de  K',  dans  le  cas  où,  K  étant 
variable,  X  conserverait  une  valeur  constante.  Le  mOme  lait 
se.  rencontre  dès  les  théories  les  plus  élémentaires  ;  il  sullit  de. 
se  rappeler  les  deux  théorèmes  corrélatils  qui  concernent 
l'extremum  dil  produit  (ou  de  la  somme]  de  deux  nombres 
.lorsque  ta  somme  {ou  le -produit)  dç  ces  deux,  tionibres -con-  ' 
serve  une  valeur  donnéQ, 

Itappelons  une  dernière  fois  que  l'eslremum  relalit  étudié 
dans  cette  section  est,  par  hypothèse,  essentiellement  distinct 
de  l'extremum'  absolu  de  J.  Nous  appellerons  -la  courbe  qui 
fournit  cet' extremum  relatif  un»  courbe  relativement  extra-    . 
maie. 

«41.  Exemple.  —  Reprgnons  l'exemple  traita  au  n"  630. 
Il  s'agit  de  rendre  extremum 


J 
sachant  que 


-/ 

•/i. 


K=   /      ï'(a/"  + y")  <»,  =  (.• 


La  première  équation  (63)  donne  ici  ' 

■      .    .,  !'«"  +  ;/" 

Eb  prenant  y.  comme  variable  indépendante,  l'intégration 
est  immédiate  ;  on  a  en  effet 


Les  courbes  cherchées  sont  des  circonférences. 

642.  Si  leB.limites  de  l'intégratioD  ne  sont  plus  fixes  comme 
nous  l'avions  supposé,  mais  si  les  points  extrêmes  vérifient  des 
relations  telles  que 

une  analyse  analogue  à  celle  du  ni)  632  permet  encore  d'obtenir 
les  conditions  aux  limites,  les  seules  qui  restent  à  obtenir; 
il  est  clair  en  eiïet  que  les  courbes  cherchées  doivent  avant 
tout  satisfaire  aux  conditions  (03).  L'accroissement  de  K  lors- 
qu'on passe  h  la  courbe  variée  est,  sous  la  réserve  que  l'on 
part  d'une  courbe  relativement  extrémale, 

iK  =  [GV  Sa;  ~t  «'y  Sy]  J^  ^     j       (S  &c  +  T  Sy)  rfX 
+  [ix,  iy,  W,  V],. 

en  se  conformaat  aux  notations  du  n^  616.  Choisissoa?  pour 
les  variations  les  valeurs  suivantes  : 
sur  l'arc  1,  X„ 

-=(^);-     ■ 

sur  l'arc  X,  >,, 

Zx  =  Z>/  =  0, 
.  et  sur  l'arc  Xj  X, 
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AK  =  [Sa7„,  6y.,  8a;„  8yJ,  m-  t    /       T  (X,  -  X)>  (X  _  X,)»  dX 

•A. 

+  [«.  H.  8y(,  Sj,,  8y,J,, 

Il  résulte  de  là  qu'on  ae  pourra  avoir 

iK  =  0    *  (65) 

qu'en  prenant  pour  Eune  série  dutype  [Sa»,,,  Sy,,  Sx,,  Sy,]  puit 
qu'on  peut  choisir  l'intervalle  de  manière  que  T  y  conserve  u 
signe  constant.  L'égalité  (65)  entraîne  aussi  la  suivante 

iJ  =  i  (J  -H  aK)  ; 

d'autre  part,  comme  nous  supposons  la  courbe  considéré 
.relativement  extrémale, 

AJ  =  [HV  S^  +  H'y.  Sj/JÎ^  -\-    j       d\  {Sx,  Sy,  W,  Sy-),. 
A- 

GrAce  aux  variations  choisies  qui  sont  continues  ainsi  qi 
leurs  dérivées  premières  ef  secondes,  l'intégrale  est  une"  sér: 
de  la  forme  [Sa;,,  Sy,,  Sa;,,  Sy,],  et  la  condition  SJ  =  0  se  réduit 

[HVS^  +  HVSy]J;=0,  (66) 

qui  doit  être  compatible  avec  les  conditions  déduites  as  (6i 
c'est-à-dire  avec 


"li  ix,  +  "-^  By.  4-  ^  Sa;,  +  "li  Sy,  =  0. 

^t  "^0  ''^i  "yi 

043.  Sbptièmb  ExiîMPLB."  —  TVoutJer  la  figure  d'équilib: 

d'un  fil  pesant.  Si  l'on  suppose  l'axé  des  y  vertical  et  dirigé  ve 
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le  bas,  r ordonnée  du  centre  de  gravité  est  donnée  par  la 
formule 


^. 


Y  = 


dans  laquelle  /  est  la  longueur  du  fil  ;  cette  ordonnée  doit  être 
maximum.  Il  taut  donc  rendre  maximum    ^ 


^        W  m 

sachant  que 


-h  y"  <A  =<. 


•  • 


L'égalité  HV  ==  constante  donne  ici 


y  ,  -+-  «  ,.  =  a. 

Prenons  y  comme  variable  indépendante';  nous  obtenons 
réquation  différentielle 


ou 


^  =  *'  = 


«    " 


dy  .  y/(y  ^  a)8  _  ^8 

L'intégrale  s'obtient  immédiatement  (page  3S2)  : 

'     •  ^^ v/(y  -4-  «)'  —  g'  -h  y  -h  «  —  g 

V^(y  -H -a)*  —  a'H-a  —  y  —  « 
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En  ajoutant  la  valeur  de  e  <>   à  celle  de  son  inverse,  oa 
trouve  réquation    •         • 


qui  est  celle  d'une  chainette. 


Introduction  de  dérivées  d'ordres  supérieurs 


044«  Nous  supposerons  maintenant  que  la  quantité  qui 
iigure  dans  Tiatégrale  à  rendre  maximum  contient  les  dérivées 
des  variables  x  et  y  jusqu'à  Tordre  p: 

1  =   /     F  (a?,  y,  a/,  y^  a/,  y* ...  a)lP\  y{p))  dX       (67) 

et  nous  n'examinerons  encore  que  les  intégrales  qui  sont  indé* 
pendantes  du  choix  de  la  variable  sur  la  courbe  variée  ;  on 
aura 


'*"=/ 


r-4-  A I  =  1      F  (x  -t-  «a»,  y  -t-  Sy,  a/  H-  «a/,  ../  y W  -+-  8y<'))  d^, 


4'où 


(termes  du  2^  ordre). 


Pour  ramener  les  intégrales  à  ne  contenir  que  les  variations 


•      • 


des  variables  x 
transformer  les 

Remarquons  d'abord  que 

¥-  =  «g  = 

Oq  a  alors  eo  appliquant  la  formule  d'intégration  par  parties 
généralisée  (page  351) 

-$'^-^'^*-      Y> 

Posons 

et  conlinuons  à   désigner  par  des  accents  les  dérivées  par 
rapport  à  X  ;  la  formule  précédente  s'écrira 

/      5S)V'l<'>'=  [b.!j/1'-'1-B'.!j,C-')+  ... 

•A, 

+  (-!)>-' B,(*-'lîy]J'  +  (-l)»   /  B/-'lSy<ft. 

•A, 

La  variation  de  I  se  mettra  donc  sous  la  forme 

«=(2;.+2,)i;;+/'(''«'+ow^, 
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les  lettres  7,,  V  iadiquaiitdesgonnnesde  lermes analog 
atx  Becond  membro  de  la  tormule  (69),  et  tes  lettres  P,  Q  a^ 
des  signiticatîons  faciles  à  trouver.  Par  exemple,  en  design 
par  des  lettres  A  affectées  d'indices  les  dérivi5es  par  rap{ 
Ax,af ...,  on  a 

P  =  A  —  A',  +  ...  +  (—  l)i'  A0-) 

.  En  raisonnant  comme  au  n*  621,  on  trouvera  encore,  p 
que  I  spit  extremtim,  les  conditions  nécessaires 

P  =  0  Û  =  0.  .    (7i 

645.  Nous  n'ins'isterons  pas  davantage  sur  la  théorie  gé 
-jale  qui  ne  présente  plus  de  difficultés  sérieuses  ;  c'est  a 
que  les  conditions  de  la  nature  des  équations  (44)  devi 
être  difïérentiées  par  rapport  au  signe  S  un  nombre  de 
suffisant  pour  introduire  les  variations  de  l'ordre  te  plus  él 
rencontrées  dans  le  problème.  C'est  ainsi  encore  que,  si  l'o 
une  condition  de  la  forme 


-/ 


G  (ai,  a^  ...  xW,  y,  ^  ...yi)  rft  =  constante; 


il  sulBra  d'exprimer  que  l'intégrale  1  +  oK  est  un  oxtremi 
a,  étant  une  constante  essentiellement  différente  de  zéro. 
Nous  nous  bornerons  à  un  exemple. 

646.  IIuiTiÂMB  BxBHPLB.  —  TrouvcT  la  courbe  pour  laqui 
faire  comprise  entre  un  arc  de  celle  courbe,  les  normales  t 
extrémités  de  l'arc,  et  l'arc  de  la  développée  compris  entre 
deux  normales  sont  un  minimum. 

Nous  prendrons,  comme  aire  élémentaire,  l'aire  comp: 
entre  deux  normales  ioGniment voisines  et  l'arc  qui  joint  le 

.  pieds  ;  celte  aire  a  pour  partie  principale  h  pds  ou,  en  rem[ 


F'.  =  F,  =  0, 


+  S'»»' +i  »/)<«■ 


Traosiormons  directement  ces  diverses  intégrales  : 

/  F',.  «»■  *  =  !»;'.  FV  -  j;  FV-  «I  +    /  ^Jj?'  «^  <» 

/  FV  V  *  =  ¥•  ^v-ja  F',-  '»  +  /  Tï'-  '!"^ 
Si  l'on  choisit  d'abord  les  variations  qui  laissent  les  coor- 
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données  des  extrémités  de  l'arc  (A)  et  leurs  dérivées  iovarisblAf 
on  voit  que  SI  se  rédairà  à 


'  et  ro;i  aura,  pour  l'annuler,  les  conditions 


qui  s'intègrent 

une  première  lois 

TJT- 

"V— ■   ■.    ^'-rv"-»- 

c 

Orona 

'  On  en  déduit  aisément  l'identité 

.  d'autre  part  F  étant  homogène  et  du  second  degré  par  rapp 
sas.  lettres  x*,  y*,  'v'^  y*,  en  a,  en  Vertn  de  l'identité  d'Ënler 

aj-  FV  +  y"  F-y'  M-  -^  F-^r  +  /  FV  =  2F 

et  en  retranchant  l'identité  précédente  et  tenant  compte  de 
que  l'on  a  aussi 

a^F>+yry-  =  — F,  (73 
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d'où 

-  j:,  =  ^  (2»  -h  aie  2ç 


Od  reconnaît  les  équations  de  la  cycloïde 

647. 11  n'est  pas  inutile  de  remarquer  qi 
raie  fournit  des  îdentitt^s  analogues  aux  td 
Cela  résulte  de  ce  que  nous  ne  considérons 
indépendantes   du  choix  de  la  variable, 

■'(-.v.S.S,S...g)*=''(-i 

Nous  aTons  déjà  posé  {n"  643) 

Le  calcul,  que  noue  avons  seulement  indiqui 
amènerait  h  poser  aussi 

■■-  =  A-  =  ^.      0,  =  B,= 

^-  =  '"-''-^'-    0'-"'- 

P,  =  P,     Q.  =  0. 
L'on  démontre  alors  les  identités  suivan 
Pa/  +  Qy'  =  0 
F  =  P,  J!"  +  Q,  y -*- P.i- -1,  Q,y' +  ... -4 
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Principe  'de  la  moindre  action 


648.  Neuvièbib  exemple.  —  Nous  traiterons  encore,  vu 
son  importance  en  mécanique,  une  application  où  (igurent 
plus  de  trois  variables  ainsi  que  leurs  dérivées  premières. 

Le  principe  de -la  moindre  action  exprime  tine  propriété 
du  mouvement  d'un  système  de  points  matériels  indépen- 
dante du  temps  ;  les  points  peuvent  d^ailleurs  être  soumis  à 
des  liaisons  poucvu  que  ces  liaisons  ne  varient  pas  avec  le 
temps.  Les  forces  sont  supposées  dériver  d'une  Fonction  U 
dans  laquelle  le  temps  ne  figfure  pas  explicitement.  La  position 
du  système  dépend  de.  k  -paramètres  géométriques  indépen- 
dants q^,  ^g,  ...  qkf  c'est  à-dire  que  les  coordonnées'  de  chaque 
point  s'expriment  par  de^  fonctions  de  ces  paramètres  ne 
contenant  pas  le  temps.  Posons 

e2(o'  sera  une  forme  quadratique  des  différentielles  dqt  telle  que 

rfto»  =  2  ^  dqx  dqk.  \      . 

Pour  amener  le  systèm'e  donné  d'une  position  initiale  P^  à 
une  position  finale  P^,  il  suffit  de  concevoir  que  q^^  q^^ ...  sont 
des  fonctions  continues  d'un  paramètre  X^  fonctions  qui  pren- 
nent pour  X  =  X^  et  pour  X  ==  X|  les  valeurs  des  paramètres 
To  91%*"  P^^  lesquelles  sont  déterminées  les  positions  Po  et  P^^ 
du  système.  U  y  a  évidemment  une  infiiiité  de  systèmes  de 
fonctions^  et  par  suite  de  déplacecpents  .qui  permettent  d'ame- 
ner le  système  de  Po  en  Pj.  Appelons  généralement  qi^  la  dé* 
rivée  de  qi  par  rapport  .à  un  paramètre  fi  ;  pour  un  déplace- 

• 

ment  déterminé,   les  coordonnées  devienaent  des  fonctions 
de  X  et  Ton  a 
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la  fonction  e  étant  définie  par  Tégalité  précédente.  Introdui- 
sons maintenant  l'intégrale 


-/ 


\/2e  \/2  {V -^  h)  dk 

que  nous  appellerôïis'raction  entre  Po  et  ?«  :  A  est  une  cons- 
tante-donnée. 

Le  principe  de  la  moindre  action  s'énonce  ainsi  :  le  déplo" 
cernent  pour  lequel  Faction  quon  vient  de  définir  est  minimum^ 
est  compris  parmi  les  mouvements  naturels  que  prend  le  sys- 
time  matériel  lorsqu'on  imprime  aux  àifférents  points  des 
vitesses  telles  que  le  système  passe  de  la  position  P,  à  la  posi- 
tion P^  et  que  la  constante  des  forces  v\ves  qpit  égale  à  h. 

Cherchons  en  effet  le  minimum  de  A  ;  en  désignant  par  F 
la  quantité  sous  le  signe  /,  nous  aurons  à  vérifier  les  k  con-» 
ditions 

c'est-à-dire 


\/^iVj^h)  ôo  v/2e      ïOJ  _  rf  /\^2\]-h2h  je|_\  ^ jj 

v/2e       ^i  "*"  v/2Uh-2A  ^<      ^  V     v^2ê       ^tk ) 

Prenons  comme  nouvelle  variable  la  variable  /  définie  par 
Féquation 

dt  =  ^-J-^-— -  d\  ;  (76) 

\/2  (U  .-h  h) 


en  aura  d'abord 

•                      * 

• 

• 

9xk  =  9it 

dt 

3X' 

puis, 

en  posant 

2T  = 

-  Zu<^ik  Çit  Çkty 

*  • 

2e  = 

="©' 

ôT  (dty 

se 

(77) 


ôT  dt 

mu  5x  ' 
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en  outre  que  J  est  ïndépeadaal  du  choix  des  coord 
et  ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  surface.  Ai: 
exprime  £,  y,  z  eu  foDctioa  de  deux  nouvelles  coordc 
on  aura  par  hypothèse 


ou,  en  bornant  l'intégration  à  un  élément  de  aurfai 
quant  tes  formules  relatives  aux  changements  d 
dans  les  intégrales  définies  (n°  197} 


F(:c,  y,  z,  x„  ...  Zr}  =  fi^rV,  ■ 


1 1(P' 


Pair  analogie'  avec  les  notations   relatives  aux 
simples,  nous  poserons  immédiatement 

*         ^u-  do     J 

dP'  dF'      \ 

'  -      -du    -       dv     l 

et  nous  indiquerons,  sans  démonstration  (*)  parci 
ne  les  utiliserons  pas,  les  identités  suivantes 

Pa'tt  +  Qj/„  -4-  R»„  =  0,       Px^  -4-  Qj/p  +  Rî„  =  0 

F=aî„F'^_+y„F'y_-t-T„  P',=cr„  F**.  +  Y»  ^V  +  «.. 
*«  P'*, -I- ïu  F'y.-i-^u  F'_._=3r„  r^_4- y^  F'y_ -h  ^  „  F' j_^= 


(*]  Le  principe  de  la  démonstralion  peut  s'indiquer  en 
On  prend  ponr  p  et  g  les  valeurs  u  +  f ,  t)  +  r„  t  et  t^  élan 
tiens  de  u  et  de  u  régulières  et  petites  :  puis  l'on  dévelopi 
membre  deTidentité  {'!}  par  la  formule  dé  Tayler'de  deu 
1°  en  considérant  immédiatement  F  comme  fonction  dt 
2»  en  commençant  par  développer  x,  y,_i,  x. ... 


en  désigoant  par  ix,  Sy,  Sx  des  foactioiu  de  u,  n  que  nous  ccn- 
aidèrerons  comme  petites.  Toute  expressioa /défiaie  sur  (S) 
BB  transforme  en  /"-H  A/" sur  (S');  ]a  partie  principalede  A/, 
(c'est-à-dire  les  termes  du  premier  ordre  dans  le  dëveloppement 
de  Taylor)  est  la  variation  première  S/* de/.  Nous  aurons  en 
particulier  - 

S»    _,  ft  fa;  -t-  ôa?) ']5  _.  sSjr     \ 

et  quatre  formules  pareilles  en  remplaçant  x  par  j^,  puis  par  j. 

8F  =    S    (F'^5^  +  F'^_5a7„.+  F'^_"Ea)^)       '(8!) 
*,  y.  ' 

et  enQn  l'idlégrale  J  subit,  lorsqu'on  passe  de  la  âoriace  (S)  i 
la  surface  (S'],  un  accroissement  dont  la  partie  principale  est 


ij=    I    j    du dv 3F. 
Or,  si  l'on  remarque  qne  l'on  a  l'identité 

&(F'^_5j;)_  ^  ^      i,F'.^_ 

i>U  X.       u  ^ 

et  d'antres  analogues,  la  iarmule  (82)  peat  s'écrire 
BJ  =    /     I    du  dv  (Pà^  -h  QSy  H-  K^s) 


(82) 


(83) 


CALCUb  DBS  VARIATIOKS 

en  posant 

-V  =  r^.  Sx  +  F'y_  Sy  -ï-  F',_  tar. 

La  seconde  intégrale  de  la  fçrmule  (83)  se  transform 
l'aide  .âe  la  formule. 33''''  (n*  20!))  en  une.iatégrale  curvili] 
étendue  à  la  courbe  C  qui  limite  la  portion  de  surface  coi 
dérte 

.      //■'«'"' (£-*-s}=.-/(''*-™"'- 

651".  Nous  sommes  -  maintenant  en  mesure  d'établir 
conditions  auxquelles  satisfera  nécessairement  toute  suci 
-ijuiTeiulJ  extrenuim.  En  etiet  on  pourra  choisir. un. systf 
de  variations  qui  s'annulent  sur  le  contour  C  et  qui  cons 
vent  au-  premier  term%  de  EJ  un  signe  constant  ;  Sj  deV 
«'annuler,  on  aura  nécessairement 


dp'  -       rfF'         •  f 
Q  =  0    ou    F'j,-^-^*=:0        ■    (8i 


*  ■      au  dv      ■ 

Peux  de  ces  équations'  entraînant  la -troîsrëme.  Nous  app 
lerons  encore  extrémale  de  l'intégrale  J  toute  surlace  déû 
par  les  trois  équations  précédentes. 

652.  L'analogie  avec  les  extréma  des  intégrales  simplet 
poursuit  plus  loin.  Supposons  que  les  inconnues  soient  e( 
mises  &  la  condition  que  l'intégrale 


=// 


*(,r,  »/,  Z,Xu,yu,3!^, 
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Multiplions  cette  équatiOD  par  X,  les  deux  autres  res 
vement  par  Y  et  par  Z,  puis  ajoutons  membre  à  memb 
vient 

PX  -i-  QY  -f-  RZ  =  0. 
Posons  enfin,  avec  Gauss, 

D-=     X»-^    +YÏ^    +1^    =_a,.X'.-j,.Y'._«, 
ou"  ùd"  eu'  »i7     ï 

les  troisièmes  membres  résultant  des  ideutiléa 

Xx,  +  Yy^  -t-  Zi„  =  0 
Xic,  H-  Yy,  +  Zt„  =  0 

différentiées  successivement  par  rapport  à  u  et  à  w,  Av 
notations,  l'équation  (8S)  pourra  s'écrire 

DG  +  D'E  —  2FD'  =  0. 

Telle  est  l'équation  difTérentielle  des  surfaces  minima. 

654.  L'interprétation  géométrique  de  cette  équatii 
immédiate.  Nous  avons  donné,  dans  le  tome  1"''  (n' 
l'équation  des  rayons  de  courbure  principaux  d'une  sur 
un  point.  Un  calcul,  qui  n'ufTre  aucune  ditllculté,  mt 
est  trop  long  pour  trouver  place  ici,  montre  que  la  e 
des  inverses  des  deux  rayons  de  courbure  II  et  R'  i 
expression 

!         1  _2FD'  — ED'— GD 
ft  *^  R'  —        ^"^Tpi  ■ 

Donc  les  surfaces  à  étendue  minima  onl  leur  ce 
moyenne  nulle.  Ce  théorème  est  dit  à  Monge. 

Si  l'on  prend  pour  variables  x  et  y  et  que  p,  q,  r,  s, 
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qu'on  intègre  en  commençant  pai 
à  X.  Si  l'on  remarque  que 

fl*Z D   dZ  ix    ' 

ùX'  ~  ^  âX  "~  èX       ' 

l'équation  obtenue  s'écrira 

et  l'on  obtibadrait  le  mCme  ré: 
rapport  à  Y. 

Nous  appliquerons  à  cette  équa 
On  a  ici 

poar  déterminer  lea  nouvelles  ^ 
lerons  {  et  11  nous  avons  à  intégi 
dérivées  partielles  du  J>remin' ordi 

Soit  m  rûoe'quelconquedes  dei 
qu'il  fapt  intégrer  le  système'a^xil 


Prenons  de  nouveau  la  dérivée, 

-  ■rf*Y_afn      BmeY 
3X5  ~  oT  "^  ùT  ëX 

et  l'on  vérifie  sans  peine  que  le  se 
l'intégrale  du  système  auxiliaire  et 
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pondantes,  on  mettra  Z,  après  un 
BOUS  la  forme 

Z  =  Y/-  (î)  +  )/'~i-V  f  (ï)  - 


+  Yip  (il)  +  /_  i  —  r,'  y'  (»i)  - 
+  F(Y). 
Or  on  8,  par  les  formules  de  Lege 

>Z 
»  =  ??• 

la  dérivée  étant  prise  dans  l'hypo 

variables  indépendantes.  Lea  équ 

et  ^  et  l'on  obtiendra  alors  pour  y 

Comme^  enfin,  on  a 

^  =  Xa;  +  Yi, 
on  aura 

Les  trois  coordonnées  x,  i/,  s  so 
tion  de  deux  paramètres  arbitraires 

eST.  11  n'eat  pas  sans  intérêt  de 
qui  sont  restées  longtemps  inutil 
surfaces  réelles.  A  cet  effet  introdui 
et  une  nouvelle  fonction  arbitraire  ( 
lions 

r=riiï-i(i  +  «')-       î 


Sil'oD  pose 

^(«)  =  F"(«),        ^.(u,)=F.''(«,>. 

on  obtiendra  les  formules  suivantes,  qui  sont  débarrassées  de 
tout  signe  d'intégration, 

«  =  !-^V(.)  +  «F'(.)-.F(.)  . 

+ '-^"  F,- (u,)  +  «1  F,  (11.)  -  FU»,) 

»  =  î  1-^  F-M  —  iu  F-C»)  +  .TCu) 

-  "■  Î^J-^  F-,  (»,)  H-  ,V,  F,  («,)  +  (F,  («,) 
»  =  »  F-  (il)  —  F'  (u)  -I-  u,  F-,  (»,)  —  F',  (u.) 
et  qui  ont  été  données  par  Weierslrass. 
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ËQ  prenant  par  F  et  F.  des  fonc 
des  surfaces  algébriquei. 

858.  Omzièub  bximplb.  — '  Repr 
■ehlet  relatif  au  potentiel. 

NoQs  avons  cherché,  page  400, 1' 
.grale  triple 

En  supposant  le  champ  d'intégri 
les  valeurs  de  V  et  de  ses  premièn 
■champ,  oaa 

J  J  J    *-^    to'     fty 

ou  en  intégrant  par  parties  les'tn 
par  rapport  à  x,  à  y  et  à  z  et,  re 
intégrée?  s'annulent  aux  limites  du 

Cette  variation  devant  être  nnlle  i 


C'est  le  théorème  de  Dirichlet.  H 
mum  existe,  il  est  une  solution  d< 
Hais,  ainsi  que  Weierstrass  l'a  fail 
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De  mémo  le  problème  isopérîmétrique 
la  manière  suivante  :  connaissant  les  val 
satisfaire  aux  équations 

àJ       J         d!/\  rfK 

de  manière  que  z,  soit  extremum. 

600.  D'une  manière  générale,  nous  ti 
suivant  :  connaissant  les  valeurs  initiale 
des  variables  y,  z,  u  qui  satisfont  aux  éq 

?i  (x,  tf,  z.  u.  y",  z',  «')  : 
î,  (a',  y,  z,  u,  y",  y,  m')  = 

déterminer  les  fooctions  y,  z,  u  de  m« 
finale  inconnue  soit  un  exlremum.  Nous 
Va,  z^,  Ug,  3/p  2,  ;  u,  devra  ëlre  extremum. 
que  raccroissement  de  u^  conserve  un  sig 
que  soient  li^s  variations  arbitraires  attril 
et  z,  c'est-à-dire,  ainsi  que  nous  l'avoi 
qu'on  aura  toujours  la  condition  nécessaii 

ÊM,  =  0. 

D'ailleurs,  au  lieu  de  donner  y,,  :«  ..., 
ment  supposer  qu'il  existe  entre  ces  quai 
tions.  Le  lecteur  traitera  sans  peine  ce  c 
formulées  dans  les  sections  précédentes.  ] 
facilement  ce  qui  va  suivre  au  cas  d'un  pli 
variables.  Nous  ferons  seulement  obser 
actuel  est  plus  général  que  ceux  traités  j 
exemple,  il  permettrait  de  trouver  l'extrei 


=  /      A^, 


y.  y*.  »)  < 


F 


■=r 


dx  y/(    . 


Il  surfirait  d'écrire 


i  =  /(^,V,!^..),         (â)"  =  '+i^ 


\. 


pour,  rentrer  dans  le  type  (94) . 

Remarquons  encore  .que  l'on  podrrait  éliminer  une  des 
fonctions,  y  par  exempte,  eatre  les  équations  (94).  Leproblème 
ne  comporte  donc  au  fond  qu'une  fonction  arbitraire. 

06I.  Diftârenlions  les  équatîon8-(90)  par  rapport  au  signe  S; 
nous  obtenons  ainsi  les  nouvelles  équations 


î'f»  8y  +■—  -»-  ç'c»-  sy  +  —  =  0  I 
ïV»  2y  Tt- ...  -f-  ift  î/  + ...  =  0  I 


(9!) 


Multiplions  ces  équations  par  des  indéterminées  £,  et  £,  ; 
ajoutons  les  et  intégrons  par  rapport  à  x.  Nous  obtenons 
l'équation 


r 


((!,  t',.  +  !.  t'..)  !y  h-  ...]<<»  =  «:  '       <92) 


«omme  on  a 


v= 


/'■ 


ly-dx  =  [v3y]*| 


-  A^ 


réquatioQ  (96)  s'écrira 

choisissons  £,  et  £,de  manièreà  aonulerl 
parây.et  par  Sz,  sous  le  signe  /,  il  ei 
«n  8u  devra  être  aussi  nal,  puisque  le  pr 
arbitraire  ;  on  aura  ainsi  les  conditions 

£i?',.-+...  =  0 

qui,  jointes  aux  équations  (90),  délermii 
La.  partie  tout  intégrée  devra  être  auss 
l'on  observe   que  les  valeurs  initiales 
données,  on  aura  identiquement 

Sy,  =  Sî,  =  ÎM(,  ^  0 

«t  l'annulation  de  la  partie  intégrée  doDii 

Dans  le  cas  actuel,  y,  et  ?,  sont  données 
encore 

et  il  en  résulte 

Sw,  =  0  ; 

la  condition  nécessaire  pour  qu'il  y  ait 
remplie.  Les  coDslaates  introduites  p 
équations  (94)  seront  déterminées  par  lei 
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Les  coDBtaQtes  b  elx„  par  exemple,  seront  ensu 
U((e3  par  les  conditions  aux  limites  relatives  &  la  fc 


Elles  sont  faciles  à  écrire. 


Indications  sommaires  permettant  de  c 
dansi  certains  cas  le  maximum  ou  le  n 


004.  Le  but  que  nous  nous  étions  proposé  est 
atteint  ;  les  conditions  nécessaires  à  l'existence  di 
ou  du  miaimum  sont  établies,  et  le  champ  des 
est  limité,  l^es  courbes  ou  surfaces  extrémales  d 
cherchées  parmi  les  solutions  d'équations  que 
appris  à  former,  au  moins  dans  le  cas  où  ces  cou 
faces  sont  a  priori  supposées  continues  et  analyt 
il  restera  au  lecteur  à  vérîlier,  dans  chaque  prob 
culier,  s'il  a  eifectivoment  un  extrenium  et  mëmi 
blême  comporte  un  extremum.  Voici  à  cet  égard  c 
dicationsduesàM,  Hilbert (Congrès  des mathémati 
Compte  rendu,  p.  108). 


005.  Considérons  l'intégrale 


,-/   ir+tf.-rtr,'! 


dans  laquelle  /  est  mis  pour  /(p,  y,  x)  el  /"/  es 
partielle  prise  par  rapport  à  p,  et  cherchons  que 
p  {x,  y)  il  faut  substituer  à  p  pour  que  l'intégrale 
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pendante  da  chemin  d'intégration.  Nous  ayons  vn  {*")  (Chap.  11^ 
n*^  97 "t  qu'en  mettant  cette  intégrale  sous  la  forme 


.     [(f-Pf^)dx-^r;dy]r 


on  a  la  condition  (oj^  =  0)        . 

by  c\r* 

qui  donne;?  comme  solution  d*une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  ;  cette  condition  développée  est 

■      C/i''  +  Pf^^  I  +  /^î  S  -*-  ?/;•'/+  fPp'^-fy'=  0-    (97) 

Elle  a,  comme  on  va  le  voir,  un  lien  des  plus  intimes  avec 
réquation  jiilTérentielle  des  extrémales 


dfe'-A'  =  0  (»8> 


relative  à  l'intégrale 
Donnons  en  effet  à  y  une  variation  Sy  ;  nous  aurons 


/*    .  .    . 


».=•/    [^v'-S 


=/*«" 


8J=    /     (A'8y  +  /r¥)*^  "(99) 


«t=/    [r»  +  r;¥H:(y/-i')s/';]*»'.  (100) 


(*)  Le  calcul  du  Chap.  II  peut  se  résamer  en  disant  que  lar  rariatioi» 
de*  l'intégrale  appelée  I  est  nulle.  * 
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Si  donc  on  a  choisi  pourp  une  s 
lea  courbes  iatégrales  de  l'équaliob 

seront  jgaleîaeat  intégrales  de  (9 
extrémales -du  problème  de  variai 
dans  ce  cas,  8J,  se  réduit  &  SJ  et  ces  i 
'  en  même  temps.  Réciproquement . 
un  paramètre,  de  courbes  extrém 
fornijer  une  équation  du  premier  or 

dont  ces  courbes  soient  les  solul 

obtenue  sera  une  intégrale  de  l'équ 

11  résulte  de  ce  qui  précède  qu'en 

d'une  extrémale  et  par  ^  fea  dérivé 


'-/ 


[f(p)^(^-p)rr'if 


la  première  intégral^  est  prise  le  lop 
et  la  seconde  le  long  d'une  extré 
sont  égales  puisque,  par  suite  du  ( 
dante  du  chemin  d'intégration.  Ai 
raison  de  l'intégrale  analogue  priât 
avec  l'intégrale  prise,  le  long-d'une 
voulons  parler  de  la  difTérence 


r(s/)dœ~ 


dont  le  signe  nous  fixera  sur  la  que 
maximum  ou  un  miniraum.  Celte  d 


s-d/, 
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de  s  pour  une  surface  quelconque.  Li 
de  reconnaître  si  l'intégrale 


// 


P(a.y.'«.  *"« 


est  mazimam  ou  bien  minimum  seri 
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